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Abstract 
In this paper, we study global dynamic properties of a predator-prey model with Holling-II func- 
tional response and predator migration, which reflect manual control. Because of the delay effect 
of predations on the variation of predator’s quantity, this model is a system of delayed differential 
equations. Firstly, we study the existence and stability of equilibria. Then, sufficient conditions are 
obtained which ensures that Hopf bifurcation occurs when the delay is regarded as a bifurcation 
parameter. We also derive computational formula for direction and stability of Hopf bifurcation 
by applying the center manifold theorem and norm form theory. Some numerical simulations illu-
strate the theoretical results. 
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摘  要 

本文研究了一类捕食者具有人工控制迁移率的Holling-II型功能性反应的捕食-食饵模型的全局动力学性

质。由于捕食者的捕食行为对其数量的变化有滞后效应，所以该模型是一个时滞微分方程组。首先研究

了该系统平衡点的存在性和稳定性；接着以时滞为参数，分析Hopf分支存在的充分条件；利用中心流形

定理和正规型理论给出确定Hopf分支周期解方向和稳定性的计算公式；最后对于理论结果给出了相应的

数值模拟。 
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1. 引言 

农业生产中，害虫一直是影响农产品产量的主要因素，害虫泛滥会导致严重的经济问题，因而害虫

控制逐渐成为许多学者研究的重要课题。传统控制害虫的方法主要是化学控制：即通过喷洒农药等化学

药剂来消灭害虫，但农药的大量使用不仅会污染环境，毒杀天敌，破坏生态平衡，而且农产品本身也会

有残毒。因此生物控制思想应运而生，生物控制是指通过投放害虫的天敌来控制害虫，不仅克服了化学

控制的这些缺点，并且具有高效，成本低的特点[1]-[3]。 
把害虫–天敌看作一个捕食–食饵系统，天敌能否控制害虫实际上就是研究害虫与天敌是否能达到

平衡状态。捕食–食饵系统因自然界中普遍存在的捕食关系而得到广泛研究，是生物数学中的重要研究

对象。早在上个世纪二十年代，Lotka (1925)在对化学反应的研究中和 Volterra (1926)对鱼类竞争系统的

研究中分别独立地建立了经典的 Lotka-Volterra 捕食–食饵模型。1965 年，Holling 提出了三种功能性反

应函数，使得捕食–食饵模型进一步完善。近些年来，许多学者相继对害虫控制问题做了研究，文献[4] [5]
考虑了害虫与天敌及杀虫剂之间的关系，建立并研究了害虫综合治理的数学模型。文献[6]-[8]运用脉冲投

放天敌及病虫感染来控制害虫。Hsu，Hwang 和 Kuang [9]研究了一类具比率依赖的食物链模型，并将其

理论运用到了生物控制中。文献[10]提出了害虫生物控制的连续模型，考虑了捕食者的释放率。2003 年，

成定平[11]建立了鼠类–天敌系统的捕食–食饵离散模型，其中捕食者的迁移率依赖于有效食饵，并分析

了系统稳定性与捕食者迁移率的关系，上述模型均没考虑到时滞问题。2013 年，Chen 和 Zhang [12]在[11]
的基础上提出了连续的模型，人工投放天敌数量控制害虫。 

然而我们注意到，文献[12]建立的模型中，只考虑了捕食者的消化时间，没有考虑到功能性反应。当

食饵的数量增大时，捕食者不会随之持续正比例增长，因为捕食者平均每天不可能也不需要这么多的 ( )ax
食饵，因此用 ( )1ax bx+ 代替 ( )ax 更合理，或考虑到捕食者捕食食饵需要花费一定的时间，即对每一捕

食食饵有相应的处理时间，就有 ( ) ( )1x ax bxφ = +  (参见[2]) Holling-II 功能性反应函数，因而本文在文献

[12]的基础上建立了一类具人工控制捕食者迁移率和 Holling-II 型功能性反应的时滞捕食–食饵模型，使

之更符合实际生态意义并对该模型平衡点的存在性，稳定性及 Hopf 分支进行研究，运用中心流行定理和

规范型理论，得到该害虫–天敌系统达到动态平衡的条件，并分析了这些条件与时滞和迁移率因素之间
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的关系。 
考虑如下的模型 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

,
1

1

ay t
x t x t r

bx t

kx t y t
y t dy t m x t py t

bx t
τ τ

τ

  
′ = −  

+   


− − ′ = − + + −   + −

                (1.1) 

其中 ( ) ( ),x t y t 分别是食饵种群与捕食者种群在 t 时刻的密度；r 为食饵的內禀增长率；
1

ax
bx+

表示捕 

食者对食饵的功能性反应；τ 为捕食者消化或妊娠所需的时间； d 是捕食者的死亡率； m 为捕食者的迁

移率；p 是单位时间内每个捕食者对食饵的最大消耗率。其中 , , , , , ,a r d k b m p均为正常数， ( ) ( )x t py t− 表

示有效食饵，当 ( ) ( )x t py t− 时，人工引进天敌。即人工投放天敌的投放率依赖于有效食饵数。通过无量 

纲化，减少参数。令 ( ) ( ) ( ) ( )
,

x t r y t r
u t v t

pr r
= = ，则系统(1.1)化为如下形式： 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 ,

.

a v t
u t u t

u t h

k u t v t
v t d v t m u t v t

u t h
τ τ
τ

 ′ 
′ = −   +  


′ ′ ′− − ′ ′ ′= − + + −   ′− +

                 (1.2) 

其中 

1, , , , ,a d k mpa d k m r h
bpr r br r bpr

τ τ′ ′ ′ ′ ′ ′= = = = = = ， 

为简便起见，仍记 , , , ,a d k m τ′ ′ ′ ′ ′分别为 , , , ,a d k m τ ，则有 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 ,

.

av t
u t u t

u t h

ku t v t
v t dv t m u t v t

u t h
τ τ
τ

  
′ = −   +  


− − ′ = − + + −   − +

                 (1.3) 

记 [ ]( )2,0C C Rτ τ= − → 为从 [ ],0τ− 到 2R 的连续函数所组成的 Banach 空间。从生物学的意义出发，

本文只考虑系统(1.3)的满足以下初始条件的解： 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( ) ( ) [ ]( )

1 2

2
1 2 1 2

,0 .

0 0, 0 0. , ,0 ,

u t t v t t t

C R

ϕ ϕ τ

ϕ ϕ ϕ ϕ τ +

 = = ∈ −


> > ∈ −

　 　

　 　　
 

其中 

( ){ }2
1 2, : 0, 1, 2.iR x x x i+ = ≥ = 。 

记 [ ]( )2,0C C Rτ τ+
+= − → ，对于任意的 ( )1 2, Cτϕ ϕ ϕ += ∈ 以及σ ∈，由 Theorem 3.1 [13]方程组(1.3)

存在唯一的解 ( ) [ ] 2, : ,u v σ τ +− +∞ →  ，并且当 [ ],t σ τ σ∈ − 时， ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2, ,u t v t t tϕ σ ϕ σ= − − ，又由

Theorem 3.4 [13]，可知Cτ
+ 为系统(1.3)的正向不变集，符合生物意义。 

2. 平衡点的存在性、稳定性与 Hopf 分支出现的条件 

首先确定系统(1.3)的非负平衡点。令 ( )* *,u v 为其平衡点，则 
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( )

*
*

*

*
* * *

*

1 0

0

avu
u h

kuv d m u v
u h

  
− =  

+  


  − + + − =  + 

 

显然 ( )0,0Ο 总是系统的平衡点。当且仅当条件 ( )1Η 0 m d am k< + < + 成立时，系统(1,3)存在唯一的

正平衡点 *E ，其中 

( )
,

km hm d h au v
ma k m d ma k m d

∗ ∗

 + +  = =
+ − − + − −

 

即在 ( )1Η 条件下，害虫–天敌可以共存。 
引理 2.1 1)平凡平衡点 ( )0,0Ο 总是不稳定的。 
2) 假设 ( )2Η ： 1ma > ，若条件 ( ) ( )1 2-Η Η 满足，则 0τ = 时， E∗ 是局部渐近稳定的。 
证明 在 ( )0,0Ο 处，系统(1,3)的线性化方程为 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

u t u t
v t mu t m d v t
′ =

 ′ = − +
 

相应的特征根为 1 和 ( )d m− + ，因此Ο总是不稳定的。 
系统(1,3)在 E∗ 处的线性化方程为 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

3 4

,
.

u t Pu t P v t
v t mu t m d v t P u t P v tτ τ
′ = −

 ′ = − + + − + −
 

( ) ( )
( )

( )
1 2 3 40, 0, 0, 0

a m d k ma k m d k m dm dP P P P
ma k ma k a ma k ma k

+ + − − ++
= > = > = > = >

+ + + +
其中 。 

记
m d
ma k

η +
=

+
，则 0 1η< < ， 1P η= ， 2P aη= ， ( )3 1kP

a
η= − ， 4P kη= 。其对应的特征方程为 

( ) ( )
1 2

3 4

0
e e

P P

m P m d Pλτ λτ

λ

λ− −

−
=

− + + + −
 

即 ( ) ( )2
1 2 1 4 4e e 0m d P mP P m d P Pλτ λτλ λ λ − −+ + − + − + − + = 。 

再令 ( )1 1 1 ,t m d P ma k η= + − = + − 2 4 0,t P kη= = > ( ) ( )3 2 1 .t mP P m d ma d m η= − + = − −  
故上式可以记为 

( )2
1 2 2 3e 0t t t tλτλ λ λ −+ + − + =                             (2.1) 

当 0τ = 时，方程(2,1)变为 

( )2
1 2 2 3 0t t t tλ λ+ − + + =                                 (2.2) 

由 ( )2Η 可知 ( )1 2 1 0t t ma η+ = − > ， ( )2 3 0t t ma k m d η+ = + − − > 。因此方程(2.2)和两个特征根 1λ ， 2λ
满足 

( )1 2 1 2 1 2 2 30, 0t t t tλ λ λ λ+ = − − < = + >  

从而，可得到 ( )1Re 0λ < ， ( )2Re 0λ < 。因此，当 0τ = 时，在 ( )1Η 和 ( )2Η 的假设条件下， E∗ 是局

部渐近稳定的。证毕。 
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下面分析当 0τ > 时，系统正平衡点的稳定性与时滞的关系。 
当 0τ > 时，假设方程(2.1)对某个τ 存在纯虚根 ( )0iλ ω ω= > ，则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 3 2cos sin cos sin 0t i it i t t iω ω ω ωτ ωτ ωτ ωτ− + − − + + − =        

分离实部和虚部，得 

( ) ( )
( ) ( )

2
3 2 2

1 2 2

sin cos ,
sin cos .

t t t
t t t
ω ω ωτ ωτ
ω ωτ ω ωτ

− + = −


= +
                          (2.3) 

两式分别平方相加得到 

( )4 2 2 2 2 2
1 2 3 3 22 0t t t t tω ω+ − − + − =                            (2.4) 

再令 

2 2 2 2 2
1 2 3

22 2 1 ,maP t t t a m amkη
η

 
− − = + + − 

 
  

( )( )2 2 2
3 2 .Q t t ma k d m ma d m k η− = + − − − − −  

故(2.4)可写成 
4 2 0P Qω ω+ + =                                 (2.5) 

由(2.5)，令 2 4P Q∆ = − ，易知如下引理： 
引理 2.2 1) 当 0Q < 时，方程只有唯一的正根 

2

1
4

2
P P Q

ω
− + −

=  

2) 当 0Q ≥ ，且 0P ≥ 时，方程没有正根； 
3) 当 0Q ≥ ，且 0P < ， 0∆ < 时，方程没有正根； 

4) 当 0Q ≥ ，且 0P < ， 0∆ < 时，方程有唯一正根 2 2
Pω −

= ； 

5) 当 0Q = ，且 0P < 时，方程有唯一正根 3 Pω = − ； 

6) 当 0Q > ， 0P < ，且 0∆ > 时，方程有两个正根
2

4
4

2
P P Q

w ±

− −
=



 

定理 2.1 假设条件 ( )1Η ， ( )2Η 满足， k
nτ 为 nω 所对应的时滞，则有以下结论： 

1) 若 0Q < ，则正平衡点 E∗ 在 )0
10,τ τ∈  时是渐近稳定的，在 0

1τ τ> 时不稳定，此时，系统(1.3)在 1
kτ ，

k ∈产生 Hopf 分支。 
2) a) 0Q ≥ ， 0P ≥ 或 b) 0Q ≥ ， 0P < 且 2 4 0P Q− < ，此时系统不存在纯虚根，即正平衡点 E∗ 是渐

近稳定的。 
3) 若 0Q ≥ ， 0P < ，且 2 4 0P Q− = ，则正平衡点 E∗ 在 )0

20,τ τ∈  渐近稳定。 
4) 若 0Q = ， 0P < ，则正平衡点 E∗ 在 )0

30,τ τ∈  时是渐近稳定的，在 0
3τ τ> 时是不稳定的，且系统

(1.3)在 3
kτ ， k ∈产生 Hopf 分支。 

5) 若 0Q > ， 0P < ，且 2 4 0P Q− > ，则正平衡点 E∗ 在 )0
40,τ τ∈  渐近稳定，且系统(1.3)在 4

kτ ± ，k ∈
产生 Hopf 分支。 

证明 由(2.3)可解得： 
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( )
( )2

1 3

2
2 2

sin
t t

t t

ω ω
ωτ

ω

+ −
=

+
 

因此，当方程的正根为 nω 时，令 

( )2
1 3

2
2 2

1 arcsin 2 π , 0,1, 2,n nk
n

n n

t t
k k

t t

ω ω
τ τ

ω ω

 + −
 = = + =

+  
  

则 niω ， { }1,2,3,4n ±∈ 是方程(2.1)的纯虚根。显然 1k k
n nτ τ +< , ( )1,2,3n = 且 4 4

k kτ τ− +< ，但并不是对所有

的 k ∈都有 1
4 4
k kτ τ +
+ −< 。由文献[14]中定理 3.4.1 知，当条件 ( )2Η 成立时，对于 0

nτ τ< , ( )1,2,3,4n = ，平

衡点 E∗ 局部稳定。 
下证横截条件满足 Hopf 分支的情况：假设 ( ) ( ) ( )iλ τ α τ ω τ= + 为方程(2.1)的根，满足 ( ) 0kα τ = ，

( )kω τ ω= 。由文献[15]可知， 

( ) ( )( )d
Re

d k
sign sign Fτ τ

λ τ
ω ω

τ =

  
′=  

   
 

其中 ( )F w 为式子(2.5)的左端部分，即 ( ) 4 2F w P Qω ω= + + 。从而 

( ) ( )2 22 2F Pω ω ω ω′ = + 。 

故当τ 取 1
kτ , 2

kτ , 3
kτ , 4

kτ ± 时，可依次判别其横截条件。由上面的分析通过代入计算可得： 

( ) ( )
1

2 2d
Re 2 4 0

d k P Q
τ τ

λ τ
ω

τ =

 
= − > 

 
 

由此可知在 1
kτ ， k ∈的一个小右领域内，纯虚根会穿过虚轴，从而 E∗ 在 1

kτ 处会产生 Hopf 分支。 

( )
2

2d
Re 2 2 0

d 2k
P P

τ τ

λ τ
ω

τ =

   = − × + =   
  

 

由上横截条件等于 0 只能得出正平衡点在 )0
20,τ τ∈  是渐近稳定的，暂得不出在大于 0

2τ 的分支情况。 
同理计算与分析 

( ) ( )
3

2 2d
Re 2 2 2 0

d k P P P
τ τ

λ τ
ω ω

τ =

 
= × − + = − >    

 
 

( ) ( )
4

2 2d
Re 2 4 0

d k P Q
τ τ

λ τ
ω

τ +=

 
= − − < 

 
 

( ) ( )
4

2 2d
Re 2 4 0

d k P Q
τ τ

λ τ
ω

τ −=

 
= + − > 

 
 

综上可证得定理。证毕。 

3. Hopf 分支的方向与稳定性 

本节由文献[16]中介绍的 Hopf 分支定理，运用中心流形定理和规范型理论给出判定 Hopf 分支方向

和周期解稳定性的计算公式，为简便，设 kτ τ= 时系统在 *E 处产生 Hopf 分支， iω± 是其对应的纯虚根。 
作变换 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *

1 2 1 2, , , , ,x t u t u x t v t v t s x s x s y s x sτ τ τ= − = − = = = kτ τ µ= + ，最后将 s 记为

t ，则在正平衡点 E∗ 处，系统(1.3)化为 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
1 2

2

2
3 4

2

1
! !

11 1 1 1
! !

i j
k ij

i j

i j
k ij

i j

x t P x t P y t f x t y t
i j

y t mx t P x t m d y t P y t f x t y t
i j

τ µ

τ µ

+ ≥

+ ≥

  
′ = + − +  

  


  ′ = + + − − + + − + − − 
 

∑

∑
     (3.1) 

其中 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
1 2

1 2* * * *
1 1

1 1

, , , , , 0;
i j i j

ij iji j i j

f ff u v f u v i j
u v u v

+ +∂ ∂
= = ≥
∂ ∂ ∂ ∂

 

( )1 2 1 1

1

1 ,
ku vavf u f dv m u v

u h u h
 = − = − + + − + + 

. 

从而系统(3.1)可写成等价的系统 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )1 2

1
, , ,

1k k t t

x t x t x t
B B F x y

y t y t y t
τ µ τ µ µ

′     − 
= + + + +     ′ −     

           (3.2) 

其中 

( )
1 2

1 1

0 0
,

P P
B B

m m d P P
−   

= =   − +    ３ ４

 

非线性部分 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2
1 2

2 2
1 2 1

, ,
1 1 1

t t k

m x t m x t y t o
F x y

n x t n x t y t o

ρ
µ τ µ

ρ

 + +
 = +
 − + − − + 

 

其中 
2 2 2 2

3 3 3 3
1 2 1 2

1 , , , ,
ap ap ap apa k km m n n

h k h k ah k h k
−       = = = − =       

       
 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1, 1 1 .x t y t x t y tρ ρ= + = − + −  

记 [ ] ( ) [ ]{ }2
1 21,0 , : 1,0kC φ φ φ φ− = = − →  ，其中 1 2,φ φ 在 [ ]1,0− 上 k 次连续可微， 

记 [ ] [ ]01,0 1,0C C− − ，对 ( ) [ ]T
1 2, 1,0Cφ φ φ= ∈ − 。定义 [ ] 2L : 1,0Cµ − →  为： 

( ) ( ) ( )1 2L 0 1 .k B Bµϕ τ µ ϕ ϕ= + + −    

由 Riesz 表示定理存在有界变差二阶函数矩阵 ( ) [ ] [ ]2 2, : 1,0 , 1,0η θ µ θ×− → ∈ − 。使得 

( ) ( )0

1
L d , , .Cµϕ η θ µ ϕ θ ϕ

−
= ∈∫ 　  

本文系统中，选取 ( ) ( ) ( ) ( )1 2, 1k B Bη θ µ τ µ σ θ σ θ= + − +  即可，其中 

( )
1, 0

0, 0.
θ

σ θ
θ

− =
=  ≠

 

对于 [ ]( )1 21,0 ,Cϕ ∈ −  ，定义 

( )
( ) [ )

( ) ( )0

1

d
, 1,0

d

d , , 0.
A

t t

φ θ
θ

θµ φ
η µ φ θ

−


∈ −

= 
 =∫
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( ) [ )
( )

0, 1,0
, , 0.

R
F

θ
µ φ

φ µ θ
 ∈ −=  =

 

从而(3.2)式可以等价的写成： 

( ) ( ) ( )t tu t A u R uµ µ′ = +                               (3.3) 

其中 ( ) ( ) ( ) [ ]T, , , 1,0t t t tu x y u u tθ θ θ= = + ∈ − 。 

对于 [ ] ( )( )*1 20,1 ,Cψ ∈  ，其中 ( )*2
 是 2 维复行向量空间，定义 

( )
( ) ( ]

( ) ( )

*

0

1

d
, 0,1

d

d ,0 0.

s
s

sA s
t t s

ϕψ

ψ
ψ η

−


− ∈

= 
 − =∫

　   ，

，　

 

进一步，对于 [ ]( ) [ ] ( )( )*2 21,0 , , 0,1C Cφ ψ∀ ∈ − ∈ ,　 ，定义双线性形式如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

1 0
, 0 0 d ,0 d

θ

ξ
ψ ϕ ψ φ ψ ξ θ η θ φ ξ ξ

− =
= − −∫ ∫  

于是 ( )0A 与 *A 互为伴随算子， *, ,A Aψ φ ψ φ= (参见[17])，由前面的讨论及变换 t sτ= 可知， kiwτ±

为 ( )0A 的特征值，从而也是 *A 的特征值，通过计算可直接得到以下结论： 
引理 3.1 向量 ( ) ( )T1, e kiwq τ θθ α= 为算子 A 关于 kiwτ 的特征向量， ( ) ( )* 1, e kiw sq s D τβ= 为算子 *A 关于

kiwτ− 的特征向量，并且 * *, 1, , 0,q q q q= =  

其中
( )

1 1

2 3 3 4

1, ,
e 1 ek ki i

k

P i P i D
P P m P Pωτ ωτ

ω ω
α β

αβ τ β α −

− − −
= = =

+ + + +
。 

证明 设算子 A 关于特征值 kiωτ 的特征向量为 ( ) ( )T1, e kiq ωτ θθ α= ，故由 ( ) ( )0 0kAq i qωτ= ，故α 满

足 

( )
1 2 0 01 1e

e

k

k

i

k k ki

P P
i

m m d P P

ωτ

ωττ τ ωτ
α αα

−

−

−        
+ =       − +        ３ ４

 

故 1 2P P iα ω− = ，解得 1

2

P i
P
ω

α
−

= ，同理可设 *A 关于 kiωτ− 的特征向量为 ( ) ( )* 1, e kiw sq s D τβ= ，由

( ) ( )* * *0 0kA q i qωτ= − ，可得 1

3e ki

P i
P mωτ

ω
β

− −
=

+
。 

因为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

0* * *
1 0

0 T

1 0

0 T

1 0

3 4

, 0 0 d ,0 d

1 1, e d ,0 1, e d

1 1, d ,0 e d 1,

1 e

k k

k

k

iw iw

iw

i
k

q q q q q q

D D

D D

D P P

θ

ξ

θ τ ξ θ τ ξ
ξ

θ τ θ
ξ

ωτ

ξ θ η θ ξ ξ

αβ β η θ α ξ

αβ β η θ ξ α

αβ τ β α

− =

− −

− =

− =

−

= − −

= + −

= + −

 = + + + 

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫
 

要使得 * , 1q q = ，只需取 

( )3 4

1
1 e ki

k

D
P P ωταβ τ β α −=

+ +＋
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即可。文献[16]已证得 * , 0q q = 。证毕。 
下面运用文献([16])中的方法，具体研究系统(1.3)的 Hopf 分支的方向及稳定性。周期解的方向和稳

定性分别由 2µ 和 2β 决定。其中： 

( )
2

2 02 21
1 20 11 110 2 ,

2 3 2k

g giC g g g
ωτ

 
 = − − +
 
 

 

( )( )
( )

1
2

Re 0
,

Re
C

µ
λ τ

= −
′

( )( )2 12Re 0 .Cβ =  (参见文献[16]) 

首先计算在 0µ = 时系统在中心流形 0C 的坐标。令 ( )T,t t tu x y= 为(3.1)在 kτ τ= 时的解，定义 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }* , , , 2Ret tz t q u W t u z t qθ θ θ= = −　                     (3.4) 

在中心流形 0C 上，有 ( ) ( ) ( )( ), , ,W t W z t z tθ θ= ，其中展成幂级数的形式，即 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2 2

20 11 02, ,
2 2
z zW z t z t W W zz Wθ θ θ θ= + + + 

z 和 z 为中心流形 0C 在 *q 和 *q 方向上的局部坐标，分析在中心流形 0C 上抽象方程(3.3)的解 tu 可得 

( ) ( ) ( ) ( ){ }( )
( ) ( )

* *

*
0

, 0 0, , ,0 2Re 0

0 ,

t k

k

z t q u iw z q F W z z zq

iw z q F z z

τ

τ

′ = = + +

= +
 

其中 

( ) ( ) ( ){ }( )0 , 0, , ,0 2Re 0F z z F W z z zq= + , 

令   

( ) ( ) ( )
2 2 2 2

*
0 20 11 02 21, 0 ,

2 2 2
z z z zg z z q F z z g g zz g g= = + + + +              (3.5) 

从而可将上面的方程记为 

( ) ( ),kz t iw z g z zτ′ = +                               (3.6) 

只要求出 20 11 02 21, , ,g g g g 就得到了限制在中心流行上的规范型。又由(3.4)式有： 

( ) ( ) ( ) ( )}{
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

20 11 02

, 2Re

2 2

tu W t z t q

z zW W zz W z t q z t q

θ θ θ

θ θ θ θ θ

= +

= + + + + +

 

从而可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
1 1 1

20 11 02

2 2
2 2 2

20 11 02

2 2
1 1 1

20 11 02

2 2
2 2 2

20 11 02

0 0 0
2 2

0 0 0
2 2

1 e e 1 1 1
2 2

1 e e 1 1 1
2 2

k k

k k

iw iw

iw iw

z zx t z z W W zz W

z zy t z z W W zz W

z zx t z z W W zz W

z zy t z z W W zz W

τ τ

τ τ

α α

α α

−

−

= + + + + +

= + + + + +

− = + + − + − + − +

− = + + − + − + − +
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结合 ( ) ( )*
0 , , 0F z z q 的表达式，比较(3.5)式左右两边的系数，得到 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
20 1 2 1 2

11 1 2 1 2

2 2
02 1 2 1 2

1 2
1 1 20 20

21 1 20 1 11 2

2 1 1 1
11 11 1 20 11

2 e e

2 2

2 e e

0 0
2 0 2 0

2 2

0 0 1 e 2

k k

k k

k

i i
k

k

i i
k

k

i

g D m m n n

g D m m n n

g D m m n n

W W
g D m W m W m

W W n W W

ωτ ωτ

ωτ ωτ

ωτ

τ α β βα

τ α α β β α α

τ α β βα

τ α

α β

− − = + + + 
 = + + + + + 
 = + + + 
 
= + +  +

 


+ + + − + −


( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 220 20
2 11 11

1 e

1 1
e e 1 e 1 e

2 2

k

k k k k

i

i i i iW W
n W W

ωτ

ωτ ωτ ωτ ωτβ α α

−

− −
 − −
+  + + − + − 

  

 

接下来还需计算出 21g 的值，即等价于计算出 ( ) ( )20 11,W Wθ θ 的值。由于式子(3.3)和(3.6)可得： 

( ) ( ){ } [ )
( ) ( ){ }

( )

*
0

*
0 0

2Re 0 , 1,0

2Re 0 0 , 0

, , .

t

AW q F q
W u z q z q

AW q F q F

AW H z z

θ θ

θ

θ

 − ∈ −′′ ′ ′= − − = 
− + =

+

　

　 　                (3.7) 

其中  

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

20 11 02, ,
2 2
z zH z z H H zz Hθ θ θ θ= + + +                      (3.8) 

另一方面，在中心流形上，在原点附近将(3.7)式的右端幂级数展开，并比较相应系数，得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )20 20 11 112 , ,kA i W H AW Hωτ θ θ θ θ− = − = − 
                  (3.9) 

对 [ )1,0θ ∈ − ，由(3.7)式可知： 

( ) ( ) ( ), ,H z z gq g qθ θ θ= − −                              (3.10) 

将式(3.10)和(3.8)比较相应系数可得： 

( ) ( ) ( )20 20 02H g q g qθ θ θ= − −                             (3.11) 

( ) ( ) ( )11 11 11H g q g qθ θ θ= − −                              (3.12) 

由(3.9)式与 A 的定义，可得： 

( ) ( ) ( ) ( )20 20 20 022 kW i W g q g qθ ωτ θ θ θ′ = + +  

因此，由常数变易法解得： 

( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )

2 d 2 d
20 20 02 1

20 02 2
1

e e d

0 e 0 e
e

3

k k

k k
k

i i

i i
i

k k

W g q g q E

ig q ig q
E

ωτ θ ωτ θ

ωτ θ ωτ θ
ωτ θ

θ θ θ θ

ωτ ωτ

−

−

∫ ∫= + +

= + +

∫
                 (3.13) 

同理可得 

( ) ( ) ( )11 11
11 2

0 e 0 ek ki i

k k

ig q ig q
W E

ωτ θ ωτ θ

θ
ωτ ωτ

−−
= + +                          (3.14) 
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其中 1 2,E E 是二维向量，其值可以通过 0θ = 时 H 的值来确定。事实上，因为 0θ = 时， 

( ) ( ) ( ){ }*
0 0, , 2Re 0 0H z z q F q Fθ = − + 。 

有 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2
20 20 02 2 2

1 2

1 2 2
11 11 11

1 2 2

0 0 0 2
e e

2
0 0 0

2

k kk i i

k

m m
H g q g q

n n

m m m
H g q g q

n n n

ωτ ωτ

α
τ

α

α α
τ

α α

− −

+ 
= − − +  + 

+ + 
= − − +  + + 

 

由式(3.9)和 A 的定义可得： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 20 2 20 20 20

1 11 2 11 11

0 1 2 0 0

0 1 0
k k k

k k

B W B W i W H

B W B W H

τ τ ωτ

τ τ

+ − = −

+ − = −
 

将(3.13)和(3.14)式带入上面两个方程，则可分别求得： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

12
1 1 2 20 20 1 02 1

20 2 02 2 20 02

1
2 1 2 11 1 11 2 11

1 e 2 0 0 0
3
2e 0 e 0 2 0 0

3 3
1 2 20 Im 0 Im 0 e

k

k k

k

i

k

i i

i

k

i iE B B i I H g B q g B q

i ig B q g B q g q g q

E B B H B g q B g q

ωτ

ωτ ωτ

ωτ

ω
τ ω ω

ω ω

τ ω ω

−−

−

− −

= − + − + +

+ + + + 
 = − + + +  

 

从而就可求得 2g １的值，限制在中心流行上的约化方程被求出。且可知 ijg 完全由系统(1.3)的参数和

时滞量决定。计算出 ( )1 2 20 , ,C µ β 。从而由文献[16]中定理可得： 
定理 3.1 在假设条件 ( )1 2H - H 满足时， 0µ = 是系统(3.1)的 Hopf 分支值，分支方向由 2µ 决定；分支

周期解的稳定性由 2β 决定。具体地，有： 

1) 若 ( )2 20 0µ µ> < ，则系统的 Hopf 分支是上临界(下临界)的； 
2) 若 ( )2 20 0β β< > ，则分支周期解是渐近相位的轨道渐近稳定(不稳定)。 

4. 数值模拟 

上述结果为计算 Hopf 分支的性质提供了清晰的公式。当参数 , , ,a d k h 满足条件 ( )1 2H - H 时，可用

Mathlab 软件进行计算与模拟。 
取 4, 0.5, 0.5, 2a d k h= = = = ，并且设初始条件为 ( ) ( )( ) ( ) [ ], 0.2,0.2 , ,0u vθ θ θ τ= ∈ − 。则系统(1.2)有 

两个平衡点 ( )0,0O 和 * 2 1 2 0.25,
3 3
m mE

m m
+ + =  

 
。经计算： 

当
1
3

m > 时， 0Q > ； 1m m> 时， 0P > 且 ( )10.25,m m∈ 时， 0P < ；当 ( )20.25,m m∈ 或 3m m> 时，

2 4 0P Q− > ，其中 1 1.2796m = ， 2 0.4015m = ， 3 2.7386m = 。 

由定理(2.1)可知： 

1) 若 1
3

m < ，则 *E 在 )0
10,τ τ∈  时稳定，在 0

1τ τ> 不稳定， 1
kτ 为 Hopf 分支点。相应的取 0.3m = ， 

则 ( )* 1.7778,0.9444E = 在 )0
10,τ τ∈  稳定，在 0

1τ τ> 不稳定。其中 0
1 0.4420τ = ，且在 1 10.2432 0.4420k kτ = +

处产生 Hopf 分支。取 0.1τ = 此时 *E 稳定，取 0.6τ = 会出现周期解。如下图： 
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0.3, 0.1m τ= = 时，正平衡点 

( )1.7777,0.9444E∗ 稳定 0.3, 0.6m τ= = 时，系统有周期解 

 
2) 若 2m m> ，则 *E 稳定。取 1m = 则 ( )* 1,0.75E = 总是稳定的。分别取 1, 2τ = 　，如下图： 
 

  
1m = 时，正平衡点 ( )1,0.75E∗ = 稳定 

 
3) 若 1 3m = ，则 *E 在 )0

30,τ τ∈  时稳定，在 0
3τ τ> 不稳定， 3

kτ 为 Hopf 分支点。取 1 3m = ，则

( )* 1.6667,0.9167E = 在 )0
30,τ τ∈  稳定，在 0

3τ τ> 不稳定。其中 0
3 0.8188τ = ，且在 3 10.4337 0.8188k kτ = + 处

产生 Hopf 分支。取 0.3τ = 此时 *E 稳定，取 1τ = 会出现周期解。如下图： 
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1 3m = ， 0.3τ = 时，正平衡点 

( )1.6667,0.9167E∗ 稳定 1 3, 1m τ= = 时，系统有周期解 

 
4) 若 ( )21 3,m m∈ ，则 *E 在 )0

40,τ τ −∈  时稳定，且时滞可能会影响稳定性。取 0.38m = ，则

( )* 1.5349,0.8850E = 在 )0
40,τ τ −∈  稳定，在 ( )0 0

4 4,τ τ− + 不稳定。其中 0
4 1.2627τ − = ， 0

4 2.2859τ + = 。取 0.8τ = ，

此时 *E 稳定，取 2τ = 会出现周期解。如下图： 
 

  
0.38, 0.8m τ= = 时，正平衡点， 

( )1.5349,0.8850E∗ 稳定， 0.38, 2m τ= = 时，系统有周期解 

5. 结论 

本文以生物控制为背景，将害虫–天敌这一生态系统建立生物数学模型，通过人工迁入天敌的数量

来控制害虫。该模型中捕食者具有 Holling-II 功能性反应函数更加符合生物意义。同时研究了天敌迁移率

与时滞对该系统的影响。通过分析可以， ( )0,0O 平衡点总是不稳定的，即害虫和天敌全部灭绝这种情况

在实际中也是不现实的。而在 0 m d am k< + < + 条件下，存在正平衡点 *E ，当时滞变化使得正平衡点的

稳定性发生变化时，会出现 Hopf 分支，运用中心流形定理和规范型理论给出了分支的方向和周期解。

m d am k+ < + 表示当捕食者的净增长率小于捕食者的消化率及迁进的捕食者的捕食率之和时，害虫与天

敌能达到一个平衡态， 1am > 说明投放的天敌的捕食率大于害虫的內禀增长率时，在没有时滞的情况下，

通过投放天敌，害虫与天敌能达到动态平衡，当时滞大于 0 时，由定理 2.1(2)，我们可根据 , ,P Qη 与具

体参数 , , ,a m k d 之间满足的条件来投放天敌的数量，同样可使得这个生态系统达到稳定状态，从而控制

害虫的数量在经济危害水平之下，使得农业生产不受损害。 然而，本文暂只考虑了迁移率 0m > 的情形，

之后可分析迁移率与有效食饵的数量关系，当有足够的食饵数时，迁移量可为 0，从而更好的应用于害

虫控制的实际问题。 
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