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Abstract 
In this paper, we present a projection-like algorithm for solving the quasi-variational inequality 
problem. In the second projection step of the algorithm, we replace the orthogonal projection onto 
a general closed convex set with a projection onto a halfspace, which reduces the difficulty of cal-
culation to some extent. The global convergence of the algorithm is given.  
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摘  要 

本文给出了求解拟变分不等式问题的一种投影算法，在算法的第二次投影步中，把到一般闭凸集上的投
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影松弛为到半空间的投影，这在一定程度上减少了计算的难度。该算法的全局收敛性得到证明。 
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1. 引言 

给定一个向量值函数 : n nF R R→ 和一个集值函数 : 2
nn RK R → ，拟变分不等式问题 ( )QVIP 就是求一

个向量 nx R∈ ，使得 ( )x K x∈ ，且满足 

( ) ( ), 0,F x y x y K x− ≥ ∀ ∈                                (1.1) 

其中 2
nR 表示 nR 中所有子集所形成的集合， ,⋅ ⋅ 表示 nR 中的内积。 

拟变分不等式问题在经济、工程、最优化和控制等领域都有着广泛的应用。例如经济问题中的 Nash
均衡问题可以等价地转化为一个变分不等式问题，而广义 Nash 均衡问题可以等价地转化为一个拟变分不

等式问题[1]。两者比较而言，广义 Nash 均衡问题更接近经济问题的实际。因此，研究拟变分不等式问

题的有效数值解法有着重要的理论意义和实用价值。对于拟变分不等式问题的研究，正如文献[2]所言：

“the study of the QVI to date is in its infancy at best”。因此，寻找和设计求解拟变分不等式问题的算法是

很有意义的工作。在求解拟变分不等式问题的算法方面，文献[3]提出了两步投影法，即：每次迭代需要

计算预测步和校正步；文献[4]在假设算子具有协强制性条件下，对[3]中的算法做了改进，并给出了收敛

性分析。另外，文献[5]也给出了投影类算法。在上述已有的投影类算法中，所有的投影都是到由当前迭

代点所产生的一个闭凸集上或原问题的可行解集上。我们知道，到一般闭凸集上的投影有时不易求得或

者很难计算。受文献[6]求解变分不等式问题算法的启发，我们设计了求解拟变分不等式问题的一种投影

算法，在算法的校正步中，我们把到一般闭凸集上的投影松弛为到半空间的投影，而这里构造半空间时，

还成功避免了次梯度的求解，这在一定程度上减少了计算的难度。 

2. 预备知识 

本节中，我们将给出算法及证明中所用到的定义、引理、假设条件等。 
对于给定的非空闭凸集 nC R⊆ ，从点 nx R∈ 到C 的正交投影(以下我们简称投影)定义为： 

( ) { }arg minCP x x y y C= − ∈  

它有如下性质： 
引理 2.1 [7]：设集合 nC R⊆ 为非空闭凸集，则对 , ,nx y R z C∀ ∈ ∈ ，有下列不等式成立： 
(1) ( ) ( ) ( ) ( ) 2

,C C C CP x P y x y P x P y− − ≥ − ； 
(2) ( ) ( ), 0C CP x x z P x− − ≥ ； 
(3) ( ) ( )2 22

C CP x z x z P x x− ≤ − − − . 
由引理 2.1 之(1)知，投影算子 CP 具有非扩张性，即：对任意的 , nx y R∈ ，有 

( ) ( ) .C CP x P y x y− ≤ −  

设 F 是 n nR R→ 的一个映射，对任意的 nx R∈ 和 0α > ，定义： 

( ) ( )( ), Ce x x P x F xα α= − −  



求解拟变分不等式问题的一种外梯度算法 
 

 
72 

引理 2.2 [8]：设 F 是 n nR R→ 的一个连续映射，则对任意的 nx R∈ 和 0α > ，有 

{ } ( ) ( ) { } ( )min 1, ,1 , max 1, ,1e x e x e xα α α≤ ≤  

下面我们给出几个有关点集映射的定义： 
定义 2.1：令 x X∈ ，则映射 ( )K ⋅ 称 
(1) 在 x 处上半连续，若 

( )
( )
( )

( )
,

;

k k

k k

k

x X x x k

y K x y K x

y y k

∈ → →∞
∈ ⇒ ∈


→ →∞ 

 

(2) 在 x 处下半连续，若对任意满足 kx x→ 的点列，{ }kx X⊆ ，及满足 ( )y K x∈ ，均存在一点列{ }ky ，

使得当 ky y→ ，且 ( )k ky K x∈ 成立； 
(3) 在 x 处连续，若在 x 处既上半连续，又下半连续； 
(4) 在集合 X 上连续，当且仅当在 X 上的每一点都连续。 
在本文中我们做如下假设： 
假设(H) 
(a) ( ){ }, nS x x K x x R= ∈ ∈ ，对 nx R∀ ∈ ，有 ( )S K x⊆ ； 
(b) 若 x∗是QVIP 的一个解，则对 nx R∀ ∈ ，有 ( ) , 0F x x x∗− ≥ ； 
(c) ( )K ⋅ 在 nR 上连续； 
(d) 函数 : n nF R R→ 是 Lipschitz 连续的，即对 , nx y R∀ ∈ ， 0L∃ > ，满足： 

( ) ( )F x F y L x y− ≤ −  

3. 算法及其收敛性分析 

算法 3.1 
步骤 0：给定常数 0 1 ,Lτ< < 置 1 nx R− ∈ ，选定任意的初始点 ( )0 1x K x−∈ ，令 0k = 。 
步骤 1：根据当前迭代点 kx ，计算 

( ) ( )( )k
k k k

K x
y P x F xτ= −  

步骤 2：构造半空间 kT ， 

( ){ }: , 0n k k k k
kT R x F x y yω τ ω= ∈ − − − ≤  

步骤 3：计算下一步迭代点， 

( )( )1
k

k k k
Tx P x F yτ+ = −  

步骤 4：如果 k kx y= ，停止。否则，令 1k k= + ，转到步骤 1。 
注：(1) ( )k

kK x T⊆ . 
这是因为： ( ) ( )( )k

k k k
K x

y P x F xτ= − ，故对 ( ) ,kx K x∀ ∈ 由投影性质得： 

( ) , 0k k k kx F x y y xτ− − − ≥  

因此 kx T∈ ，从而有 ( )k
kK x T⊆ 。 
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(2) 若 k kx y= ，则 kx 是QVIP 的一个解。 
事实上，如果 k kx y= ，则 ( ) ( )( )k

k k k
K x

x P x F xτ= − ，所以 ( )k kx K x∈ 。 

由投影性质： ( ) ( ), 0,k k k k kx F x x x K xτ ω ω− − − ≥ ∀ ∈ ，得 

( ) ( ), 0,k k kF x x K xτ ω ω− ≥ ∀ ∈  

又因为 0τ > ，故有下式成立： 

( ) ( ), 0,k k kF x x K xω ω− ≥ ∀ ∈  

从而 kx 是QVIP 的一个解. 
定理 3.1：若假设条件(H)成立，{ }kx 是由算法 3.1 产生的迭代点列，则{ }kx 收敛到QVIP (1.1)的一个

解。 
证明：取 x∗是QVIP (1.1)的一个解，由假设条件(a)： ( ), kx S S K x∗ ∈ ⊆ ，从而 ( )kx K x∗ ∈ ，故 kx T∗ ∈ 。 

对 ( )x K x∗ ∗∈ ，有 ( ) ( ), 0,F x x x x K x∗ ∗ ∗− ≥ ∀ ∈ ，由假设条件(b)得， 

( ), , 0k n k ky R F y y x∗∀ ∈ − ≥有                            (3.1) 

根据引理 2.1(2)和(3)，(3.1)式及假设条件(d)，我们得到： 

( )( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

221

2 21

2 21 1

2

21 1

2 21 1 1

2

2 , 2 ,

2 , 2 ,

2 ,

2 , 2 ,

2

k

k k k
T

k k k k k

k k k k k k k k

k k k k k k

k k k k k

k k k k k k k k k

k

x x P x F y x

x F y x x x F y

x x F y x x x x F y x x

x x F y x y F y y x

x x F y x x

x x F y x y x x F y x x

x x F

τ

τ τ

τ τ

τ τ

τ

τ τ

τ

+ ∗ ∗

∗ +

∗ ∗ + +

∗ ∗

+ +

∗ + + +

∗

− = − −

≤ − − − − +

= − − − − − − −

= − − − − −

− − − −

≤ − − − − − − −

= − − ( )
( )

( )
( )

( ) ( )

21 1

2 2 21 1 1

2 2 21 1

2 2 21 1

1

2 2 21

,

2 , 2 ,

2 ,

2 ,

2 ,

2

k k k k k

k k k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k

k k k k

k k k k k

y x y x x

x x F y x y x y y x x y y x

x x x y y x x y x y F y

x x x y y x x y x y F x

x y F x F y

x x x y y x

τ

τ

τ

τ

+ +

∗ + + +

∗ + +

∗ + +

+

∗ +

− − −

= − − − − − − − − − −

= − − − − − + − − −

= − − − − − + − − −

+ − −

≤ − − − − − + ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

1

2 2 21 1

22 2 2 21 1 2

22 2 2

2 22 2

,

2

1 .

k k k k

k k k k k k k k k

k k k k k k k k k

k k k k k

k k k

x y F x F y

x x x y y x x y F x F y

x x x y y x x y F x F y

x x y x F x F y

x x L y x

τ

τ

τ

τ

τ

+

∗ + +

∗ + +

∗

∗

− −

≤ − − − − − + − ⋅ −

≤ − − − − − + − + −

= − − − + −

≤ − + − −
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由于 ( )0,1 Lτ ∈ ，故{ }kx x∗− 单调递减，从而收敛，所以，序列{ }kx 有界。另外，由上式得： 

lim 0k k

k
x y

→∞
− =                                  (3.2) 

假设 x 是{ }kx 的一个聚点，则必存在收敛子列{ }k

k N
x

∈
，使得： 

,
lim k

k N k
x x

∈ →∞
=  

这里 { }0,1,N ⊆ ⋅⋅⋅ 。下面我们来证明 x 是QVIP (1.1)的一个解。 
首先证明 ( )x K x∈ 。由(3.2)式得： 

,
lim k

k N k
y x

∈ →∞
=  

再由 ( )k ky K x∈ 及 ( )K ⋅ 的上半连续性，即得： ( )x K x∈ 。 
下面我们来证明： ( ) ( ), 0,F x y x y K x− ≥ ∀ ∈ 。 
由于 ( )K ⋅ 是下半连续的，那么，对 ( )y K x∀ ∈ ，存在一个序列{ }ky ， ( )k ky K x∈ ，使得

,
lim k

k N k
y y

∈ →∞
= 。

令 ( ) ( )( ),k
Ce x x P x F xα α= − − ，则由引理 2.2 及(3.2)得： 

( )
,

lim ,1 0k

k N k
e x

∈ →∞
=                                 (3.3) 

由 ( ) ( ) ( )( ),1 k
k k k k

K x
x e x P x F x− = − 可得： 

( ) ( ) ( ),1 , ,1 0k k k k kF x e x y x e x− − + ≥  

即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
, , ,1 ,1 , ,1 0k k k k k k k k kF x y x F x e x e x y x e x− + − − − ≥  

令 ( )k k N→∞ ∈ ，由{ } { },k kx y 的有界性及(3.3)，我们得到 

( ) , 0F x y x− ≥  

由 y 的任意性，得到了我们所要证明的结论. 
综上知， x 是QVIP (1.1)的一个解。用 x 代替上述证明中的 x∗，则得{ }kx x− 是收敛的。而此时已

知有一子列收敛到 0，故整个点列{ }kx x− 是收敛到 0 的，即{ }kx 收敛到 x 。定理得证！ 

4. 数值实验 

为了验证本文所给算法的可行性和有效性，我们通过 MATLAB 用它解决了一个广义纳什均衡问题

转化成的拟变分不等式问题。在计算过程中，算法的参数取为： 610ε −= ， 1.1γ = ， 0.5l = ， 0.3µ = ， 1.99ρ = ，

0.23τ = 。在下面的数值结果中，所有的 CPU 时间按秒记，近似解指最后一个迭代点，最大迭代步数限

定为 1000 步。 
例 1：此例是一个广义纳什均衡问题，首次出现在文献[9]和[10]中，也曾在[3]中被引用过。该问题

是一个两人对策，每个人选取 0 到 10 之间的一个数 ix ，并且它们的和不能超过 15。费用函数和映射 iK
定义如下： 

( ) ( )

( ) ( )
( ) { }
( ) { }

21 1 2 1 1 2 1

22 1 2 2 1 2 2

1 2 1 1 2

2 1 2 2 1

8, 34 ,
3
5, 24.25 ,
4

0 10, 15 ,

0 10, 15 .

x x x x x x

x x x x x x

K x x x x

K x x x x

µ

µ

= + −

= + −

= ≤ ≤ ≤ −

= ≤ ≤ ≤ −
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Table 1. The resulting data of numerical experiment 
表 1. 数值实验数据结果 

起始点 运行时间(秒) 迭代次数 近似解 

( )T0,0  0.068264 311 ( )T5,9  

( )T10,0  0.051056 23 ( )T10,5  

( )T10,10  0.07159 317 ( )T5,9  

( )T0,10  0.069503 295 ( )T5,9  

( )T5,5  0.06867 303 ( )T5,9  

( )2,1rand  0.065823 312 ( )T5,9  

 

现在考虑此问题的QVI 形式，函数 F 定义为： 

( )

( )

1 1 2

2 2 1

82 34,
3
52 24.25.
4

F x x x

F x x x

= + −

= + −
 

它的解组成如下：点 ( )T5,9 及线段 ( ) ( )T T9,6 , 10,5 
  。从不同的初始点出发，用算法 3.1 得到的数值

结果如表 1 所示。 
可以看出，从不同的初始点出发，用算法 3.1 都能得到原问题的解。 
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