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Abstract 
For a class of bilevel programming problems, in which the upper-level problem is an interval coef-
ficients fractional program, whereas the lower-level problem is linear, a genetic algorithm based 
on four fitness functions is presented. Firstly, four certain programs can be gotten by taking up-
per-lower bounds of the coefficient intervals of the upper level objective. In addition, using the 
characteristics of the four problems and the optimality conditions of linear programming, a ge-
netic algorithm which takes four objective functions as evaluation is designed, and the best and 
the worst optimal solutions can be obtained by using the proposed algorithm. Finally, the simula-
tion results show that the proposed algorithm is feasible and efficient. 
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摘  要 

针对上层为区间系数分式规划、下层为线性规划的一类双层规划问题，提出了一种基于四个适应度评估

函数的遗传算法。首先，利用上层系数区间的上下端点将原问题转化成四个系数确定的分式双层规划问

题；其次，利用四个确定问题的特征和线性规划的最优性条件设计了一个基于四个目标函数评估的遗传

算法，通过该算法获得原问题的最好最优解和最差最优解。最后，数值仿真结果表明，该算法是可行有

效的。 
 
关键词 

区间系数，分式双层规划，遗传算法，最优性条件，最优解 

 
 

1. 引言 

双层规划是近年来规划论中比较受关注的一个研究领域。双层规划由上、下两层优化问题构成,一般

的数学模型如下： 

( )
( )
( )

( )

min ,

. . , 0

min ,

. , 0

x

y

F x y

s t G x y

f x y

s t g x y



 ≤




≤

                                    (1) 

其中， nx R∈ 是上层变量,由上层决策者控制， my R∈ 是下层变量，由下层决策者控制； ( ),F x y 和 ( ),f x y
分别称为上层目标函数和下层目标函数； n mS R +∈ 为约束域，由不等式组 ( ) ( ), 0, , 0G x y g x y≤ ≤ 决定。

上层问题由上层变量决定，但同时还依赖于下层问题的最优解。下层问题由下层变量决定,又以上层变量

的取值为参数,即在解下层问题时把上层变量看成一个参数。 
双层规划作为一个递阶决策的优化方法，在资源配置、区域规划、分级管理等实际问题中应用极为

广泛。文[1] [2]对此做了详细阐述。双层规划的算法方面，现阶段提出的有效算法有：K 次最好方法、分

支定界法等[3]，并且文[4]指出双层规划问题是非凸且 NP-难的。对于线性分式规划的研究主要集中在其

强对偶和弱对偶定理方面[5]。以上问题都是在系数确定的情况下进行问题求解。然而，在大多数实际问

题中，由于客观事物的复杂性和不确定性，人们往往不能明确给出信息的属性，只能给出它的一个变化

范围或规律，这意味着问题的系数往往是不确定的。常见的这种系数不确定的优化问题可分为三类：模

糊系数、随机系数和区间系数，考虑到隶属度函数和分布函数不易处理，因此往往转化为区间数来求解。

因此，研究区间系数优化问题显得尤为重要。 
在解决区间系数优化问题的方法中，可以利用区间序关系探讨有效解的 KKT 条件及原问题与对偶问

题的关系[6] [7]。在单目标规划问题中，基于目标函数对左右端点之间的偏好关系讨论其最优解的方法较

多[8] [9]。在多目标规划问题中，文[10]针对含模糊系数的多目标规划问题,提出了一个两阶段计算方法。

文[11]对于右端向量为区间数的线性问题给出了目标函数的最优值情况。对于目标函数系数是区间数的双
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层规划问题，可见的文献很少，文[12]提出了一种用泰勒级数来求解线性区间系数双层规划问题的算法，

而 Calvete [13]基于区间系数的左右端点提出另一种遗传算法得到了问题的最好最优解和最差最优解。 
本文讨论一类上层为区间线性分式规划，下层为线性规划的双层规划。考虑到双层规划问题的非凸

性，本文利用遗传算法搜索可行解，通过算法迭代获得原问题的最好最优解和最差最优解。另外为了提

高算法的效率，将线性规划的最优性条件嵌入到了算法的设计中。 

2 问题模型及相关概念 

本文讨论上层目标函数带区间系数的双层分式规划问题，其模型如下： 

( )

( )
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      + +      =
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                       (2) 

其中 1 2 1 2 1 2, , , , ,q m q m m m m mA R B R x R y R b R d R× ×∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ 。为叙述方便，假设上层目标函数的分母总大于

零。对于任意的 1 1 1 1 1 1 1 1 1, , , , ,l u l u l uc c c d d d e e e     ∈ ∈ ∈     ， 2 2 2 2 2 2 2 2 2, , , , ,l u l u l uc c c d d d e e e     ∈ ∈ ∈     记相应的双

层规划为 ( )1 1 1 2 2 2, , , , ,LB c d e c d e ,即： 
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c x d y eF x y
c x d y e

f x y dy

s t Ax By b

≥

≥

+ + = + + =


+ ≤


                               (3) 

对于问题(3)，一些基本概念如下： 
(1) 约束域： ( ){ }, , 0, 0S x y Ax By b x y= + ≤ ≥ ≥  
(2) 在上层空间中的投影： ( ) { },S x y Ax By b= ∃ + ≤  
(3) 对于 ( )x S x∀ ∈ ，每个下层的可行集： ( ) ( ){ }2 , ,mS x y R x y S= ∈ ∈  
(4) 下层合理反应集： ( ) ( ) ( ){ }ˆ ˆarg min , :M x y f x y y S x= = ∈  
(5) 诱导域： ( ) ( ){ }, : ( ),IR x y x S x y M x= ∈ ∈  
定义 1(最优解 )：在 ( )1 1 1 2 2 2, , , , ,LB c d e c d e 中，对任意的 ( ),x y IR∈ ，若存在 ( ),x y IR∈ 使得

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

c x d y e c x d y e
c x d y e c x d y e

+ + + +
≤

+ + + +
成立，则称 ( ),x y 是 ( )1 1 1 2 2 2, , , , ,LB c d e c d e 的最优解，也是(2)式的一个最优解。 

定义 2(最好最优解)：若 ( )1 1 1 2 2 2, , , , ,LB c d e c d e 的最优解 ( ),x y∗ ∗ 满足：对任意(2)的最优解 ( ),x y ，有

* *
1 1 1 1 1 1

* *
2 2 22 2 2

c x d y e c x d y e
c x d y ec x d y e

+ + + +
≤

+ ++ +
成立，则称 ( ),x y∗ ∗ 是(2)式的一个最好最优解。 

定义 3(最差最优解)：若 ( )1 1 1 2 2 2, , , , ,LB c d e c d e 的最优解 ( ),x y′ ′ 满足：对任意(2)的最优解 ( ),x y ，有

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

c x d y e c x d y e
c x d y e c x d y e

′ ′+ + + +
≥

′ ′+ + + +
成立，则称 ( ),x y′ ′ 是(2)式的一个最差最优解。 

因为不等式约束 Ax By b+ ≤ ，可以通过增加松弛变量使其变为等式，故不失一般性，在以下讨论中

将其变为 Ax By b+ = 。 
由文[14]的证明可知，(2)的最好最优解在上层目标中分子系数区间取左端点而分母取右端点或左端

S
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点处达到，最差最优解在上层目标的分子系数区间取右端点而分母取左端点或者右端点处达到。基于该

结论，将(2)式转化为如下四个上层目标系数确定的双层优化问题： 
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其中通过求解(4)和(5)选择较小的解作为(2)的最好最优解，通过求解(6)和(7)选择较大的解作为(2)的最差最

优解。考虑到这四个问题只有目标函数有区别，因此设计了一个具有四个适应度评估函数的遗传算法求解。 

3. 算法设计 

遗传算法是一种基于生物进化论和遗传学机理的概率搜索方法，它对函数的可微性没有特别要求，

而且具有全局收敛性、鲁棒性，简单通用，适于并行处理等优点。因此本文采用遗传算法来求解问题(2)。 

3.1. 个体编码 

本文基于线性规划的最优性条件设计算法，通过考虑最优基矩阵来求解问题，因此采用约束矩阵 B 的

行标编码。 ( )1,2, ,V m=  表示矩阵 B 的所有的列标，从V 中选择出 q 个元素。若这 q 个元素代表的列线

性无关，即组成一个基矩阵，则这 q 列就可作为一个个体，表示为 ( )1 2, , , ql l l l=  。 

3.2. 适应度评估 

对任意一个个体 ( )1 2, , , ql l l l=  ，通过计算下列四个函数得到对个体 l 的评估： 

1 1 1
1

2 2 2

l l l

l l l

c x d y eF
c x d y e

+ +
=

+ +
                                   (8) 
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1 1 1
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由于问题 4~7 有相同的结构，因此，仅以(4)为例给出适应度评估过程。 
从(4)的下层出发，设个体 ( )1 2, , , ql l l l=  ，对应的基矩阵为 jB 。则下层基解的表达式为： 

( )1
jy B b Ax−= −  

进一步，考虑到这个解的最优性和可行性，求解如下问题： 

( )
( )( )
( )( )

( )

1
1 1 1

10
2 2 2

1

1

min ,

. 0

0

l l l
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l l lx
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c x d B b Ax e
F x y
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s t d d B B
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−

−≥

−

−

 + − +
 =
 + − +
 − ≥
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                        (12) 

目标函数值为第一个函数对个体 l 的评估。同理，可计算其它目标函数对该个体的评估值，与(12)相
比，仅仅目标函数不同。算法通过比较所获得的目标函数值得到最好和最差最优解。 

3.3. 杂交算子 

若个体 ( )1 1 2, , , ql l l l=  ， ( )2 1 2, , , ql l l l′ ′ ′=  被选择作为杂交后代，在 1l 中给定一个交叉位。把两个个体

中相同的元素除去后将交叉位左边的元素互换，再将相同元素按另一个个体中的次序添加进去，得到的

个体作为交叉后代。 

3.4. 变异算子 

给定一个正整数 ( ), 1,z z q∈ ，从V l 中选择 z 个作为进基变量，根据单纯形法的最小比率原则决定 l 中

的 z 个变量出基，从而得到变异后代。 

3.5. 算法步骤 

算法描述如下： 
(1) 设置参数：给定种群规模 M ，杂交概率 cP ，变异概率 mP ，最大迭代次数T 。 
(2) 产生初始种群：按个体产生的办法随机产生规模为 M 的初始种群 ( )0pop ，置 0g = 。 
(3) 适应度评估及检验：用给出适应度评估方法评估种群中的每个个体，每个个体有四个适应度值；  
(4) 杂交：按给定杂交方式进行杂交，杂交后代集合记为 cO ； 
(5) 变异：按给定变异方式进行变异，变异后代集合记为 mO ； 
(6) 选择：从 ( ) c mpop g O O  的个体中，根据四个适应度函数分别选择最小的 M 个个体组成下一代

种群 ( )1pop g + ； 
(7) 终止或循环：若迭代次数等于最大迭代次数T ，则停止迭代，分别输出四个适应度最小的点。这

四个解中适应度值最小的为最好最优解 bl ，最大的为最差最优解 wl ；否则，令 1g g= + ，转(4)。 
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4. 算例 

由于区间系数分式双层规划的例子在文献中极为少见，因此，在文[15]中选择如下算例： 

1 2

0
2

1 2

0
1 2

2

1 2

2 3 2
min

6 5
3 2

min
2 1

. 1
1

x

y

x y y
x y

x y y
x y y

s t x y
y y

≥

≥

+ + +
 + +
 + +
 + + +
 + ≤


+ ≤

                               (13) 

该问题的最优值是 0.615，对应的最优解为： [ ] [ ]1 2, , 0.2,0,0.8x y y = 。把最优解带入下层目标函数的

分母中将其变为常数且将上层目标函数的所有系数上下浮动两个单位产生一个区间，将问题变为如下的

上层函数为区间分式规划而下层函数是线性规划的双层分式规划：             

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

1 2

0
2

1 20

2 3

1 2 4

0, 4 1,5 1,3 0,4
min

1,3 4,8 3,7
min1.07 0.71 0.36
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y

x y y
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y y y

≥
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 + +


+ + =
 + + =

                       (14) 

四个相应的目标函数为： 

1 2 1 2
1 2

2 2

1 2 1 2
3 4

2 2

4 3 3 8 7
4 5 3 4 4 5 3 4

4 3 3 8 7

y y y yF F
x y x y
x y y x y yF F

x y x y

− −
= =
− + + + +

+ + + + + +
= =

− + + + +

 

不难看出，该问题的最好最优值应该不大于 0.615。算法中的相关参数取值如下： 0.8cP = ， 0.2mP = ，

5M = ， 15T = 在 CPU2.40 GHz，内存为 4 GB 的笔记本电脑上，利用提出的遗传算法求解这个例子，独

立运行 10 次，结果如表 1： 
表 1 中最好计算结果指的是 10 次运行中相应目标值的最好情况和平均值，最后一行为比较后的最好

最优解和最差最优解。从表 1 中的数据可以看出文[15]中的最优解介于本文得到的最好最优解与最差最优

解之间。 

5. 结束语  

针对一类上层为线性分式区间规划，下层是线性规划的分式双层规划问题，基于上层系数区间端点

和线性规划最优性条件，提出了基于四个适应度函数评估的遗传算法。该算法的特点是利用了带区间系 
 
Table 1. Result of algorithm 
表 1. 算法计算结果 

目标函数 ( )1 ,F x y  ( )2 ,F x y  ( )3 ,F x y  ( )4 ,F x y  

平均值 0.613 0.613 0.617 0.617 

最好值 0.613 0.613 0.616 0.617 

最好最优解：0.613 最差最优解：0.617 

最好最优解： [ ] [ ]1 2, , 0.3,0.4,0.3x y y =  最差最优解： [ ] [ ]1 2, , 0.4,0.2,0.4x y y =  
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数的分式函数值在区间端点处达到的特点，避免了区间内部点的搜索，节约了计算量。 
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