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Abstract 
It is necessary to use optimization methods to find the most dangerous sliding surface for the 
safety factor of slope stability calculated by the limit equilibrium method. Gradient method is an 
accurate optimization method, however there may fail to find accurately the most dangerous slid-
ing surface. An improved gradient optimization method with a descent difference scheme for the 
calculation of the direction vector is proposed. The descent difference scheme is superior to the 
central difference scheme both in accuracy and consuming time. The problem of wrong search di-
rection occurring in the central difference scheme is dissolved in this scheme. The problem of 
convergence criterion used in the classical optimization method based on the gradient of the ob-
jective function is pointed out. A new convergence criterion for single variable optimization or for 
multivariable optimization along the gradient direction is proposed. The stability of three test 
examples is analyzed with a two-stage search method for circular slip surface. The gradient me-
thod combined with the descent difference scheme is an accurate and efficient method with an 
ability of avoiding to fall to a local minimum in a search process. The errors of search results in the 
test examples are less than the given convergence error. The proposed convergence criterion is ap-
propriate. 
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摘  要 

用极限平衡方法计算边坡稳定的安全系数，需要采用优化方法寻找最危险滑裂面。梯度法是一种精确的

优化方法方法，然而在边坡稳定分析中存在不能准确找到最危险滑裂面的问题。改进了梯度优化方法，

提出了优化方向向量的下降差分格式。它解决了采用中心差分格式出现的搜索方向错误的问题，在有效

性、计算精度和优化时间方面都优于中心差分格式。指出了传统梯度优化方法中忽视收敛标准的问题，

并提出了一个单变量或多变量沿着优化方向进行优化搜索时的收敛准则。采用2阶段圆弧滑动面搜索方

法，对3个测试算例的安全系数进行了下降差分格式和中心差分格式优化搜索的对比，表明改进的梯度

法结合下降差分格式是能跳出局部极值的精确有效的方法。算例中采用下降差分格式搜索结果的误差均

小于给定误差标准，表明所提出的收敛准则是合适的。 
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1. 介绍 

土质边坡的稳定性分析是岩土工程中的基本问题之一。极限平衡法是一个评估给定滑动面安全性的

有力方法。按照计算沿着滑动面安全系数方法的不同分成两类：基于条分法的常规极限平衡法和基于有

限元应力场计算的改进极限平衡法[1]-[4]。常规极限平衡法因其简单得到了广泛应用。其主要不足是需要

假定条间力的作用位置或方向。改进的极限平衡法有获得可靠应力的声誉，因而在精度上优于常规方法。 
边坡稳定安全分析中需要采用优化技术确定临界滑动面。优化技术发展了 40 年，已经有确定滑动面

形状和位置的不同方法。优化方法一般可以分为确定性的和启发式的 2 个基本类型。确定性方法[5]-[9]
基于目标函数的梯度信息和约束，有可能由于局部极值的出现找到一个伪的临界滑动面[8] [10] [11]。启

发式方法包括遗传算法、模拟退火、禁忌搜索、蚁群优化、粒子群优化等多种方法，使用随机技术且包

括从一个解移动到另一个解的随机性，快速容易地找到解答，但不保证找到的解答是最优解；因此可以

认为是近似的非精确的方法[12]。确定性方法中计算目标函数的梯度方向是必不可少的。人们普遍认识到

向前向后差分格式都不适合于梯度方向的计算，因为采用这些差分格式获得的梯度方向可能会大大偏离

目标函数的实际梯度方向，甚至处于反方向，因而一般采用中心差分法计算梯度方向[13] [14]。然而，本

文研究显示中心差分法获得的向量在极值附近仍然可能不是下降方向，因而精确的最小值位置仍然不能
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找到。另外，虽然收敛准则在确定极值时是很重要的，遗憾的是在此方面却少有学者探讨。 
本文改进了边坡稳定的梯度方法，提出了下降差分格式和新的收敛准则。 

2. 改进的边坡稳定分析梯度优化方法 

以寻找土质边坡圆弧滑动临界滑动面为例，来说明优化方法及其改进。 

2.1. 基于目标函数梯度的改进优化方法 

寻找具有最小稳定安全系数 minF 的临界滑动面，是一个将由一组几何变量 1 2, , , nz z z� 组成的向量

( )1 2, , , nz z zZ � 所定义的滑动面的安全系数 ( )F Z 最小化的过程。这个过程从一个初始滑弧动面

( )0 0 0 0
1 2, , , nz z zZ � 开始搜索直到找到具有最小安全系数 minF 的滑动面为止。初始滑动面的不同将不会影响

搜索结果，除非存在多级值问题。临界滑动面位于向量 Z 的边界或安全系数梯度向量 G 等于 0 的位置。 

( ),1 ,2 ,, , , 0nF F F =G �                                   (1) 

变量的上标表示搜索步。在 m 步搜索时，如下式所示，按照下降方向向量 S 和步长系数α ，将滑动

面位置从 mZ 移向一个期望具有较小安全系数的新位置 1m+Z  

1m m mα+ = +Z Z S                                    (2) 

最速下降法定义方向向量 S 为梯度向量G 的负方向，即： 

( ),1 ,2 ,, , , nF F F= − = −S G �                                 (3) 

传统方法通过求解如下所示的单变量优化方程找到沿着梯度方向使目标函数为最小的α 值。 

( ) 0m mF F α
α α
∂ ∂  = + = ∂ ∂

Z S                                (4) 

如图 1(a)所示，从三个初始点 A、B、C 出发，用传统方法搜索目标函数的最小值。搜索从初始点 A
开始，沿着 A 点的最速下降方向 AA'移动到该线上的最小点 A1。重复这一过程直到找到最小值点 P2。同

样地，从 B、C 出发也找到 P2。不幸的是另一个极值点 P1没有被发现。 
 

  
(a)                                                (b) 

Figure 1. Sketch of steepest descent search (a) traditional methods; (b) improved methods 
图 1. 最速下降法搜索(a) 传统方法；(b) 改进方法 
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如果式(4)直接采用一个固定的α 值，如图 1(b)所示，近似地沿着最速下降方向小步长前进，使目标

函数稳步降低。如果目标函数值在试探位置没有减小，即 ( ) ( )1m mF F+ ≥Z Z ，则目标函数从 mZ 到 1m+Z 这

个步长空间里一定经历了一个先下降后上升的过程，说明 1,m m+  Z Z 存在一个沿着这两点连线的极小值。

采用单变量优化方法可确定这一极值点的位置并将其作为下一步搜索的起点。极值点 P1 和 P2 在这一改

进的方法中都找到了。改进的搜索方法搜索点近似地按照最速下降方向前进，是一个真正的“下山法”。

从一系列搜索路径中可以得到目标函数的等高线信息，从而判断搜索到的极小值的全局属性。 
将滑弧 ( )1 2, , , nz z zZ � 中各变量的定义域都归一化到[0, 1]，且当方向向量不等于 0 时将其进行归一化

可以使自变量的范围和移动步长的选取不受边坡的几何尺寸影响。当方向向量等于 0 时，极值存在于这

一点的邻域内。依据几何条件确定的变量 iz 的定义域为 min max,i iz z  ，归一化公式为 

( ) ( )min max min
i i i i iz z z z z= − −                                (5) 

基于当前位置 mZ 按照下式计算试探滑动面位置向量 1m+Z  
1m m mα+ = +Z Z S                                     (6) 

其中 mS 是归一化后的方向向量，
2

m m m= −S G G ，α 是一个远远小于 1 的系数，其取值应使其沿着不

同初始点出发的搜索能够如“下山”一样，能找出低洼点。对于边坡稳定优化一般可取 0.1，而对于极值

很多的情况，可取更小的步长。 

2.2. 目标函数梯度方向计算的下降差分格式 

一般认为向前差分和向后差分都不适合于方向向量的计算，因为按照这两种差分格式计算，极值点

附近的方向向量可能与实际情况相反(朱伯芳等，1984；陈祖煜，2003)。中心差分法被广泛用于搜索向量

的计算。然而，中心差分计算所得的方向向量只有在目标函数沿着坐标轴方向在计算点前后一个δ 差分

步长内线性变化才是准确的。目标函数在其等值线形成一个沟或在极小值存在的凹陷处的变化是非线性

的，计算所得的方向向量大大偏离最速下降方向，也很难得到 0 值。搜索终止于一个近似的极值点位置，

甚至终止于一个伪极值点位置。为了解决这一问题，本文提出如图 2 所示的下降差分格式。图 2 中 

( )m
i F

F z z∂ ∂ 、 ( )m
i B

F z z∂ ∂ 、 ( )m
i M

F z z∂ ∂ 分别表示向前差分、向后差分、中心差分，其值等于图中

箭头所指的线段的斜率。 ( )m
i D

F z z∂ ∂ 为下降差分，其值在情况(a)等于向前差分值；在情况(b)等于向后 

差分值；在情况(c)等于 0。显然，与中心差分法比较，下降差分法所得的方向向量在目标函数如图 2(a)
和图 2(b)这种在 ,m m

i iδ δ − Z e Z e+ 区间为单调的情况下更准确，其中 ie 为坐标轴 i 方向的单位向量，δ
为差分步长。 

下降差分格式的计算公式如下： 

( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

,

,

0,

m m m m
i i iF

m m m m m
i i i iD B

m m m
i i

F z z F F F

F z z F z z F F F

F F F

δ δ

δ δ

δ δ

∂ ∂ − > > +

∂ ∂ = ∂ ∂ − < < +

 − ≥ ≤ +


Z e Z Z e

Z e Z Z e

Z e Z Z e

             (7) 

其中， ( )m
i F

F z z∂ ∂ 和 ( )m
i B

F z z∂ ∂ 分别为向前和向后差分值，按照如下公式计算： 

( ) ( ) ( )m m m
i iF

F z z F Fδ δ ∂ ∂ = − Z e Z+                          (8) 

( ) ( ) ( )m m m
i iB

F z z F F δ δ ∂ ∂ = − − Z Z e                          (9) 
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(a)                                    (b)                                    (c) 

Figure 2. Sketch of the descent difference scheme (a) descent forward; (b) descent backward; (c) descent neither forward 
nor backward 
图 2. 下降差分格式(a) 向前下降；(b) 向后下降；(c) 非向前向后下降 
 

mZ 点目标函数沿着坐标轴 i 的差分计算从下降方向的一个猜测开始。上一步的下降方向可以作为一

个猜测。猜测的下降方向是向前时计算 ( )m
iF δZ e+ ，向后时计算 ( )m

iF δ−Z e 。然后将计算值与已获得

的 ( )mF Z 比较，检验猜测方向是否正确。如果猜测正确，则可计算出差分值，否则计算 mZ 坐标轴另一

侧差分点的安全系数值，按照式(7)计算出差分值。这种差分格式的安全系数计算次数介于 1n + 与 2 1n + 之

间，而中心差分格式的计算次数为 2 1n + 。 
按照下降差分格式，如果方向向量为 0 ( )0m =S ，则 mZ 的近似 δ 邻域内存在极值点。在区间

,m m
i iδ δ − Z e Z e+ 内，沿着坐标轴方向，对变量 iz ， 1, ,i n= � ，进行一维优化得到这个方向的极小点，

并更新 mZ 进行下一个坐标轴方向的一维优化，直到 n 个坐标轴方向优化所得的结果小于收敛误差为止。

虽然理论上除了边界以外，最小值只存在于梯度向量 G 等于 0 的部位。然而由于中心差分法的计算误差，

真实的偏导数等于 0 的部位其导数计算值却与 0 有一定的误差，而这一误差范围也很难界定。因此，用

中心差分法计算很难用梯度向量等于 0 作为极值点位置的判断。 
为了防止搜索停止于局部小坑，将沿坐标轴优化的区间扩大到 ,m m

i iβ β − Z e Z e+  ( β 等于α 常常

是一个好选择)，如果某一坐标轴上的极值点位于 ,m m
i iδ δ − Z e Z e+ 之外，则 mZ 点δ 邻域内的极小点

为局部极值，以邻域外的这个极小点作为新的搜索起点继续搜索过程，可实现搜索过程不受局部小坑影

响的功能。 
差分步长δ 的取值一般应较小，使计算所得的梯度方向向量与优化变量当前点处的实际梯度方向接

近。一般可取 0.01，当移动步长α 小于 0.01 时，应取差分步长等于移动步长。 

2.3. 收敛准则 

收敛条件的设定是优化问题的一个基础。单变量优化的终止需要一个收敛准则。传统方法中搜索终

止条件[8]为 

( ) ( )1m mF F ε+ − ≤Z Z                                 (10) 

其中 ε取一个小值，如 1.5 × 10−5。如图 3 所示，实际安全系数与最小值的偏差可能远远大于给定的 ε 值，
*F F∆ ∆� 。 
对于目标函数(连续)的最小值存在于单值区间 1,m m+  Z Z 之中的单变量优化问题，在搜索点从两侧向

极值点 *Z 移动的过程中目标函数的梯度是非增加的，即 
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Figure 3. Comparison of the true error with the difference 
of the two consecutive iterations 
图 3. 相邻两次迭代值之差与实际误差的比较 

 

( ) ( ) ( ) ( ), * , * ,d dm n m n m nF F F − − ≤ Z Z Z Z Z Z                      (11) 

黄金分割法或二分法等的搜索过程中， *Z 总是在 , , 1,m n m n−  Z Z 区间中，因此 
, * , , 1m n m n m n−− ≤ −Z Z Z Z                                (12) 

将式(12)代入式(11)可得 

( ) ( ) ( ), * , , 1 ,d dm n m n m n m nF F F−− ≤ − ⋅Z Z Z Z Z Z                      (13) 

满足 ( ) ( ), *m nF F ε− <Z Z 的充分条件是 

( ), , 1 ,d dm n m n m nFε−− <Z Z Z Z                             (14) 

式(14)是单变量优化或多变量中沿着一条直线优化的收敛准则。 

2.4. 圆弧滑动面优化变量 

土质边坡的滑动破坏面在大多情况下近似为圆弧。因此，边坡稳定分析时对任意给定的圆弧计算安

全系数，寻找安全系数最小的圆弧即圆弧滑动面优化。 
平面上圆的确定需要圆心的两个坐标值和半径三个参数。以往多选用滑动面的圆心坐标和半径作为

优化参数，但存在圆心坐标和半径的取值范围大，边界位置难以确定等困难。对于表面形状复杂的边坡，

一个圆与边坡相交的弧段可能还不止一个。因此，优化变量采用圆心坐标和半径存在问题。将滑动面与

坡面的 2 个交点--滑入点和滑出点的某一坐标(x 坐标或 y 坐标)和拱高作为控制变量的方法解决了这一问

题[15]。然而，对于坡面存在垂直段(采用 x 坐标)或水平段(采用 y 坐标)的情况，不能唯一确定圆弧。将

此方法做一微小改进，即建立沿着坡面的一维曲线坐标，即可解决问题。因此，本文采用的圆弧滑动面

控制变量是滑入点和滑出点的一维坐标和拱高。 
如图 4 所示，在边坡上取一点 o 为原点，建立沿着边坡上表面的一维曲线坐标系。圆弧以滑入点 1P 、

滑出点 2P 的一维坐标 1s 、 2s 和拱高 h 为控制变量。滑动面可以用向量 Z 表达 

( )1 2, ,s s h=Z                                      (15) 

根据需要搜索的圆弧滑动面滑入滑出点的范围和边坡上下表面对圆弧的约束，可得到各控制变量的

取值范围分别为 
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Figure 4. Variables defining a circular slip surface 
图 4. 圆弧滑动面的控制变量定义 

 
1 2 min max, ,C D A Bs s s s s s h h h≤ ≤ ≤ ≤ < ≤                          (16) 

式中， As 、 Bs 和 Cs 、 Ds 分别为滑入滑出点范围的端点 A 、 B 、C 、 D 的一维坐标； 1h 为通过滑入点 1P
和滑出点 2P 的滑动面最小拱高， 2h 为圆弧与边坡边界相切时滑动面的拱高， dh 定义为滑动面的深度， 3h
为拱高与滑动面深度之差， seth 为设定的最小滑动面深度。 

对各变量进行无量纲归一化处理，有 

1 1 min
1 2

max min

, ,C A

D C B A

s s s s h hs s h
s s s s h h
− − −

= = =
− − −

                        (17) 

滑入滑出点的坐标归一化后取值范围为[0, 1]，拱高归一化后取值范围为(0, 1]。 

2.5. 圆弧滑动面的两级搜索方法 

在圆弧型临界滑动面搜索过程中，一般采用是滑动面控制变量一起移动的搜索方法，本文将这种滑

动面控制变量整体寻优的搜索方法称为“一级搜索方法”。采用这种搜索方式对简单边坡进行临界滑动

面搜索时，易陷入局部极值[14]。张小稳等人提出了“两级搜索方法”[16]，即：对于任意给定滑弧，首

先对拱高进行优化，最给定滑入滑出点位置条件下的最小安全系数滑弧。因此，经过拱高优化后，优化

变量减少一个，第二级优化是对滑入滑出点位置(s1, s2)的优化。 
一般情况下，对于给定滑入点和滑出点的一组滑弧，安全系数与拱高的关系曲线并不是一个单峰曲

线，如图 5 所示。因而可首先采用枚举法，将曲线分成若干单极值区间。然后再采用黄金分割法求单峰

区间的极值，并和区间的端点比较，取得全局的最小值。本文通过将拱高的变化区间 ( ]min max,h h 等份为若

干份(50 份)，依变量从小到大计算各点安全系数。安全系数的峰值点，即为区间的分割点。如图 5 所示

的拱高区间 [ ]min , ih h ， ,i jh h  和 max,jh h  均为单极值(最小值)区间。对于每个单峰值区间采用一维寻优方

法找到极小值点，可求得到区间 ( ]min max,h h 内的最小安全系数拱高 *h 。 
对拱高进行一级优化后，边坡圆弧滑动的优化函数可表示为 

( )( )1 2,F F s s′= Z                                   (18) 

上式是对滑入滑出点为优化变量，对于每一组滑入滑出点，首先找到最小安全系数拱高，然后寻找

整体最小安全系数滑弧的二步优化方法优化函数。 

3. 基于圆弧滑动算例的方法验证 

选用 1987 年澳大利亚计算机协会(ACADS)设计的 10 个标准测试问题中的三个，EX1a，EX1c 和 EX5c
做为测试本文算法可行性的算例[17]，在本文中对应编号为TE1，TE2和TE3。分别为无渗流均质边坡(TE1)、
无渗流非均质边坡(TE2)和有自由水面均质边坡(TE3)。文献[17]推荐的 TE1，TE2 和 TE3 安全系数参考答

案分别为 1.00、1.39、1.59。 
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Figure 5. Determination of single peak intervals 
图 5. 单峰值区间的确定 

3.1. 经典算例介绍 

三个算例几何模型和网格见图 6 所示，其中 TE1 和 TE2 的几何模型相同，并且坡内无渗流；TE3 为

坡内有自由水面的均质边坡，左侧坡外基坑中水位高程为 26.0 m，右侧水位为 33.0 m。三个算例模型的

网格尺寸均约为 1.0 m。在图 6 中，多段线 ABC 和多段线OAB 分别表示圆弧形滑动面滑入点和滑出点的

变动区间。 
三个算例的土层材料参数分别见表 1、表 2 和表 3。 
土层材料采用线弹性模型，荷载一次施加，采用有限元计算获得 TE1 的竖直方向正应力如图 7 所示，

竖直方向正应力大小基本与土层的埋深成正比。由于 TE2 中土体的容重，与 TE1 的相差不大，且两个算

例中土体的弹性模量和泊松比均相同，因此，采用线弹性模型计算的 TE2 的应力结果和 TE1 基本类似。 
计算得到 TE3 稳定渗流情况下的边坡孔隙水压力以及相应的竖向有效正应力等值线分别见图 8、

图 9。 

3.2. 下降差分格式有效性验证 

对于优化变量范围均为[0, 1]的优化问题，选择一系列均匀分布的初始滑弧是很容易的。各算例分别

采用中心差分格式和下降差分格式，选取了 4 个初始优化点进行优化，其优化轨迹如图 10 所示。差分步

长δ 取 0.01，移动步长α 取 0.1，收敛误差标准取 0.001。由于基于有限元应力结果计算滑弧安全系数时，

只需要通过插值即可获得滑弧上的应力，因而与基于条分法的常规极限平衡法相比，搜索过程费时很短。

一个搜索路径的计算时间在普通台式机上(主频 2.66 GH，内存 3.50 GB)小于 3 s。图中的安全系数等值线

图是根据滑入滑出点归一化坐标 1s 和 2s 按 0.01 间隔取所有点，通过一维优化基于获得每个点的最小安全

系数而绘制的。这些等直线给出了边坡圆弧滑动安全系数的整个信息，是为了帮助理解搜索有效性和效

率而单独计算给出的，搜索过程独立于此。采用下降差分格式计算的 4 个搜索的终点在 3 个算例中都几

乎重合，安全系数分别是 0.987，1.365 和 1.539，与参考答案的比较见表 4。而采用中心差分格式计算的

No. 2 搜索在 TE1 和 TE2 中都与其他搜索终止于不同点。其原因将在下节讨论。 

3.3. 两种差分格式搜索结果的比较 

3 个算例两种差分格式搜索结果的比较分别列于表 5、表 6 和表 7。下降差分格式不同搜索路径的终

点和安全系数都比中心差分格式的结果更靠近。下降差分格式所得安全系数结果的最大差异在 TE1、TE2 
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(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Figure 6. Configuration and mesh of the (a) TE1, (b) TE2 and (c) TE2 
图 6. 三个算例的几何模型和网格(a) TE1，(b) TE2 和(c) TE3 

 

 
Figure 7. Contours of the vertical normal stress of TE1/kPa 
图 7. TE1 的竖直方向正应力(kPa) 

 

 
Figure 8. Contours of the pore water pressure of TE3/kPa 
图 8. TE3 的孔隙水压力(kPa) 
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Figure 9. Contours of the vertical normal stress of TE3/kPa 
图 9. TE3 的竖直方向有效正应力(kPa) 

 

 
(a)                                                        (b) 

 
(c) 

Figure 10. Search paths with several initial points for (a) TE1, (b) TE2 and TE3 
图 10. 算例(a) TE1，(b) TE2 和 TE3 中几个起点的搜索路径 
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Table 1. Geotechnical parameters for TE1 
表 1. TE1 土层的材料参数表 

3kN mγ −⋅  kPac  ( )ϕ �  kPaE  v  

20.0 3.0 19.6 1.0 × 104 0.25 

 
Table 2. Geotechnical parameters for TE2 
表 2. TE2 土层的材料参数表 

土层编号 3kN mγ −⋅  kPac  ( )ϕ �  kPaE  v  

Layer 1 19.5 0.0 38.0 1.0 × 104 0.25 

Layer 2 19.5 5.3 23.0 1.0 × 104 0.25 

Layer 3 19.5 7.2 20.0 1.0 × 104 0.25 

 
Table 3. Geotechnical parameters for TE3 
表 3. TE3 土层的材料参数表 

3kN mγ −⋅  kPac  ( )ϕ �  kPaE  v  ( )m sx yK K=  

20.0 11.0 28.0 1.5 × 104 0.25 5.0 × 10−8 

 
Table 4. Comparison of the factors of safety by this study and the reference answers 
表 4. 计算所得安全系数与参考答案的比较 

算例 TE1 TE2 TE3 

本文 0.987 1.365 1.539 

参考答案(Chen, 2003) 1.00 1.39 1.59 

 
Table 5. Comparison of the search results with the two difference schemes in TE1 
表 5. TE1 中 2 种差分格式搜索结果的比较 

搜索号 

下降差分格式 中心差分格式 

临界滑动面 
( 1s , 2s , h/m) 安全系数 

临界滑动面 
( 1s , 2s , h/m) 安全系数 

No. 1 (0.554, 0.310, 2.674) 0.9880 (0.551, 0.372, 2.314) 1.0096 

No. 2 (0.552, 0.311, 2.762) 0.9877 (0.552, 0.653, 1.335) 1.1811 

No. 3 (0.552, 0.311, 2.799) 0.9877 (0.551, 0.311, 2.766) 0.9876 

No. 4 (0.552, 0.310, 2.803) 0.9872 (0.552, 0.311, 2.802) 0.9875 

 
Table 6. Comparison of the search results with the two difference schemes in TE2 
表 6. TE2 中 2 种差分格式搜索结果的比较 

搜索号 

下降差分格式 中心差分格式 

临界滑动面 
( 1s , 2s , h/m) 安全系数 

临界滑动面 
( 1s , 2s , h/m) 安全系数 

No. 1 (0.550, 0.279, 4.822) 1.3650 (0.551, 0.277, 4.914) 1.3656 

No. 2 (0.551, 0.280, 4.820) 1.3650 (0.501, 0.477, 1.000) 1.5711 

No. 3 (0.553, 0.278, 4.822) 1.3651 (0.552, 0.279, 4.820) 1.3649 

No. 4 (0.550, 0.280, 4.820) 1.3650 (0.555, 0.280, 4.817) 1.3659 
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和 TE3 中分别为 0.0008，0.0001 和 0.0000。它们都低于设定的收敛误差 0.001。中心差分格式的最大差

异在 TE1、TE2 和 TE3 中分别为 0.1936、0.2062 和 0.0003。TE1 和 TE2 中分别是给定收敛误差的 194 和

206 倍，TE3 中则低于收敛误差。 
图 10 中两种差分格式的搜索路径在等值线顺直的部位差异小，而等值线弯曲的部位差异大。下降差

分格式中搜索方向近似于等值线梯度方向，而中心差分格式在搜索起点在等值线形成沟谷处则与梯度方

向差异很大。如图 10(c)中 No. 2 搜索路径所示，中心差分计算的梯度方向与实际梯度方向误差很大。 
TE1 和 TE2 中采用中心差分格式没有找到最小值的 No. 2 搜索路径终点的搜索信息如图 11 所示。两

个例子中中心差分格式搜索落入一个等高线凹形区域 O 点，安全系数沿着中心差分格式计算出来的方向

安全系数不下降。图中点 A，B，C，D 和 O 后面括号里的数字是这些点的安全系数。它们表明 TE1 中 O
点不是极值，TE2 中 O 点靠近一个局部极值点。用下降差分格式的搜索路径在 TE1 中通过了 O 点附近区

域，在 TE2 中在局部极值点跳出来了搜索得以继续。显然与下降差分格式结合的改进的梯度方法是精确

的且有能力跳出局部极值，而与中心差分格式结合则不是精确的，甚至会陷入局部极值。 

3.4. 收敛准则的验证  

TE1、TE2、TE3 几个收敛误差值下最小安全系数分别列于表 8、表 9 和表 10。不妨将 ε 等于 0.0001
的最小计算结果当作真实值，表中括号内的数值为ε 大于 0.0001 时的计算误差。不同搜索路径所得结果

的误差均小于给定误差标准。表明所给的收敛准则是合适的。 
 
Table 7. Comparison of the search results with the two difference schemes in TE3 
表 7. TE3 中 2 种差分格式搜索结果的比较 

搜索号 
下降差分格式 中心差分格式 

临界滑动面 
(s1, s2, h/m) 安全系数 临界滑动面 

(s1,s2, h/m) 安全系数 

No. 1 (0.551, 0.277, 4.310) 1.5395 (0.550, 0.272, 4.323) 1.5398 

No. 2 (0.552, 0.278, 4.309) 1.5395 (0.550, 0.277, 4.312) 1.5395 

No. 3 (0.551, 0.277, 4.311) 1.5395 (0.551, 0.274, 4.318) 1.5397 

No. 4 (0.552, 0.277, 4.311) 1.5395 (0.551, 0.272, 4.322) 1.5398 

 
Table 8. Comparison of the minimum factors of safety under several convergence standards in TE1 
表 8. TE1 中几个收敛标准下的安全系数最小值比较 

搜索号 最小安全系数(误差) 
 ε = 0.1 ε = 0.01 ε = 0.001 ε = 0.0001 

No. 1 0.9875 (0.00) 0.9875 (0.000) 0.9880 (0.0008) 0.98717  

No. 2 0.9877 (0.00) 0.9877 (0.001) 0.9877 (0.0005) 0.98718  

No. 3 0.9875 (0.00) 0.9875 (0.000) 0.9877 (0.0005) 0.98716  

No. 4 0.9873 (0.00) 0.9873 (0.000) 0.9872 (0.0000) 0.98717  

 
Table 9. Comparison of the minimum factors of safety under several convergence standards in TE2 
表 9. TE2 中几个收敛标准下的安全系数最小值比较 

搜索号 
最小安全系数(误差) 

ε = 0.1 ε = 0.01 ε = 0.001 ε = 0.0001 

No. 1 1.3709 (0.01) 1.3655 (0.001) 1.3650 (0.0006) 1.36442  

No. 2 1.3715 (0.01) 1.3657 (0.001) 1.3650 (0.0006) 1.36442  
No. 3 1.3708 (0.01) 1.3656 (0.001) 1.3651 (0.0006) 1.36442  
No. 4 1.3709 (0.01) 1.3656 (0.001) 1.3650 (0.0006) 1.36443  
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Table 10. Comparison of the minimum factors of safety under several convergence standards in TE3 
表 10. TE3 中几个收敛标准下的安全系数最小值比较 

搜索号 
最小安全系数 (误差) 

0.1ε =  0.01ε =  0.001ε =  0.0001ε =  

No. 1 1.5396 (0.00) 1.5395 (0.000) 1.5395 (0.0000) 1.53945  

No. 2 1.5396 (0.00) 1.5395 (0.000) 1.5395 (0.0001) 1.53944  

No. 3 1.5394 (0.00) 1.5395 (0.000) 1.5395 (0.0000) 1.53945  

No. 4 1.5395 (0.00) 1.5395 (0.000) 1.5395 (0.0000) 1.53945  

 

 
(a)                                                       (b) 

Figure 11. The search information in the dashed box in Figure 10 (a) and (b) 
图 11. (a) TE1 和(b) TE1 中 No. 2 路径中心差分法搜索信息 

4. 总结和结论 

提出了一个计算优化梯度方向的下降差分格式。它在有效性和效率方面均优于中心差分格式。中心

差分格式中的错误的搜索方向问题在下降差分格式中消失了。指出了传统梯度优化方法中的收敛标准问

题，并提出了一个单变量或多变量沿着优化方向进行优化搜索时的收敛准则。采用 2 阶段圆弧滑动面搜

索方法，对 3 个测试算例的安全系数进行了计算分析，表明改进的梯度法结合下降差分格式是有能力跳

出局部极值的精确有效的方法。算例中搜索结果的误差均小于给定误差标准，表明所提出的收敛准则是

合适的。 
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