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Abstract 
In this article, we aim to design a finite element method for solving the boundary value problem of 
the steady convection-diffusion equation. This boundary value problem is different from the gen-
eral one, in which there is a small term in the equation, which will make us difficult to design a 
higher-order numerical method for such problem. We first design two standard finite element 
methods (including linear and quadratic finite element method) to solve this boundary value 
problem; we next use these two methods to obtain the approximated solution, and compare the 
approximated solution with the analytical one in Matlab; we finally propose suggestions to im-
prove these two standard finite element methods based on nonuniform grids, in order to find a 
better approximation to the boundary value problem of the convection-diffusion equation. 
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摘  要 

在本文中，我们为稳态对流扩散方程边值问题设计一种有限元法。对流扩散方程边值问题与普通的边值

问题不同，方程之中含有一个微小元项，它会给高阶数值方法的设计带来困难。我们首先通过设计典型

的有限元法(包括线性元和二次元)来求解该边值问题，然后用MATLAB画图来比较近似解与精确解之间

的实际差距，分析这两种典型的有限元法在求解该边值问题过程中所出现的问题；最后提出建议通过基

于非均匀网格来改进这两种典型的有限元法，以便更好地求解这类稳态对流扩散方程边值问题。 
 
关键词 

稳态对流扩散方程，边值问题，有限元法，非均匀网格，边界层 

 
 

1. 引言 

理论和实验是分不开的，彼此相互联系，现实中有很多不能用科学技术马上解决的实际问题，只有

通过数值模拟得到实际应用所需要的数值结果，揭示其本质规律，从而来解决实际问题[1] [2]。数值模拟

在各门自然科学(物理学、气象学、地质学和生命科学)和技术科学与工程科学(核技术、航空航天和打下

土木工程等等)中起着巨大的作用，在很多重要的领域成为不可缺少的工具。而科学与工程计算中最重要

的内容就是求解在科学研究和工程技术中出现的各种各样的偏微分方程或方程组，而有限元方法就是在

解决这些问题的基础上产生的[2] [3]。 
有限元法(finite element method)是一种高效能、常用的计算方法。有限元法是一种基于变分原理的

方法，它适合于较复杂的区域和不同粗细的网格，正是具有这些特性，20 世纪 60 年代以来，有限元方

法的理论和应用得到迅速的发展，所以它广泛地应用于以拉普拉斯方程和泊松方程等偏微分方程所描述

的各类物理现象之中[4]。 
本文正是通过偏微分方程中的对流扩散方程的有限元方法来如何模拟实际的科学研究和工程技术中

的一些问题。对流扩散方程被广泛地应用于许多自然现象的表达之中，例如水和大气中的污染物质浓度

的扩散、海水盐度、流体流动与传热、电化学反应等，还应用于环境科学、能源开发、电子科技等[5]。 
一般的稳态对流扩散方程方程形式如下[6]： 

( ), , ,n nu u f u u R Rε− ∆ + ∇ = = ∈ ∈x xλ λ                         (1) 

其中 λ 为给定的常向量，(1)是 n 维稳态对流扩散方程，当 n = 1 时，我们得到： 

( )
2

2 ,u u f x
xx

ε λ∂ ∂
− + =

∂∂
                                 (2) 

方程(2)是一维稳态对流扩散方程的一个基本形式，解决实际问题的时候还要加上边界条件才能模拟

实际问题。因此对于方程(2)，我们附加边界条件，于是得到对流扩散方程的边值问题： 
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( ) [ ]

( ) ( )

2

2 , 0,1

0 0, 1 0.

u u f x x
xx

u u

ε λ
 ∂ ∂
− + = ∈

∂∂
 = =

                             (3) 

其中 ε 为大于零的微小常数， λ 为已知常数，方程(3)就是本文要研究的对流扩散方程，它是求解很多复

杂微分问题的基础。并且小参数 ε 很小时会给一般的数值计算方法带来困难。 

2. 有限元方法概述 

常见的离散偏微分方程的数值方法有：有限元法、有限差分法和有限体积法。下面我们简单介绍有

限元法的思想、有限元法的解题步骤。 

2.1. 有限元法简介 

有限元法(finite element method)的含义：有限元方法是一种高效能、常用的离散计算方法，它的基础

是变分原理和加权余量法，选择特殊的基函数，其基本求解思想是把计算域划分为有限个互不重叠的单

元，在每个单元内，选择一些合适的节点作为求解函数的插值点，将微分方程中的变量改写成由各变量

或其导数的节点值与所选用的插值函数组成的线性表达式，借助于变分原理或加权余量法，将微分方程

离散求解，从而使一个连续的无限自由度问题变成离散的有限自由度问题。有限元法有许多优点，包括

适用于较一般的区域，也适用于较复杂的区域和不同粗细的网格，离散方程一般都满足积分守恒[5] [7]。 

2.2. 有限元法设计的基本思路 

有限元法首先根据变分原理或方程余量与权函数正交化原理，建立与微分方程初边值问题等价的积

分表达式[2]。 
对积分表达式，通过采用不同的权函数和插值函数形式，可构成不同的有限元法。有限元法有一鲜

明特点：通常把计算域剖分为有限个互不重叠且相互连接的单元，再在每个单元内选择基函数，用单元

基函数的线形组合来逼近未知函数在单元中的真解。如果整个计算域上总体的基函数可以由每个单元基

函数组成，那么整个计算域内的解可以看作是由所有单元上的近似解构成。在有限元法中，单元基函数

通过插值函数来构造。而插值函数分通常分为两大类，一类只要求插值多项式本身在插值点取已知值，

称为拉格朗日多项式插值；另一种不仅要求插值多项式本身，还要求它的导数值在插值点取已知值，称

为哈密特多项式插值[2] [3] [8]。 

2.3. 有限元方法的解题基本步骤[4] 

1) 通过变分原理将微分方程转化为变分形式的方程 
2) 单元剖分：将待解区域进行分割，离散成有限个子区间的集合，每一个子区间就称为一个单元，

单元的形状原则上可以是任意的，二维问题一般采用三角形单元或矩形单元，三维空间可采用四面体或

多面体等，每个单元的顶点称为节点。 
3) 有限元离散：在单元剖分的基础上，然后分割单元中任意点的未知函数用该分割单元中形状函数

及离散网格点上的函数值展开，即建立一个插值函数，最后利用分段插值函数构造有限维子空间，通过

它来离散变分形式的方程，构造有限元方程。 
4) 求解近似变分方程：在前两部分的基础上最后进行约束处理，形成有限元法的代数方程组，再从

该方程组求解函数在各节点上的近似值。 
特别地，利用有限元法求解方程(3)的整个过程可用如下图示表示： 
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给定对流扩散方程边值问题→变分形式→有限元离散→代数方程组 A =X b  

3. 对流扩散问题变分化 

我们先将对流扩散边值问题(3)转换为变分问题。 
为了求解，在这里，我们先引入如下两个函数空间： 
1) ( )1

0 ,H a b 表示所有定义在区间[a,b]上具有一阶连续导数的函数； 

2) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1
0 0, , , 0, 0H a b v v H a b v a v b= ∈ = =  

于是，利用变分法，求解关于方程(3)的边界问题就等价于下面形式的变分问题： 

( )
( ) ( ) ( )

1

1

0

0 0,

, d

1 ,

,

u H

v a uV f x v x xv

 ∈

 ∀ ∈ ∫ =  

求 使得

对 都有 恒成立
                      (4) 

这里 V 表示 ( )1
0 0,1H ，[ ]0,1 R→ ，积分函数

1 2

0
v∫ 和

1 2

0
v′∫ 在边界条件 ( ) ( )0 1 0v v= = 上有意义，我们

要求解函空间数 v，而 a 是定义在双线性空间V V× 上的一个函数，具体表示如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

0 0
, d da u v u x v x x u x v x xε λ′ ′ ′= +∫ ∫                         (5) 

可以证明：问题(4)的解正好是问题(3)的解，问题(3)的解正好是(4)的解。 
为进一步离散变分问题(4)，下面先做单元剖分：给定一正整数 n，我们把区间[0,1]分成 n + 1 个子区

间 iI 。再对给定的正整数 ，我们假设 ( )iP I


为定义在区间 iI 上的次数不超过 的多项式所形成的集合。
hv


也是一定义在区间[0,1]上的函数组成的集合，图 1 是关于函数空间 hv


的两个实例。 
于是，有限元法是在 1

h
hv v∈ 的条件下寻找近似的函数 u，与(4)相比较，下面也是解决问题的一种方

法： 

( ) ( ) ( )1

0

,

,, d

h
h

h
h h h f x v

u v

u v x xa u v

 ∈


∈ ∫




 =  

求 使得

对 都有 恒成立
                     (6) 

在实际计算当中我们利用如下两个求积准则来离散变分问题(6)： 
1) 梯形法法(求积)准则： 

( ) ( ) ( ) ( )d
2

g g
g x x

β

α

α β
β α

+
≈ −∫                             (7) 

 

 
(a)                                              (b) 

Figure 1. Examples of hv


: (a) 1
h

hv v∈  and (b) 2
h

hv v∈  

图 1. 函数 hv


的两个实例：(a) 1
h

hv v∈ 和(b) 2
h

hv v∈  

1
h

hv v∈

2
h

hv v∈

0x 1Nx + 0x 1Nx +
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2) 辛普森正交法(求积)准则： 

( ) ( ) ( )d 4
6 2

g x x g g g
β

α

β α α βα β−  +  ≈ + +    
∫                       (8) 

对每个子区间 iI 使用这些基本求积公式，我们得到一个在整个区间 [ ]0,1 的求积公式。 

4. 两种有限元方法的求解过程 

在本节中，我们设计两种不同的有限元法(FEM)来解决稳态对流–扩散问题，第一种方法是一次元(线
性)法，记为 P1，函数记为 1

hv ；第二种方法是二次元变分法，记为 P2，函数近似空间记为 2
hv 。 

1) 基于一次元的有限元法，简记为 P1，它在每个单元上用一次多项式来近似  
当整数 *n∈ ，我们定义下列节点： 

( )1 , 0,1, , 1,kx kh k n= = +  

定义间隔区间为： 
( ) ( )1 1

1, , 0,1, , ,k k kI x x k n+
 = =    

网格比为 ( )1 1h n= + 。给定整数 k，我们可以定义帽子函数 ( )1
,h kϕ ， ( )1, 2, ,k n=  ，图 2 就是一个基

本的帽子函数。 
其中 ( )1

, 1
h

h k vϕ ∈ ，且 ( ) ( )( )1 1
, , , 1, 2, , ,h k j j kx j nϕ δ= ∀ =  。 

( ,j kδ 是 Kronecker 符号)，需要注意的是 ( )1
,h kϕ 是作用于相连的两个区间 1kI − 和 kI 。在有限元方法中，点

( )1
kx 被称为节点，区间 kI 被称为单元格。 

于是我们在 1
h

hv v∈ 条件下，寻找近似的函数 u，使其能在 1= 的情况下求解(6)。于是用这样的一次

元，我们得到问题(6)变分问题的推论形式： 
( )

( )( ) ( ) ( )

1
1

1 1

0
,, d

,h
h

h
h h h hf x

u v

v v a u v v x x

 ∈


∈ = ∫

  

求 使得

对 都有 恒成立
                     (9) 

因为 ( )( )1
, 1

n

h k j
ϕ

=
是函数空间 1

hv 的一组基，我们可以用基 ( )( )1
, 1

n

h k j
ϕ

=
来代替(9)式中的 1

h
hv v∈ ，所以推论(9)

等价于下面形式的变分问题： 
( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

1
1

1 1 1
, ,

1*
0

,

, d

h
h

h h k h k

u v

u xak f x xϕ ϕ

 ∈

 ∀ ∈ ∫

求 使得

对 都有 恒成立,  =  
                  (10) 

 

 

Figure 2. Function Space 1
hv  hat Function ( )1

,h kϕ  

图 2. 关于函数空间 1
hv 的帽子函数 ( )1

,h kϕ  

( )1
,h kϕ

( )1
0x ( )1

1kx −
( )1
kx ( )1

1kx +
( )1

1Nx +
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在 ( )( )1
, 1

n

h k j
ϕ

=
的基础上我们也可以展开函数 ( )1

hu ，得到近似 

( ) ( )1 1
,

1
,

n

h m h m
m

u α ϕ
=

= ∑  

这里 ( )( )1
k h ku xα = 。当我们再定义向量 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )T

1 1 1 1 1
1 , ,h h h hu u x u x=

 ，那么从方程(10)，我们还可以

得到： 
( ) ( ) ( )1 1 1
h h hA u b=                                     (11) 

这里 ( )1
hA 是在 n n× 上的一个可逆的矩阵，它的基本元定义为： ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1

, ,,
, , 1 ,h h m h kk m

A a m k nϕ ϕ= ≤ ≤ 。

( )1 n
hb ∈ ，它是一个向量，它的每一个分量的定义如下： ( )( ) ( ) ( ) ( )11 1

,0
d ,1h h kk

b f x x x k nϕ= ≤ ≤∫ 。并且线性方

程组(11)可以被分割成为下面这个矩阵方程： 
( ) ( ) ( )1 1 1
h h hA B Cε λ= +  

( )( ) ( ) ( )11 1 1
, ,0,

dh h k h jj k
B xϕ ϕ′ ′= ∫ ， ( )( ) ( ) ( )11 1 1

, ,0,
dh h k h jj k

C xϕ ϕ′= ∫ ， 

其中 ( )1
hB 是对称三对角矩阵， ( )1

hC 是反对称三对角矩阵。 
2) 基于一次元的有限元法，简记为 P2，它在每个单元上用二次多项式来近似当整数 *n∈ ，我们先

定义下列节点： 
( ) ( )2 2 , 0, 2, , 2 1 ,kx kh k n= = +  

再定义单元区间为：  
( ) ( )2 2
2 2 2, , 0,1, , ,k k kI x x k n+

 = =    

网格长度为： 

( )1 1h n= + ， 

这些定义都跟前面的有限元法 P1 相似，换句话说，在保持相同的数值间隔的同时，P2 的不同是在

每个间隔之间都添加一个中心节点，并将此节点取名为中心节点。采用 P2 的方法是为了得到更加精确的

近似解。 
我们在寻找在 2

h
hu v∈ 时，函数 u 的近似解，在 2= 时有如下解决问题的方法： 

( )

( )( ) ( ) ( )2
1

2
2

0

2, d

,

,

h
h

h
h h h h

u v

v v a u v vf x x x

 ∈


∈ ∫ =  

求 使得

对 都有 恒成立
                    (12) 

(12)是我们建立 2
hv 的基础。对于每一个单元格区间 kI ,基于节点 ( )2

2kx ， ( )2
2 1kx + 和 ( )2

2 2kx + 这三个相连点，我

们定义如下三个二次拉格朗日多项式来联系： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

2 2 2
, 2 1 2 2

0 2 2 2
, 2 2 2

2 2 2
, 2 2 1

2

4 ;

2

h k k k

h k k k

h k k k

x x x x x h

x x x x x h

x x x x x h

ϕ

ϕ

ϕ

−
+ +

+

+
+

 = − −

 = − − −

 = − −

                          (13) 

对于每一个节点 ( )2
kx 的网格，联系函数 ( )2

, 2
h

h k vϕ ∈ ，我们可以得到如下定义： 
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( ) ( )
( ) ( )2 ,2 1

,2 1
;

0;
h k k

h k
k

x x I
x

x I
φ

ϕ
−

+
+

 ∈= 
∉

 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
,

2
,2 , 1 1

;

;
0;

h k k

h k h k k

x x I

x x x I

φ

ϕ φ

−

+
− −

 ∈
= ∈



其他情况

 

图 3 就是一个基本的实例。 
根据奇偶校验观察 k 值变化，可以注意到函数 ( )2

,h kϕ 跟区间间隔 kI 或者两个间隔的结合都没有关系，

所以函数 ( )( )2 12
, 1

n

h k k
ϕ

+

=
仅仅依赖于 2

hv ，所以问题(12)就等价于下面这个变分问题： 

( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

2
2

2 2 2
, ,

1

0

,

1, 2,3, , 2 1 ,, d

h
h

h h k h k

u v

k n a u f x x xu u∀

 ∈


+ == ∫   

求 使得

对 都有 恒成立
             (14) 

同样基于基函数 ( )( )2 12
, 1

n

h k k
ϕ

+

=
，我们可以得到 ( )2

hu 的一个展开： 

( )
2 1

2
,

1
,

n

h m h m
m

u α ϕ
+

=

= ∑  

这里 ( ) ( )( )2 2
m h mu xα = 。再记向量 ( ) ( )T2

1 2 2 1, , ,h nu α α α +=
 ，那么问题(14)可以化简为： 

( ) ( ) ( )2 2 2 ;h h hA u b=                                     (15) 

其中 ( )2
hA 是一个 ( ) ( )2 1 2 1n n+ × + 的矩阵，它的基本元定义为： 

( )( ) ( ) ( )( )2 2 2
, ,,

, ; 1 , 2 1h h m h kk m
A a m k nϕ ϕ= ≤ ≤ +  

hb 是向量空间 2 1n+
 上的一个向量，它的基本元定义为： 

( )( ) ( ) ( ) ( )12 2
,0

d ;1 2 1h h kk
b f x x x k nϕ= ≤ ≤ +∫  

并且，线性方程组(16)之中的系数矩阵可以被分割成为下面这两个矩阵之和： 
( ) ( ) ( )2 2 2
h h hA B Cε λ= +  

其中矩阵 ( )2
hB 和 ( )2

hC 是五对角矩阵，与 P1 中一样，我们可以证明 ( )2
hB 是正定的对称矩阵， ( )2

hC 是反对称

矩阵，而且矩阵 ( )2
hA 是可逆的。 

 

 
Figure 3. A hat function on Function Spaces 2

hv  

图 3. 关于函数空间 2
hv 的一个帽函数 

( )2
,2 1h kϕ −

( )2
2 2kx −

( )2
,2h kϕ

( )2
2 1kx −

( )2
2kx ( )2

2 1kx +
( )2
2 2kx +
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5. 数值计算结果 

在函数 f 为恒定常数的情况下，问题(2)具有如下解析解： 

( ) e 1
e 1

xfu x x
λ ε

λ ελ
 −

= − − 
 

我们通过编写 MATLAB 程序计算未知函数 u 的一些离散点集，在定点条件 1f = ， 1λ = ， 

{ }0.1,0.01ε ∈ 和 { }10, 20n∈ 已知的情况下，画出函数 ( )u x 的精确解与近似解的图象，最后经过分析做出

初步的结论。 
下面我们基于 P1 有限元法编写 Matlab 程序，先考虑 0.1ε = 的情形。 
1) 当 n = 10 的情况下运行 Matlab 程序，其画图结果如图 4； 
2) 当 n = 20 的情况下运行 Matlab 程序，其画图结果如图 5。 
再考虑 0.01ε = 的情形。 
1) 当 n = 10 的情况下运行 Matlab 程序，其画图结果如图 6； 
2) 当 n = 20 的情况下运行 Matlab 程序，其画图结果如图 7。 
这里的图 4 至图 7 是通过 P1 法计算得到的。通过计算结果我们可以发现：当 ε 较大时(例如 0.1ε = )，

增大 n 的值(分别参见图 4 与图 5)，我们可以得到一个更好的近似解；当 ε 较小时(例如 0.01ε = )，虽然增

大 n 的值(分别参见图 6 与图 7)，我们并不能得到一个更好的近似解。原因在于在 x = 1 附近有一边界层

(boundary layer)，它给一般的数值离散方法(包括有限元法)带来困难。可以预见，当 ε 的数值(比如在区间

[0.005, 0.02]变化)变得更小时，x = 1 附近的边界层会给计算带来更大的困难。 
其次，我们基于 P2 有限元法编写 Matlab 程序，先考虑 0.1ε = 的情形。 
1) 当 n = 10 的情况下运行 Matlab 程序，其画图结果如图 8； 
2) 当 n = 20 的情况下运行 Matlab 程序，其画图结果如图 9。 
再考虑 0.01ε = 的情形。 
1) 当 n = 10 的情况下运行 Matlab 程序，其画图结果如图 10； 
2) 当 n = 20 的情况下运行 Matlab 程序，其画图结果如图 11。 
这里的图 8至图 11是通过 P2有限元法计算得到的。通过计算结果我们发现：当ε 较大时(例如 0.1ε = )，

增大 n 的值(分别参见图 8 与图 9)，我们可以得到一个更好的近似解；当 ε 较小时(例如 0.01ε = )，虽然增

大 n 的值(分别参见图 10 与图 11)，我们虽然得到一个较好的近似解(相对于一次有限元)，但是依然有误

差。原因同样在于在 x = 1 附近有一边界层。我们还同样可以预见，当 ε 的数值(比如在区间[0.005, 0.02]
变化)变得更小时，x = 1 附近的边界层会带来更大的计算误差。 

6. 方法的改进 

从上面计算分析可以看出：1) 两种有限元法在求解微分方程边值问题时的求解思路大致相同，P1有
限元法是基于线性插值多项式得到的求解方法，P2有限元法基于是二次拉格朗日插值多项式得到的求解

方法；2) 在间隔区间[0, 1]上，其他条件不变得情况下，ε 值从1 0→ ，函数 ( )u x 的值在x = 1处有一边界

层。当有边界层时，有限元法得到的近似解与精确解的误差较大(在x = 1附近)。 
我们注意到，在前面几节中所采用的有限元法(P1与P2)中，所用的小区间长度都是相等的(h = 1/10

或1/20)，它们是基于均匀网格得到的。为使得P1与P2这两种有限元法能够处理此类含有边界层的问题，

建议采用基于非均匀网格的有限元法(nonuniform finite element method)，这样做可更好地得到边界层附近

的近似值。基于非均匀网格的有限元法可以在边界层(x = 1处)增加节点：例如在区间[0, 0.8]附近取h = 1/10， 



邱俊 等 
 

 
139 

 

Figure 4. Approximate solution ( )1
hu  (red) and exact solution hu  (blue) 

图 4. ( )1
hu 近似解(红线)与精确解 hu  (蓝线) 

 

 

Figure 5. Approximate solution ( )1
hu  (red) and exact solution hu  (blue) 

图 5. ( )1
hu 近似解(红线)与精确解 hu  (蓝线) 

 

 

Figure 6. Approximate solution ( )1
hu  (red) and exact solution hu  (blue) 

图 6. ( )1
hu 近似解(红线)与精确解 hu  (蓝线) 
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Figure 7. Approximate solution ( )1
hu  (red) and exact solution hu  (blue) 

图 7. 近似解 ( )1
hu  (红线)与精确解 hu  (蓝线) 

 

 

Figure 8. Approximate solution ( )2
hu  (red) and exact solution hu  (blue) 

图 8. ( )2
hu 近似解(红线)与精确解 hu  (蓝线) 

 

 

Figure 9. Approximate solution ( )2
hu  (red) and exact solution hu  (blue) 

图 9. ( )2
hu 近似解(红线)与精确解 hu  (蓝线) 
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Figure 10. Approximate solution ( )2
hu  (red) and exact solution hu  (blue) 

图 10. ( )2
hu 近似解与精确解 ( )2

hu  
 

 

Figure 11. Approximate solution ( )2
hu  (red) and exact solution hu  (blue) 

图 11. ( )2
hu 近似解(红线)与精确解 hu  (蓝线) 

 
在区间[0.8, 1]附近取h = 1/40；或者在区间[0, 0.8]附近取h = 1/20，在区间[0.8, 1]附近取h = 1/80；我们注

意到，基于非均匀网格的有限元法算法求解过程与传统的有限元法大致相同，因而在编写程序时，并不

会遇到更大的困难。 

7. 总结 

在本文中，我们研究了两种有限元法(P1 与 P2)求解稳态对流扩散方程边值问题的方法，并给出详细

的算法过程与数值计算结果。这里 P1 是基于线性插值多项式得到的求解方法，P2 基于是二次拉格朗日

插值多项式得到的求解方法。我们发现当稳态对流扩散方程边值问题之中的微小元变得很小时，在端点

附近会有一边界层。边界层的出现会给有限元计算带来较大的误差。为解决此问题，我们建议采用基于

非均匀网格的有限元法，它是一种能求解含边界层的问题的高效数值方法。 
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