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Abstract 
In the paper, we study the stability of pest-extinction periodic solutions of an impulsively popula-
tion control model in periodical environment. First, we formulate a plant-pest-natural enemy 
model in periodical environment with harvesting, spraying and releasing at different moments. 
Then, we obtain pest-extinction periodic solutions. Some sufficient conditions for local stability 
and globally stability of pest-extinction periodic solutions are determined by the comparison 
technique of impulsive differential equations and the Floquet theory. 
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摘  要 

本文主要研究一类具有周期系数的脉冲种群控制模型的害虫灭绝周期解的稳定性问题。首先，建立在不

同时刻收割庄稼、喷洒农药和释放天敌的一类具有周期系数的植物害虫天敌的脉冲控制模型。然后得到

脉冲控制模型的两个害虫灭绝周期解，利用线性化方法、比较原理以及Floquet原理，分别给出害虫灭绝

周期解局部稳定性和全局稳定性的一些充分条件。 
 
关键词 

脉冲，周期系数，害虫灭绝周期解，稳定性 

 
 

1. 引言 

在过去几年，许多农民采用农药控制、生物控制或者物理控制治理害虫。随着科技的发展，害虫治

理有了更加合理的办法，如通过释放该害虫的自然天敌来遏制害虫的生长。最近，不少学者建立了具有

脉冲害虫治理的捕食种群模型，并进行动态行为分析[1]-[9]。Jiao 等[1]建立了一类在不同脉冲时刻捕捞和

释放的捕食-食饵模型，给出了害虫灭绝周期解的局部稳定性、全局稳定性和系统持久性的充分条件。

Kunwer 等[2]建立了不同年龄阶段天敌的三种群模型，获得了害虫灭绝周期解稳定性存在的充分条件和模

型的持久性。Paul 等[3]建立了一类在不同脉冲时刻脉冲扰动的植物害虫天敌模型，研究了模型正周期性

的存在性以及稳定性存在的条件。 
另一方面，现实世界中种群环境通常是随时间周期变化的，考虑具有周期系数模型更加符合实际。

Yang [4]建立了具有脉冲周期系数和 Holling III 类功能反应的捕食系统，并得到了系统的持续生存性、周

期解的存在唯一性和全局吸引性。Liu 等[5]研究了一类具有周期系数的单种群模型，得出了模型稳定性

的条件。Tang 等[6]研究了一类具有周期系数的捕食模型，获得了周期解稳定性的充分条件。 
据作者所知，同时考虑在不同时刻进行收割庄稼、喷洒农药和释放天敌，并具有周期系数的捕食-食

饵模型几乎未见报道，其动态性质研究显得非常重要。 
本文建立了一类在不同脉冲时刻收割庄稼、喷洒农药和投放天敌，且具有周期系数的植物–害虫–

天敌的脉冲控制模型如下： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

0

1

2

1

, 0,1, 2,

,

, ,

, , ,

, ,

i

x t
x t r t x t a t x t y t

K t

y t b t x t y t c t y t z t d t y t t n l T i

z t e t y t z t h t z t

x t x t t n l T

y t y t z t z t t n l T

z t t n l T

δ

µ ν

η

  
′ = − −     

 ′ = − − ≠ + =
 ′ = − 

 
 
∆ = − = +
∆ = − ∆ = − = +
∆ = = +

，

，

             (1) 

其中， ( )x t 表示 t 时刻植物的密度； ( )y t 表示 t 时刻害虫的密度； ( )z t 表示 t 时刻天敌的密度。 ( )r t 为植

物的密度变化的内禀生长率， ( )K t 为植物的的环境容纳量函数， ( ) ( ),a t c t 分别为植物和害虫的功能反应

函数， ( ) ( ),b t e t 分别为植物和害虫的转化率及功能反应乘积函数， ( ) ( ),d t h t 分别为害虫和天敌的死亡函
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数；其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , 0r t a t c t b t e t d t h t > ，且都是T 周期函数； 0T > 表示释放天敌、喷洒农药和

收割庄稼的周期；0 1δ≤ < 表示 ( )0t n l T= + 时刻植物的收割率，0 1,0 1µ ν≤ < ≤ < 分别表示 ( )1t n l T= + 时

刻喷洒农药对害虫和天敌的损失率； 0η > 表示 ( )2t n l T= + 时刻释放天敌的数量。 
我们主要利用线性化方法、脉冲微分方程的比较原理以及 Floquet 原理，讨论周期系统(1)的两个害

虫灭绝周期解局部稳定性和全局稳定性的一些充分条件。 

2. 预备知识 

为了获得本文主要结论，本节将给出一些引理。 
考虑脉冲微分方程 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

1 , ,

, .

k

k k

t
t t t t

A t

t c t t

ν
ν κ ν τ

ν ν τ

  
′ = − ≠     

∆ = =

                            (2) 

假设上述系统是 T 周期的，即存在 0,T q> ∈Ν使得 

( ) ( ) ( ) ( ), , ,
, , ,k q k k q k

t T t A t T A t t R
t t T C C k
κ κ

+ +

+ = + = ∈

= + = ∈Ν
                           (3) 

且满足： 

( ) ( ) ( )
[ ]

( ) ( ) ( )
0,

, , , inf 0, 0 ,1 0,kt T
A PC R R A t t t R C k Zκ κ

∈
⋅ ⋅ ∈ > > ∈ + > ∈               (4) 

引理 2.1 [10] 假设条件(3)，(4)成立，若 

( )( )0
0

1 exp d 1
1

q T

k kC
µ κ τ τ

=

= − <
+∏ ∫

                              (5) 

则系统有唯一的全局渐近稳定的正周期解 ( )0,v t v 满足 ( )0 00, 0v v v= > 和 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

1

0 0

,0
, , d ,

0
tW t s

v t v w t s s t R
v A s

κ
−

 
= + ∈ 
  

∫ ，其中 ( ) ( )( )1, exp d
1k

t

s t k s
k

W t s
C

κ τ τ
≤ <

= −
+∏ ∫  ( ) ( )0v T v=

或者
( )( )
( ) ( ) ( )

( )0

1 ,0
, d

0
TW T s
W T s s

v A s
κ−

= ∫ 。 

引理 2.2 [11] 考虑如下的脉冲控制系统 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )

( ) 0

, 1 , ,

, 1 ,

, ,

0 .

m t t t m t t n l T nT n

m t pm t t n l T

m t t nT

m m

α β

η
+

′ = − ≠ + − ∈Ν

∆ = − = + −
∆ = =
 =

                      (6) 

其中 ( ), , ,0 1PC R R pα β +∈ < < 。则系统有唯一的周期解 ( )m t∗ ，且任意解 ( )m t ，当 t →∞有 ( ) ( )m t m t∗→ ，

其中 

( )
( )

( )
( ) ( )( )

( ) ( )(( )

( )
( )

( ) ( )( )
( )(( )

1 1
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1 1
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0

( )d d1
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e e d , 1 , ,
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s
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α

α

− − − −

− − − −

− −− −∗ +

∗

− −− −∗ +

∫ ∫

∫ ∫

 + ∈ − + − ∫ = 
 + ∈ + − ∫ 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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d d d
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d

d d d d
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d
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0

1 1 e

1 e d e e d e

1 1 e

T lT T
lT s s

T

lT lT T lT
s s

T

s s lT T
lT

s s

s s s slT T
lT

s s

p s s s s
m

p

p s s s s
m lT

p

β β ε ε β ε ε

β

β ε ε β β ε ε β

β
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α α η

− − −
∗ +

−

− − − −

∗ +

−

∫ ∫ ∫

∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫

 − + +∫ ∫ =
 − −
  − + + ∫ ∫   =
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证明 由系统(6)有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ]

0 d d

0

d d

0 e e d , 0, ,

e e d , , .

t t
s

t t
lT s

ts s

ts s

lT

m t m s s t lT

m t m lT s s t lT T

β β ε ε

β β ε ε

α

α

− −+

− −+

∫ ∫

∫ ∫

 = + ∈

 = + ∈

∫

∫
 

利用系统(6)的第二个和第三个式子，我们得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 d d

0
0 e e d 1

lT lT
s

lTs sm lT m s s pβ β ε εα− −∗ + ∗ + ∫ ∫ = + −  ∫                    (7) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d0 e e d
T lT
lT s

Ts s

lT
m m lT s sβ β ε εα η− −∗ + ∗ + ∫ ∫= + +∫                       (8) 

通过(7)和(8)，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
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所以，可得系统(6)的周期解： 

( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )(( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )(( )

1 1
0

1 1

d d1
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s
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证毕。 

3. 害虫灭绝周期解的稳定性 

本节分析周期系统(1)的害虫灭绝的周期解的存在性，并给出周期解局部稳定性和全局稳定性的充分

条件。 
首先讨论系统(1)害虫灭绝周期解，即令 ( ) 0y t = ，那么系统(1)将变为： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

0

1 , ,

, ,

x t
x t r t x t t n l T

K t

x t x t t n l Tδ

  
′ = − ≠ +     

∆ = − = +

                          (9) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2

1

2

, ,

, ,

, ,

z t h t z t t n l T n l T

z t z t t n l T

z t t n l T

ν

η

′ = − ≠ + +

∆ = − = +
∆ = = +

，

                        (10) 

根据引理 2.1，如果 
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( )( )1 0

1 exp d 1
1

T
rµ τ τ

δ
= − <

− ∫  

那么系统(9)有正周期解 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

1

0

,0
, d ,

0
tB t r s

x t B t s s
x K s

−

∗  
= + 
  

∫                          (11) 

其中 ( ) ( )( )1, exp d
1

t

s
B t s r τ τ

δ
= −

− ∫ 。 

利用引理 2.2 有系统(10)的周期解 

( )
( ) ( )( )

( ) ( )(

( ) ( )( )
( ) ( )(

12
0

12

d
2 1

d
1 2

0 e , 1 , ,

e , , ,
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− + −
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∗
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∫

∫

 ∈ + − + = 
 ∈ + + 

                  (12) 

其中 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0

0

0

d

d

d

0
1 1 e

1 e
.

1 1 e

T

lT

T
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z

z lT

η

ν

ν η

ν
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−

−
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−

∫

∫

∫

 =
− −


− =

− −

,

 

由此可得系统(1)的两个害虫灭绝周期解 ( )( )0,0, z t∗ 和 ( ) ( )( ),0,x t z t∗ ∗ 。下面我们分别讨论它们的稳定

性问题。 
定理 3.1 假设当 1 1µ > 时，周期系统(1)的害虫灭绝周期解 ( )( )0,0, z t∗ 是局部稳定的；当 1 1µ < 时，周

期系统(1)的害虫灭绝周期解 ( )( )0,0, z t∗ 是不稳定的。 
证明 假设 ( ) ( ) ( )( ), ,x t y t z t 系统(1)的任意解，令 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3, ,x t t y t t z t z t tφ φ φ∗= = = + 。将系统

(1)在点 ( )( )0,0, z t∗ 线性化得： 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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1
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2
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3
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d
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d
,

d
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i

r t t
t
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t
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t
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t t t t t n l T
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φ

φ
φ

φ
φ φ
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φ µφ φ νφ

φ

∗

∗

 = 
 

 = − − ≠ + =
 

 = − − 


∆ = − = +
∆ = − ∆ = − = +

∆ = = +

                  (13) 

设 ( )tΦ 是系统(13)的基解距阵，则有 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

0 0
d

0 0 .
d

0

r t
t

c t z t d t t
t

h t

∗

 
Φ  = − − Φ 

 ∗ − 

 

考虑系统(13)的脉冲部分，有 
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( )( )
( )( )
( )( )

( )( )
( )( )
( )( )

1 0 1 0
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3 03 0

1
0 ,
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+

+
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和 
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( )( )
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( )( )
( )( )
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1 0 0
0 1 0 ,
0 0 1
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n l T n l T
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φ φ

φ µ φ
ν φφ

+

+

+
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令 

( ) ( )1 2

1 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 1 0
0 0 0 0 0 1

M t M t
δ

µ
ν

−   
   = Φ = − Φ   
   −   

 

则 1 2,M M 的系统乘子为 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

1 0

2 0

3 0

1 exp d ,

1 exp d 1,

1 exp d 1,

T

T

T

r t t

c t z t d t t

h t t

λ δ

λ µ

λ ν

∗

= −

= − − − <

= − − <

∫

∫

∫

 

根据脉冲微分方程 Floquet 原理知，当 1 1λ < ，即 1 1µ > 时害虫灭绝周期解 ( )( )0,0, z t∗ 是局部稳定的。

当 1 1λ > ，即 1 1µ < 时周期解 ( )( )0,0, z t∗ 是不稳定的。证毕。 
下面我们讨论当 1 1µ < 时，系统存在周期解 ( ) ( )( ),0,x t z t∗ ∗ 的稳定性。 
定理 3.2 假设 1 1µ < ，如果 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0

1exp d ln
1

T
b t x t c t z t d t t

µ
∗ ∗− − >

−∫                      (14) 

成立，则系统(1)的害虫灭绝周期解 ( ) ( )( ),0,x t z t∗ ∗ 是不稳定的；如果 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0

1exp d ln
1

T
b t x t c t z t d t t

µ
∗ ∗− − <

−∫                      (15) 

成立，则系统(1)的害虫灭绝周期解 ( ) ( )( ),0,x t z t∗ ∗ 是局部稳定的。 

证明 类似定理 3.1，将系统(1)在点 ( ) ( )( ),0,x t z t∗ ∗ 线性化的基解距阵有 

( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

2
0 0

d
0 0 .

d
0

r t
r t x t

K t
t

b t x t c t z t d t t
t

h t

∗

∗ ∗

 
− 

 Φ  = − − Φ
 

∗ − 
 
 

 

其中 0ε > 且充分小。则 M 的系统乘子为 
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( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
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1 0

2 0

3 0

2
1 exp d 1,
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T

T
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r t x t t
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b t x t c t z t d t t

h t t
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∗

∗ ∗
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= − − −

= − − <

∫

∫

∫

 

根据脉冲微分方程 Floquet 原理知，若 2 1λ > 害虫灭绝周期解 ( ) ( )( ),0,x t z t∗ ∗ 是不稳定的；若 2 1λ < 害

虫灭绝周期解 ( ) ( )( ),0,x t z t∗ ∗ 是局部稳定的。证毕。 
下面我们进一步得到 ( ) ( )( ),0,x t z t∗ ∗ 全局稳定性的充分条件。 
定理 3.2 假设 1 1µ < ，如果 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )0

1exp d ln
1

T
b t x t c t z t d t tε ε

µ
∗ ∗+ − − − <

−∫  

成立，则系统(1)的害虫灭绝周期解 ( ) ( )( ),0,x t z t∗ ∗ 是全局渐近稳定的。 
证明 假设 ( ) ( )( ),0,x t z t∗ ∗ 是系统(1)的任意解，则系统(1)可写作： 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

0

1

2

1
, 0,1, 2,

,

, ,

, ,

, ,

i

x t
x t r t x t

K t t n l T i

z t h t z t

x t x t t n l T

z t z t t n l T

z t t n l T

δ

ν

η

  
′ ≤ −    ≠ + =  

 ′ ≥ − 

∆ = − = +
∆ = − = +
∆ = = +

                     (16) 

由系统(16)第 1 个式子，得其比较系统 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
1 1 0

1 1 0

1 , ,

, ,

t
t r t t t n l T

K t

t t t n l T

ω
ω ω

ω δω

  
′ = − ≠ +     

∆ = − = +

                        (17) 

由引理 2.1 和比较定理，有系统(17)存在周期解 ( )x t∗ 且满足 ( ) ( )1 t x tω ∗→ 当 t →∞，其中 ( )1 tω 为方

程(18)任意解。即存在整数 n∗，使得所有满足 t n T∗≥ ，且存在充分小的 0ε > ，有 

( ) ( ) ( )1x t t x tω ε∗≤ ≤ +  

类似地，考虑系统 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 1 2

2 2 1

2 2

, , ,

, ,

, ,

t h t t t n l T t n l T

t t t n l T

t t n l T

ω ω

ω νω

ω η

′ ≥ − ≠ + ≠ +

∆ = − = +
∆ = = +

                      (18) 

利用引理 2.2，得系统(18)存在周期 ( )z t∗ 且满足 ( ) ( )2 t z tω ∗→ ，当 t →∞，其中 ( )2 tω 为方程(18)任
意解。 

即存在整数 ( )1 1n n n∗ ∗ > 使得所有 1t n T∗≥ ， 

( ) ( ) ( )2z t t z tω ε∗≥ ≥ −  

从系统(1)的第二和第四个式子，我们得到 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

1

, ,

, .

y t b t x t y t c t y t z t d t y t t n l T

y t y t t n l T

ε ε

µ

∗ ∗ ′ ≤ + − − − ≠ +

∆ = − = +

           (19) 

那么 

( ) ( )( ) ( )( )
( )( )1

1

1
1 exp d ,

n l T

n l T
y t y n l T P t t

+ ++

+
≤ + ∫  

其中 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )P t b t x t c t z t d tε ε∗ ∗= + − − − 。由脉冲的连续性，我们得频闪映射 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )1

1

1
1 1 11 1 exp d ,

n l T

n l T
y n l T y n l T P t t y n l Tµ σ

+ ++ + +

+
+ + ≤ − + = +∫  

其中 ( )( )
( )( )1

1

1
exp d

n l T

n l T
P t tσ

+ +

+
= ∫ 。 

由条件 ( )
0

1exp d ln
1

T
P t t

µ
<

−∫ 得 1σ < ，有 ( )( ) ( )1 1
ny n l T y l T σ+ ++ ≤ 所以当 ( ), 0t y t→∞ → 。因此存

在一个充分小的 1 0ε > ，使得对所有的 0t ≥ 有 ( ) 10 y t ε< < 。 

由系统(1)，得到 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 0

0

1 , ,

, ,

x t
x t r t x t a t x t t n l T

K t

x t x t t n l T

ε

δ

  
′ ≥ − − ≠ +     

∆ = − = +

                   (20) 

类似的，用比较原理和引理 2.1，存在一个充分小的 2 0ε > 且存在 0 0t ≥ 使得 

( ) ( ) 2 0, .x t x t t tε≥ − ≥                                  (21) 

其中 ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

10
1

,0
, d , , .

0
tB t r s K t

x t B t s s r t r t a t K t
x K s r t a t

ε
ε

−
 

= + = − = 
−  

∫




 

 





 

同理我们可以得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 2

1

2

, , ,

, ,

, ,

z t e t z t h t z t t n l T t n l T

z t z t t n l T

z t t n l T

ε

ν

η

′ ≤ − ≠ + ≠ +

∆ = − = +
∆ = = +

                  (22) 

类似的，存在一个充分小的 3 0ε > 且存在 1t 使得 

( ) ( ) 3 1,z t z t t tε≤ + ≥  

其中 

( )
( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )(

( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )(

12
10

12
1

d
2 1

d
1 2

0 e , 1 , ,

e , , .

t n l T

t n l T
lT

e s h s s

e s h s s

z t n l T n l T
z t

z lT t n l T n l T

ε

ε

− + −

− + −

−∗ +

−∗ +

∫

∫

 ∈ + − + = 
 ∈ + + 

  

不难得到当 t →∞时，有 ( )x t x∗→ 和 ( )z t z∗→ 。证毕。 
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