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Abstract 
To analyze shoal of fish that is cooperation at low density, but is competition at high density, we 
establish the fish competition or cooperation motivation model. And combining the fish competi-
tion or cooperation motivation model, we establish differential equation stability theory, analyze 
the stability of the equilibrium point, and give two fish coexistence of multiple stability conditions. 
The shoal evolution of biological explanation is also given eventually. 
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摘  要 

本文通过对低密度时合作而高密度时竞争的鱼群进行研究，建立了鱼群竞争合作的动力学模型，并结合

微分方程稳定性理论，分析了平衡点的稳定性，从而给出鱼群共存的稳定性条件。并在文章最后给出了

鱼群演化的生物学解释。 
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1. 引言 

Lotka-Volterra 合作种群模型[1] [2]与 May 合作种群模型是一类经典的种群模型，许多学者已经对此

进行了大量的研究。但对于具体的生态学背景，比如鱼群来说，仍然潜藏许多具有研究价值的东西。因

此，建立一类具有鱼群特点的模型来准确研究鱼群的分布机理是有必要的。现已知鱼群在低密度时是合

作的，高密度时是竞争的，那么有没有类似的动力学模型来描述这一现象呢？ 
生态数学的种间关系一直是种群研究和群落生态学的热门话题。为了解决如何分析在低密度时是合

作的，高密度时是竞争的鱼群的分布机理问题，建立了鱼群竞争合作的动力模型，并通过分析该模型的

稳定性来探究对应的鱼群的演化机理。 

2. 鱼群竞争合作模型的建立 

注意到鱼群在低密度时是合作的，高密度时是竞争的这一类特殊现象。虽然 Lotka-Volterra 合作种群

模型与 May 合作种群模型是一类经典的种群模型，但是它们并不能准确的描述此类现象。因此建立的鱼

群竞争合作的动力模型[3] [4]如下： 

( )( )

( )( )

d
d
d
d

x x r kx a cy y
t
y y R Kx b dx x
t

 = − + −

 = − + −


                               (1) 

其中 x 、 y 分别表示鱼群甲、乙在时间 t 的种群密度， r 、R 分别表示鱼群甲、乙的固有增长率，k 、K
分别表示鱼群甲、乙的种内竞争系数，项 a cy− 表示鱼群乙对鱼群甲的种间作用，项 b dx− 表示鱼群甲对

鱼群乙的种间作用。 
现假设 , , ,a b c d 都是非负的，这意味着高密度时两个种群是竞争的，低密度时两个种群是互利共生的。 
基于 Lotka-Volterra 的竞争模型[1]，假定固有增长率 r 、 R 都是正数，方程组(1)可以不表示一个捕

食者–食饵系统。假定种间相互作用不是固定不变的，它取决于系统中鱼群的密度，即 

若
ay
c

< ，则 0a cy− > ；若
ay
c

> ，则 0a cy− < ； 

若
bx
d

> ，则 0b dx− < ；若
bx
d

< ，则 0b dx− > 。 

从而，发现种间关系有三种不同的情况： 

(1) 若 ay
c

> 且
bx
d

> ，则两个鱼群是竞争关系。 

(2) 若 ay
c

< 且
bx
d

< ，则两个种群是互利共生的关系。 
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(3) 若 ay
c

< 且
bx
d

> 或
ay
c

> 且
bx
d

< ，则两个种群是捕食者–食饵关系。 

3. 鱼群模型的稳定性分析 

讨论所建立的鱼群竞争合作模型在什么情况下可以保持系统平衡。对上述给出的鱼群竞争合作的模

型(1)进行稳定性分析[1] [5]。模型(1)的定态方程组 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

1

2

, 0

, 0

f x y x r kx a cy y

f x y y R Kx b dx x

 = − + − =


= − + − =
                            (2) 

由方程组(2)可以先求出三个边界平衡点，分别是： 

( )1 0,0A ， 2 , 0rA
k

 
 
 

， 3 0, RA
K

 
 
 

 

对于这些平衡点，分别讨论它们的各自的稳定性[2]。 

( )

( )

( )

( )

1
11

1
12

2
21

2
22

2

2

2

2

f a r kx a cy y
x
f a x a cy
y
f a y b dx
x
f a R Ky b dx x
y

∂ = = − + − ∂
∂ = = − ∂

∂ = = −
 ∂
∂ = = − + −
∂

                             (3)     

对于鱼群的平衡点 1A ，代入(3)式可得 11a r= ； 12 0a = ； 21 0a = ； 22a R= 。 

特征根方程为 

0
0

0
r

R
λ

λ
−

=
−

 

解为 1 0rλ = > ； 2 0Rλ = > 。平衡点 1A 是不稳定的。 
对于鱼群的平衡点 2A ，代入(3)式可得 

11a r= − ； 12
raa
k

= ； 21 0a = ； 22
r rda R b
k k
 = + − 
 

 

对应于特征根方程的解为 

1 0rλ = − < ； 2
r rdR b
k k

λ  = + − 
 

 

如果 0r rdR b
k k
 + − > 
 

，那么平衡点 2A 是不稳定的；如果 0r rdR b
k k
 + − < 
 

，那么平衡点 2A 是渐进

稳定的。 

当 0r rdR b
k k
 + − = 
 

时，可以把模型(1)近似地看作： 

( )

( )

d ,
d
d ,
d

x rx x y
t
y x y
t

φ

ϕ

 = − +

 =




  



 

                                   (4) 
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其中， 

r ayx x
k k

= − − ； y y=  

( ) ( )2 2 2 3, ,rc ac ax y kx axy y cxy y x y
k k k

φ ϕ= − − − − − −          

( )
2

2 2 2 3
2 2, 2adr Ra dr Rk da a dx y K y xy dx y xy y

r k r kR k
ϕ    = − + + − + − − −   

   
                    (5) 

根据 Carr 的中心流形理论[2]，存在 ( )x h y=  ，满足 ( )0 0h = 和 ( )0 0h′ = ，故 ( )h y 可以写成 

( ) 2 3
2 3h y h y h y= + +  

  

从而 ( )x h y=  满足 



1

2 2 2 2
, ,

ii i i
i i i i

i i i i
r h y h y y ih y h y yφ ϕ

∞ ∞ ∞ ∞
−

= = = =

     − + =     
     

∑ ∑ ∑ ∑                           (6) 

即系数 2 3, ,h h 由式(6)决定。 
从而由式(4)和式(5)，可以得出结论： 

( )( )2
2

d ,
d
y adr RaK y h y y
t rR

ϕ = − + + + 
 



    

由于 2 0adr RaK
rR

+ + > ，当 0r rdR b
k k
 + − = 
 

时，平衡点 2A 是不稳定的。 

对于鱼群的平衡点 3A ，类似的可以求得： 

当且仅当 0R Rcr a
K K
 + − < 
 

时，平衡点 3A 是渐进稳定的。 

记模型(1)中的内部平衡点为 ( )* *
4 ,A x y ，满足 * 0x > ， * 0y > 。该平衡态满足方程[4]： 

( )
( )

* * * *
1

* * * *
2

0

0

L r kx a cy y

L R Ky b dx x

 = − + − =


= − + − =
                            (7)  

对方程 *
1L ， *

2L 分别对 *y 求导，移项后得：
( )

( )

*
1

*
2

*

*

d
d 2

d 2
d

L

L

y k
x a cy

y b dx
x K

 = −


− =


 

对于鱼群的平衡点 ( )* *
4 ,A x y ，代入(3)式可得 

( ) ( )( )* * * * * * * *
11 2a r kx a cy y r kx a cy y kx kx= − + − = − + − − = −  

( )
( )*

1

1

* * *
12

d
d L

ya x a cy kx
x

−
 

= − =   
 

 

( )
( )*

2

* * *
21

d2
d L

ya y b dx Ky
x

= − =  

( )* * * *
22 2a R Ky b dx x Ky= − + − = −  
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解得特征根方程的特征值为： 

( ) ( )
( ) ( )* *

1 2

1
2* * * * * *

1,2
1 d d4 1
2 d dL L

y ykx Ky kx Ky kKx y
x x

λ
−     = − + ± + − −           

(1) 当
( ) ( )* *

1 2

1
d d 1
d dL L

y y
x x

−
 

<  
 

时， ( )* *
4 ,A x y 是渐进稳定的。 

(2) 当
( ) ( )* *

1 2

1
d d 1
d dL L

y y
x x

−
 

=  
 

时，可以根据 Carr 的中心流形理论(与对平衡态 2A 的稳定性分析同理)，求

得此时 ( )* *
4 ,A x y 是不稳定的。 

(3) 当
( ) ( )* *

1 2

1
d d 1
d dL L

y y
x x

−
 

>  
 

时， ( )* *
4 ,A x y 是不稳定的。 

因此，当且仅当
( ) ( )* *

1 2

1
d d 1
d dL L

y y
x x

−
 

<  
 

时， ( )* *
4 ,A x y 是渐进稳定的。 

4. 模型分析 
(1) 根据边界平衡点的稳定情况，对两个鱼群的共存有以下结论： 

(i) 当
2K Rac r

R K
   ≤ +   
   

，
2k rbd R

r k
   ≤ +   
   

时，鱼群竞争合作的动力模型平衡点 2 , 0rA
k

 
 
 

与平衡点

3 0, RA
K

 
 
 

同时不稳定。记两个鱼群的初值分别为 0x 、 0y ，若它们满足 0 0x > ， 0 0y > ，则两个鱼群共存

将总是有可能的。特别地，若 0c = 且 0d = ，即 0a cy a− = > ， 0b dx b− = > ，则两个鱼群的种间关系是

共生的。但当两个鱼群中的一个处于低密度而另外一个处于高密度的时候，即这个模型处在靠近边界平

衡点的情况时，共生关系将会有助于减少对种群密度低的鱼群增长的阻力，但这并不意味着两个鱼群的

共存仅仅依靠边界平衡点的稳定性。 

(ii) 当
2K Rac r

R K
   ≤ +   
   

，
2k rbd R

r k
   > +   
   

时，平衡点 2 , 0rA
k

 
 
 

不稳定，平衡点 3 0, RA
K

 
 
 

渐进稳

定，则系统向着 3 0, RA
K

 
 
 

演化。鱼群乙的存在，减少鱼群甲的供养资源；而鱼群甲的存在，增加了鱼群

乙的供养资源。即在供养鱼群甲的资源竞争中，乙强于甲，故鱼群甲可能面临灭绝的危险，而鱼群乙则

趋于生态系统容量的最大值。 

(iii) 当
2K Rac r

R K
   > +   
   

，
2k rbd R

r k
   ≤ +   
   

时，与(ii)的情况正好相反，系统向着 2 , 0rA
k

 
 
 

演化。 

(2) 通过对内部平衡点稳定性的分析(限制 a k< ， b K< )，得出如下结论： 

(i) 当 * ay
c

> 且 * bx
d

> 时，两个鱼群是竞争关系，且满足 

( )

( )

*
1

*
2

1
*

*

d 2 0
d

d 2 0
d

L

L

y a cy a
x k k

y b dx b
x K K

−  − − = < <   
 − −

= < <
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由于
( ) ( )* *

1 2

1
d d
d dL L

y y
x x

−
 
  
 

可能大于 1 也可能小于 1，故 ( )* *
4 ,A x y 可能稳定也可能不稳定。 

(ii) 当 * ay
c

< 且 * bx
d

< 时，两个鱼群是互利共生的关系，且满足 

( )*
1

1
d
d L

y a
x k

−
  −

>  
 

和
( )*

2

d
d L

y b
x K

−
>  

由于
( ) ( )* *

1 2

1
d d 1
d dL L

y y
x x

−
 

<  
 

，故 ( )* *
4 ,A x y 是渐近稳定的。 

(iii) 当 * ay
c

< 且 * bx
d

> 或 * ay
c

> 且 * bx
d

< 时，两个鱼群是捕食者–食饵关系，从而可得 ( )* *
4 ,A x y 是

渐近稳定的。 
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