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Abstract 
The paper is a brief introduction to the Euclid Steiner tree problem, including definition of Steiner 
problem, its property and complexity. In addition, it introduces the structures of Steiner trees of 
the graphs that have three vertices or four vertices. Especially, it discusses the structure of Steiner 
tree of a special case in the graph that has five vertices. 
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摘  要 

本文是对欧几里德斯坦纳树问题的一个简单介绍，其中包括斯坦纳问题及性质和复杂性。此外，介绍了
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三个点和四个点的图的斯坦纳树的结构，并对五个点的图之中一种特殊情况的斯坦纳树的结构进行了讨

论。 
 
关键词 

欧几里德斯坦纳树问题，斯坦纳最小树，斯坦纳点 

 
 

1. 引言 

斯坦纳树(Steiner tree)问题([1]-[5])是组合优化学科中的一个经典问题。组合优化包含许许多多的问题，

它们都来源于生活，是许多实际问题的某种抽象。这类问题中的任何一个问题的解决都会给实际生产带

来影响；另一方面，其中大部分是一些非常困难的数学问题。其中，经典斯坦纳树问题及其推广形式就

是 NP 困难问题。一般来说，要得到一斯坦纳最小树，只能通过枚举法，即对 n 个点的各种排列和每一

排列的各种拓扑一一求出相应的斯坦纳树，然后进行比较。当然，数学家们也可以设计一些如分支定界

法、动态规划法等方法去求解，但这些方法实际仍是枚举法。这意味着对一般的平面点集而言，不大可

能存在求解这个问题的多项式时间算法。 
在过去的二、三十年中，Steiner 树问题及其各种推广与变形问题是研究的热点问题。关于斯坦纳树

这个问题可以追溯到 17 世纪初，数学家 Fermat 提出的一个问题：在欧氏平面上有三个点，寻找第四个

点使得由该点连接这三个点的距离之和最小。在此之后，经过多位数学家的扩展补充，最终以瑞士数学

家 Steiner 的名字命名为 Steiner 问题。 
由于斯坦纳树问题在现代生活中应用([6]-[9])十分广泛，比如：计算机网络布局、生物分析、电路设

计、基于四边形 Steiner 最小树的无线传感器网络连通恢复、图的 Steiner 最小树问题的混合遗传算法、降

阶回溯算法、量子蚁群算法、关键词查询方法等，从而成为组合优化和理论计算机科学中一个极其重要

的研究问题。该研究问题主要包括欧几里德 Steiner 问题、直线 Steiner 问题、网络 Steiner 问题和进化 Steiner
问题，本文主要探讨欧几里德 Steiner 问题。 

2. 预备知识 

2.1. 基本概念 

在欧几里德平面上，给定 n 个端点的集合 { }1 2, , , nX r r r=  ，寻找一棵连接了 X 中所有端点的 Steiner
树 ( ),T V E= ，使得树T 的总长度达到最小。我们称这个问题为欧几里德平面 2R 上的 Steiner 树问题。属

于 X 上的顶点称为所与点或正则点，不属于 X 上的顶点称为斯坦纳点。恰含 k 个 Steiner 点称为 k 阶

Steiner 树， 2k X= − 时称为满 Steiner 树，记为 ( )FST X 。 
令 { }1 2, , , nX r r r=  为 n 个所与点所成集合，令G 为一将此 n 个点连接起来的最小网络，若过G 上的

每一斯坦纳点皆有三条边通过，它们两两交成120的角，且任何两边不相交，又若过其中每一所有点只

有一边通过，就说G 具有满拓扑。若G 上某些所与点又两条或三条边通过，则称G 是退化的。 
在以线段 AB 为一边的等边三角形中，如果第三个顶点 [ ]AB 使 [ ]A AB B 构成顺时针方向，则称点

[ ]AB 是线段 AB 的特征点。在线段 AB 的端点 A处，以 AB 为一边做周角的三等分，不含 AB 的闭角形区

域称为线段 AB 在端点 A的特征域。 A 、 B 两端特征域的并称为线段 AB 的特征域。 

2.2. 欧几里德斯坦纳树的性质 

(1) Steiner 最小树上任何两条邻接边的夹角不小于120。 
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(2) Steiner 最小树上任何一个顶点的关联边不多于 3 条，且每个叶子都是原点。 
(3) 设 Steiner 最小树的原点为 n 个，则斯坦纳点的个数小于等于 2n − 。 
(4) Steiner 最小树上与斯坦纳点相关联的边必定为 3 条，且这 3 条边中任意两边夹角为120。 
(5) [10] Steiner 最小树上的斯坦纳点必在点集 X 的凸包之中。 

2.3. 欧几里德斯坦纳树的复杂性 

对于平面上任意给定的四个点，求它们的 Steiner 最小树并不难，H. O. Pollak 在 1978 年最早给出了

解法。这问题历史上也算是道难题，在大数学家高斯的遗稿中，据说记载着他的儿子曾向他提出刚才所

说的问题，高斯并未给出解答。 
当给定点的数目大于等于 4 时，点集的斯坦纳树就不止一棵。没有退化点的斯坦纳树称为完整斯坦

纳树，记作 FST。对给定的点集，若将它的所有的 FST 和具有退化点的斯坦纳树加在一起，其数目可以

大得惊人。例如当给定点的数目为 6 时，此数目为 5625。当给定 8 个点时，则为 2,643,795 [10]。给定的

点越多，这个数目增长得越快。 
由于求 Steiner 最小树是一 NP问题[11]，要从众多的斯坦纳树中求出长度最小者，计算量相当繁重。

但有些投资数额巨大的工程，比如从西伯利亚修建一条天然气管道到上海，沿途向许多城市输送天然气，

只要在设计上能节约百分之二三，也是一个很大的数字，另外一些问题，例如计算机的微型集成电路芯

片，由于同一线路布局的芯片需要量很大，在设计上若能尽量缩短线路总长，也会极大节约成本。因此，

如何寻找 Steiner 最小树变成了许多运筹学工作者所关心的问题。据国外文献所述，对给定点数目小于 100
的问题，目前已有办法处理。当然，对于许多实际问题来说，100 这个数字远为不够。 

3. 斯坦纳树构造 

3.1. 三个点的斯坦纳树构造 

1640 年，费尔马提出如下问题：在平面上给出三个点 A、B、C，求一点 S 使距离和 SA SB SC+ + 达

到最小。关于这个问题出现了很多解法，比如力学模拟方法，几何证明方法等，其中，意大利数学家托

里切利(E. Torricelli)指出：若在 ABC∆ 的三条边上分别向外作等边三角形，并对每一个三角形作一外接圆，

那么这三个圆有一个交点，记为 S ，即为所求的点。在 1947 年，意大利数学家卡瓦列里(F. B. Cavalieri)
指出：在作图中，要求 S 点的三个交角 120ASB BSC ASC∠ = ∠ = ∠ = 。这样看来，当且仅当三个点两两

相连所成的夹角小于120的时候才存在一个 S 点在 ABC∆ 内部，不然， S 点将退化。现在我们来分类看

看这两种情况： 
(1) 当 ABC∆ 内的任一个角大于120，设 120ABC∠ ≥  ，此时连接 A、B、C 三点的最小网络就是

AB BC+ 。 
(2) 当 ABC∆ 的三个内角 ABC∠ 、 BAC∠ 、 ACB∠ 都小于120的时，设 S 是 ABC∆ 内部的一点，且 S

使得 SA SB SC+ + 之和最小。只需： 120ASB BSC ASC∠ = ∠ = ∠ = 。此时连接 A、B、C 三点的最小网络

就是 SA SB SC+ + 。 
综上所述，在遇到三个点的最小斯坦纳树问题时，我们找出使得 120ASB BSC ASC∠ = ∠ = ∠ = 。的

斯坦纳点 S 是不难的。具体我们可以以 ABC∆ 的任意一边向外作正三角形，再做正三角形的外接圆，此

时外接圆与原三角形的交点即为所求。 

3.2. 四个点的斯坦纳树构造 

对于平面上四个点的最小斯坦纳树问题，只能存在 0 阶、1 阶和 2 阶的斯坦纳树。下面定理[12]给出
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了四点集上Steiner树存在的充要条件以及对于具有两株满斯坦纳树如何找出唯一的Steiner最小树判断方

法。 
定理 3.2.1：0 阶 Steiner 树存在的充要条件是路中每条边都在其邻边的特征域中。 
定理 3.2.2：1 阶 Steiner 树存在的充要条件是线段 AB 的特征点 [ ]AB 位于线段CD 的C 端特征域中，

并且 ABC∆ 的内角均小于120。 
定理 3.2.3：满 Steiner 树存在的充要条件是：(1) ABCD 是凸四边形；(2) 120AOB∠ < ；(3) 线段

( )AB CD 的特征点 [ ] [ ]( )AB CD 位于线段 ( )CD AB 特征域外(外)。并且 ABC∆ 的内角均小于120。 
定理 3.2.4 (H. O. Pollak 定理[8])：设 A、B、C、D 为四个所与点，它们构成的四边形的两条对角线的

夹角分别为θ 和180 θ− ，再设这四个点的两株满(拓扑)斯坦纳树都存在。如果 90θ ≤ ，那么两株斯坦纳

树中最短的一株是位于两条对角线夹角为θ 的那一区域的一株。 

3.3. 五个点的斯坦纳树构造 

3.3.1. 5n = 的一般情况 
当 5n = 的情况比 4n = 的情况复杂的多，之前讨论 4n = 时，只有两株斯坦纳比树，而且还通过波拉

克定理，根据有关四边形的对角线大小，给出了判定其中哪一株是最小的方法，这时问题解决的简单多

了。但是，当 5n ≥ 时，目前并没有类似的方法。因为求 Steiner 最小树问题已证是 NP难题，目前所用的

方法是枚举法。 
也就是说，设 { }, , , ,X A B C D E= ，先固定其中的一个点，如 B ，其余四点可分成两对(这里至少有两

种分法)，如分成 ( ),A E 和 ( ),C D 。在 ( ),A E 和 ( ),C D 上分别向外作正三角形得到顶点 ,F I ，如图 1，这

时会有以下三种情况： 
(1) 在 FI 上，相对于 B 的位置作正三角形 FIH∆ ，连接 BH 。在 BH 属于 BFI∆ 中求一点 J ，使得

120FJI∠ = 。连接 JI 和 JF ，在 JI 和 JF 上分别求 K 和 L ，使得 120CKD∠ = ， 120ALE∠ =  。连接 JK
和 JL，则 AL LE LJ JK KD KC JB+ + + + + +  

为所求的斯坦纳树，其长为 BH 。 
(2) 连接 BI ，相对于 AE 的方向在 BI 上作正三角形 BIG∆ ，连接GF ，按上述(1)中的方法求得斯坦 

 

 
Figure 1. Isolated points B 
图 1. 隔离点 B 
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纳树仍是 AL LE LJ JK KD KC JB+ + + + + + 。 
(3) 连接 BF ，相对于CD 的方向在 BF 上作正三角形 BFM∆ ，连接 IM ，按上述(1)中的方法求得斯

坦纳树仍是 AL LE LJ JK KD KC JB+ + + + + + 。 
按照这样的方法，每固定一个所与点，对余下说我四个点作成的四边形有两种组合，对于其中的一

种组合，可以做三株斯坦纳树，但同种组合的三株斯坦纳树是都相同的，因此，只需作出一株即可。即

固定一个所与点，可得到两株斯坦纳树。实际上，这两株斯坦纳树中只有一株是可能出现的，只需注意：

必须要 120FBG∠ ≤ ，BH 必须将C ，D 两点和 A ，E 两点分开。要过 B 再做一条将 A ，C 两点和 E ，

D 两点分开而又满足 120FBG∠ ≤ 的条件的直线段是不可能的。所以，要作出 { }, , , ,X A B C D E= 的斯坦

纳最小树，只需每次孤立其中的一个点，作出相应的斯坦纳树；再从五株斯坦纳树中选出最短的一株就

可以了。 

3.3.2. n = 5 的特殊情况 
下面我们来看一下 5n = 时的特殊情况，也就是其中四个点已确定，设为 , , ,A B C D 是位于正方形的

四个顶点，余下点 E 在正方形边 AB 的垂直平分线上不确定的一点时，斯坦纳树是怎样的。此时，需要

以 E 的位置变化分三中情况考虑： 
(1) 点 E 在正方形 ABCD 内部对称轴的中点上，如图 2。 
此时，不用通过枚举法，因为点 E 恰好在正方形对边中线的交点上，也就是对边向外作正三角形所

得顶点 ,F G 的连线上，我们可以根据四点集 , , ,A B C D 的 Steiner 最小树的构造，即最小网络长度为

AH BH HI ID IC+ + + + 。 
那么，猜想一下，假如对称轴上的点 E 不在 HI 上，此时，该五个点的斯坦纳树又会是怎样的?比如

点 E 在 ABH∆ 或 IDC∆ 中时。 
(1.1) 隔离点 E ，可构造以下两株斯坦纳树，如图 3：  
易证 AE BE AH BH+ < + ，所以最小斯坦纳树为 AE BE EH HI ID IC+ + + + + 。 
(1.2) 隔离点 A (同点 B )，如图 4；隔离点 D (同点C )，如图 5。 
在作图中发现当点 A 被隔离时，在线段 FI 上找不到一点 L 使得 120ALE∠ =  ，所以找不到最小斯坦

纳树；当点 D 被隔离时，在线段 FI 上也找不到一点 J 使得 120ALE∠ =  ，所以找不到最小斯坦纳树。 
综上，只有隔离点 E 时，存在最小斯坦纳树，即 AE BE EH HI ID IC+ + + + + 。 
(2) 点 E 在正方形 ABCD 内部对称轴(交点除外)上任意一点，如图 6。 
通过作图发现，当点 E 在正方形 ABCD 内部对称轴(交点除外)上任意一点时，找不到合适的一点 J 使

得 120AJB∠ = 。 
(2.1) 点 E 在正方形 ABCD 外部对称轴上任意一点，当隔离点 E ，如图 7；当隔离点 B (同点C )，如

图 8；当隔离点 A (同点 D )，如图 9。 
 

 
Figure 2. E in axis of symmetry 
图 2. E 在对称轴中点 
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Figure 3. Isolated points E 
图 3. 隔离点 E 

 

 
Figure 4. Isolated points A 
图 4. 隔离点 A 

 

 
Figure 5. Isolated points D 
图 5. 隔离点 D 
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Figure 6. E inside the square from any point on the axis of 
symmetry 
图 6. E 在正方形内部的对称轴上任意一点 

 

 
Figure 7. Isolated points E 
图 7. 隔离点 E 

 

 
Figure 8. Isolated points B 
图 8. 隔离点 B 
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Figure 9. Isolated points A 
图 9. 隔离点 A 

 

通过枚举法，点 E 在正方形 ABCD 外部对称轴上任意一点时，隔离点 A 时才有最小斯坦纳树。 
通过上述特殊情况，当 5n = 时，其中四个所与点已确定，构造斯坦纳树已经不容易了，那么对于五

个点都不确定的情况，构造斯坦纳树就非常困难了。对于五个点的斯坦纳树的构造也只能通过枚举法进

行一一尝试，最后通过比较证明才能得出，这一过程是十分繁琐复杂的。就如本文中所举得特殊情况，

也还是没有得到一般性的结论，所以这个问题仍有待研究。 
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