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Abstract 
A nonlinear Hammerstein integral equation of the second kind is investigated in the present paper. 
The uniqueness of solution is considered by using the fixed point theorem in Banach spaces. A new 
numerical method is proposed by using the integral mean value theorem and the idea of piecewise 
approximation. An approximate solution is made and its convergence and error estimate are fur-
ther analyzed. Numerical results are carried out to verify the feasibility and novelty of the pro-
posed solution procedures. 
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摘  要 

本文研究一种非线性第二类Hammerstein积分方程。在Banach空间上使用不动点原理研究其解的唯一
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性，基于积分中值定理和分段逼近的思想提出一种新的数值方法，构造了近似解并分析了其收敛性和误

差估计。几个数值实例阐明了该方法的可行性和有效性。 
 
关键词 

第二类Hammerstein积分方程，近似解，收敛性和误差分析 

 
 

1. 引言 

实际应用中的许多数学物理边值问题都能转化为积分方程来解决[1]-[3]，本文研究下列非线性第二类

Hammerstein 积分方程 

( ) ( ) ( )( ) ( ) [ ], , d , ,
b

a
x K x t t t t f x x a bϕ γ ϕ+ = ∈∫                         (1) 

其中核函数 ( ),K x t 和 ( ),tγ ⋅ 及自由项 ( )f x 是已知函数， ( )xϕ 是待求的未知函数。对于具体的问题和背

景，它们都有非常清晰的物理意义，所以找到求解第二类 Hammerstein 积分方程的数值解法显得十分必

要。尽管求解 Hammerstein 积分方程的方法种类繁多，如 Sinc-Collocation 方法[4]，退化核方法[5]，Toeplitz 
Matrix 方法[6]。常用的方法还有迭代法、Galerkin 法、级数法和正交展开法等[7] [8]，由于非线性

Hammerstein 方程的求解方法有着重要的应用前景，其有效的数值解法一直是一个活跃的研究课题。 
本文针对具有一般核函数的第二类 Hammerstein 积分方程给出一种新的数值解法，给出了数值解的

收敛性和误差分析，最后举出数值实例说明该方法的可行性和有效性。 

2. 新的数值方法 

首先考虑方程(1)解的唯一性，在 Banach 空间上有下列定理： 
定理 1：假设 ( ) [ ]2 ,f x L a b∈ 并且 ( )( ),x xγ ϕ 满足以下 Lipschitz 条件： 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 1 2, ,x x x x L x xγ ϕ γ ϕ ϕ ϕ− ≤ −                          (2) 

其中 Lipschitz 常数 0L > ，在以下约束条件： 

( ) ( )( ), , d
b

a
K x t x x t Hγ ϕ ϕ≤∫                               (3) 

其中 0H > ，当 

( ) 2
, d d 1

b b

a a
LK x t x t ≤∫ ∫                                  (4) 

非线性积分方程(1)在 [ ]2 ,L a b 有唯一解。 
证明：因为 ( ) [ ], , ; ,K x t C a b a b∈ 且 ( ) [ ]2 ,f x L a b∈ ，所以易知 ( )f x 在 [ ],a b 上有界，假设T 是一个算

子且有 [ ] [ ]2 2: , ,T L a b L a b→  并且T fϕ ϕ κϕ= = − ，这里 

( ) ( )( ), , d
b

a
K x t x x tκϕ γ ϕ= ∫                                 (5) 

因为 ( ) ( )( ), , d
b

a
K x t x x t Hγ ϕ ϕ≤∫ ，易证κ 是 2 2L L→ 上的一个有界算子。 

对 1ϕ∀ ， [ ]2
2 ,L a bϕ ∈ ，应用 Lipschitz 条件和 Cauchy-Schwarz 不等式有： 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1 2

1
2 2

1 2 1 2

, , d , , d

, , d

b b

a a

b b

a a

T T K x t x x t K x t x x t

LK x t t t dt LK x t t

ϕ ϕ κϕ κϕ γ ϕ γ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

− = − = −

 ≤ ⋅ − ≤ ⋅ −  

∫ ∫

∫ ∫
            (6) 

又因为 

( ) ( )
11

2 22 2
1 2 1 2 1 2d , d d

b b b

a a a
T T T T x LK x t x tϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ − = − ≤ ⋅ −  ∫ ∫ ∫                (7) 

所以当 ( ) 2
, d d 1

b b

a a
LK x t x t ≤∫ ∫ 时，T 是一个压缩算子。故根据 Banach 空间上的不动点原理，易知

Tϕ ϕ= 在 [ ]2 ,L a b 上有唯一解。 
其次，采用积分中值定理和分段逼近的思想，我们给出一种新的数值方法。这里我们假设

( ) [ ], , ; ,K x t C a b a b∈ ， ( ) [ ] ( )( ), , ,x y C a bγ ∈ × −∞ ∞ ，为了方便我们选取一系列等距分割点 

( )0 1 , , 1na x x x b h b a n n= < < ⋅ ⋅ ⋅ < = = − ≥  

然后(1)式能改写成如下形式 

( ) ( ) ( ) ( )( )1
1

0
, , di

i

n x

x
i

x f x K x t t t tϕ γ ϕ+
−

=

= −∑∫                            (8) 

应用积分中值定理，(8)式能进一步写成 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
1

0
, ,

n

i i i
i

x f x h K x c x c x c xϕ γ ϕ
−

=

= − ∑                         (9) 

这里 ( ) +1 , 0,1, , 1i i ic x x x i n∈ = ⋅⋅⋅ −  , 。通常 ( )ic x 是关于 x 的函数，它是很难确定的，故在(9)式中我们

用常数 ic 代替 ( )ic x ，然后得到具有一般核的非线性第二类 Hammerstein 积分方程的近似解为 

( ) ( ) ( ) ( )( )
1

0
, ,

n

n i i i
i

x f x h K x c c cϕ γ ϕ
−

=

= − ∑                            (10) 

其中 1, , 0,1, , 1i i ic x x i n+∈ = ⋅⋅⋅ −   ，为了确定 ic 和 ( )icϕ ，我们把(10)式代入到(1)式得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

0
, , , , d

nb
i i ia

i
x K x t t f t h K t c c c t f xϕ γ γ ϕ

−

=

 
+ − = 

 
∑∫                 (11) 

在(10)和(11)式中， x 用 ( )0,1, , 1jc j n= ⋅⋅⋅ − 代，又会得到 

( ) ( ) ( )( ) ( )
1

0
, ,

n

j j i i i j
i

c h K c c c c f cϕ γ ϕ
−

=

+ =∑                          (12) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

0
, , , , d

nb
j j i i i ja

i
c K c t t f t h K t c c c t f cϕ γ γ ϕ

−

=

 
+ − = 

 
∑∫                 (13) 

这样方程(12)和(13)形成一个关于 jc 和 ( )jcϕ 的非线性系统，它能用一些数值方法来求解，比如说复

化辛普森方法、牛顿法等，一旦获得了非线性系统(12)和(13)的解， ( )xϕ 就能用(10)式表示出来。 

特别地，当 ( ),K x t 是退化核时，我们能给出非线性第二类 Hammerstein 积分方程(1)准确解的一种新

方法。一般的，退化核 ( ),K x t 能表示成如下形式： 

( ) ( ) ( )
1

,
k

i i
i

K x t x tα β
=

= ∑                                 (14) 
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其中 ( ){ }i tβ 是一个线性无关的函数列，当 n k≥ 时，我们能得到方程(1)的准确解为： 

( ) ( ) ( )
1

k

i i
i

x f x c xϕ α
=

= −∑                                 (15) 

其中 

( ) ( )( ), d
b

i ia
c t t t tβ γ ϕ= ∫                                 (16) 

方程(9)能进一步表示成： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )

1

0 1

1

1 1

,

,

n k

j j i i i
i j

k n

j i i i j
j i

x f x h x c x c x c x

f x h c x c x c x x

ϕ α β γ ϕ

β γ ϕ α

−

= =

−

= =

 
= −  

 
 

= −  
 

∑ ∑

∑ ∑
                  (17) 

从方程(15)和(17)中可以得出 

( )( ) ( ) ( )( )( )
1

0
, , 1, 2, ,

n

j j i i i
i

c h c x c x c x j kβ γ ϕ
−

=

= = ⋅⋅⋅∑                       (18) 

从而方程(18)形成一个含 k 个方程和 n 个未知函数 ( )ic x 的系统，当 n k≥ 时，方程(18)总是可求解的，

并且存在常数 ic 使得 

( ) , 0,1, , 1i ic c x i n= = ⋅⋅⋅ −                                 (19) 

从而准确解(17)能进一步写成： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

0 1
,

n k

j j i i i
i j

x f x h x c c cϕ α β γ ϕ
−

= =

 
= −  

 
∑ ∑                        (20) 

关于退化核的积分方程求解也显得非常重要的，因为一般核的积分方程可以采用退化核积分方程来

逼近求解[5] [8]。 

3. 近似解的收敛性和误差分析 

下面分析近似解(10)的收敛性并进行误差估计。 
定理 2：若我们有以下的条件：

 
    

 

( ) ( )
,

, max ,
a x t b

K x t K x t M
∞ ≤ ≤
= = < +∞， 

( ) ( ), max max ,
a x b y R

x y x y Qγ γ
∞ ≤ ≤ ∈
= = < +∞， 

( ) ( )1 2 1 1 2, ,K x t K x t L t t
∞∞

− ≤ − ， 

( )( ) ( )( )1 1 2 2 2 1 2 3 1 2, ,x t x t L x x L t tγ ϕ γ ϕ
∞ ∞∞

− ≤ − + − ， 

其中 M ，Q 和 1L ， 2L 是常数，则有 ( ) ( ) ,n x x nϕ ϕ→ →∞，即 

( ) ( )lim 0nn
x xϕ ϕ

∞→∞
− =  

且误差估计可写成如下形式： 

( ) ( )
( ) ( )2

1 2 3
n

b a L Q L L M
x x

n
ϕ ϕ

∞

 − + + − ≤                      (22) 
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证明：从方程(9)和(10)中，我们可以得到： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( )

1

0
1

0

1

0

, , , ,

, , , ,

, , , ,

, , ,

, , ,

max , ,

n

n i i i i i i
i
n

i i i i i i
i

i i i i i i

n

i i i i
i

i i i i i

i i ii

x x h K x c c c K x c x c x c x

h K x c c c K x c x c c

K x c x c c K x c x c x c x

h K x c K x c x c c

K x c x c c c x c x

b a K x c K x c x c

ϕ ϕ γ ϕ γ ϕ

γ ϕ γ ϕ

γ ϕ γ ϕ

γ ϕ

γ ϕ γ ϕ

γ

−

∞ ∞=

−

=

∞

−

∞ ∞=

∞ ∞

∞

− = −

= −

+ −

≤ − ⋅

+ ⋅ − 

≤ − − ⋅

∑

∑

∑

( )( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 2 3

2
1 2 3

,

, , ,

max

i

i i i i i

i ii

c

K x c x c c c x c x

b a L Q L L M c c x

b a L Q L L M

n

ϕ

γ ϕ γ ϕ

∞

∞ ∞

∞




+ ⋅ − 
 ≤ − + + ⋅ − 

 − + + ≤

          (23) 

从(23)中很容易得出 

( ) ( )lim 0nn
x xϕ ϕ

∞→∞
− =                                 (24) 

                           
因此数值方法求得的近似解是收敛的。 

4. 数值实例 

本节通过几个数值实例验证方法的有效性。 
例 1：考虑以下的线性积分方程[9] [10]： 

( ) ( ) ( ) ( )11

0

1 1e e 1 e d
2 2

xx xtx x t tϕ ϕ− +− −= − + + +∫  

这里 [ ]0,1x∈ ，准确解为 ( ) e xxϕ −= 。基于新的数值方法，其近似解和准确解的绝对误差如下表 1 所

示。 
其中 T 和 S 分别表示使用复化的 Trapezoid 方法和复化的 Simpson 方法在[10]中求的结果。从表 1 中

可以看出，本文方法得到的近似解和准确解的绝对误差的收敛速度更快，比[9]和[10]中的数值结果更精

确。当 n 增大时， ( ) ( )n x xϕ ϕ− 的绝对误差逐渐减小，所得的近似解很好的符合了定理 2 的分析。 
例 2：考虑具有退化核的 Hammerstein 积分方程[11]-[13]： 

( ) ( ) ( )1

0
e 1 e dtx x x t tϕϕ = + − +∫  

这里 [ ]0,1x∈ ，准确解为 ( )x xϕ = 。当 2n = 时,使用本文方法有： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 2
1 2

1 2

11 e e1 2
0

1e 1 e ( )e
2

e 1 e d
c c

c c

et t c t c

x x x c x c

x x x t t
ϕ ϕ

ϕ ϕϕ

ϕ
 + − + + +  

 = + − + + + 

= + − +∫
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Table 1. The absolute errors of approximate and exact solutions for Example 1 
表1. 关于例1的近似解和准确解的绝对误差 

x 
 本文方法    已有的方法(n = 8)  

n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 Z [9] S [10] S [10] 

0.2 3.496e−3 4.513e−5 1.618e−6 1.783e−8 4.128e−4 1.788e−3 4.222e−6 

0.4 8.155e−4 1.338e−5 1.025e−6 6.846e−9 1.587e−4 2.224e−3 5.271e−6 

0.6 4.349e−3 5.386e−5 4.012e−7 1.214e−9 1.495e−4 2.711e−3 6.921e−6 

0.8 1.200e−2 2.255e−5 5.938e−7 1.121e−8 4.903e−4 3.261e−3 9.565e−6 

1.0 2.198e−2 1.410e−4 5.483e−6 5.050e−8 8.492e−4 3.882e−3 1.366e−5 

 
这里 [ ]1 0,0.5c ∈ ， [ ]2 0.5,1c ∈ 。通过把 1x c= 和 2x c= 分别代入以上两个方程，经过计算后得到： 

1 0.20838213123610642104c = ， ( )1 0.20838213123610642103cϕ =  

2 0.79067304594356249715c = ， ( )2 0.79067304594356249716cϕ =  

因此 ( ) 21
2 2.6636 10x xϕ −= − × ，由于 2k = ，故当 2n k= = 时，经过以上的计算我们便能得到准确解，

这也很好的符合了核函数为退化核时的分析。把该例子计算得到的结果和在[11]-[13]中的结果进行比较后，

能发现本文的新方法更简单。 
非线性积分方程的边值问题可以化为积分方程进行求解和分析，下面基于本文方法，举例说明非线

性Duffing方程的三点边值问题数值求解的新方法。 
例 3：考虑下面 Duffing 方程的三点边值问题： 

( ) ( ) ( ) [ ]

( ) ( ) ( )

2 2

1
2

e 2 e , 0,1 ,

0 0, 1 2 1 2 e e ,

x xx x x x xϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

− ′′ − = + + ∈


 = + = +

 

这里 [ ]01x∈ , ， ( ) 3xϕ < ，准确解为 ( ) exx xϕ = ，非线性边值问题可通过积分的方法化为如下等价的

第二类 Hammerstein 积分方程 

( ) ( ) ( ) ( )1 2

0
, e d ,tx G x t t t f xϕ ϕ−+ =∫  

这里 

( )

( )

( )

( )

3 2 1,0 min , 1,
2 2

1 1,0 max , 1,
2 2,

2 1, 1,
2 2

3 2 1,0 ,
2 2

t x
t x

x t
x t

G x t
x tx t t x

x t
x t

 −  ≤ ≤ ≤  
 

 −   ≤ ≤ ≤   = 
+ − ≤ ≤ ≤


−

≤ < <

 

( ) ( )
1

2 213 6 e 36 6e 17e 6,
4

xf x x x x
 

= − + + − − −  
 

 

我们首先证明该 Hammerstein 积分方程解的唯一性，选择如下 Lipschitz 常数： 
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Table 2. The absolute errors of approximate and exact solutions for Example 3 
表2. 关于例3的近似解和准确解的绝对误差 

x n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 

0.20 9.9282e−2 4.2516e−3 1.4649e−4 2.1935e−5 

0.40 1.1660e−1 6.0829e−3 3.5075e−4 3.0221e−5 

0.60 5.9831e−2 4.9343e−3 2.4269e−4 5.6557e−5 

0.80 5.3922e−2 2.7886e−2 8.5941e−4 3.6036e−4 

1.00 1.9335e−1 7.8772e−3 2.6452e−4 6.7587e−5 

 

( )( )
( ) ( )

,
2e 6xx x

L x
x

γ ϕ
ϕ

ϕ
−

∞
∞

∂
= = <

∂  

又因为： 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 12 21 1 1 1
2 21 10 0 0 0

2 2

2 22 21 1 12 2 10 0
2

2 2211 1
21 0 0

2

, d d , d d

3 2 1
d d d d

4 4

2 3 2
d d d d

4 4

36 0.0050347 0.1812492 1

b b t t

a a t t

t

t

t

t

LG x t x t LK x t x t

t x x t
L x t x t

x tx t x t
x t x t

 
= + + + 
 

 − −
= +


+ − −
+ +


< × = <

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

 

 
即 ( ) 2

, d d 1
b b

a a
LG x t x t <∫ ∫ ，所以根据定理 1 可知该非线性三点边值问题有唯一解。使用本文的新方

法求解此第二类 Hammerstein 积分方程，这里我们选择 1,2,3,4n = 分别进行计算，得到的近似解和准确解

的绝对误差如上表 2 所示。从表格 2 中我们可以看到随着 n 的增大，近似解和准确解的绝对误差在逐渐

减小，所得结果很好的符合了定理 2 的分析。 

5. 结语 

本文给出了一种非线性 Hammerstein 积分方程数值解的新方法，分析了近似解的误差和收敛性。非

线性 Duffing 方程的三点边值问题可以转为该类非线性 Hammerstein 积分方程。与已有的方法比较并通过

数值计算表明本文方法简单和有效。 
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