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Abstract 
Solitons, chaos and fractals were important parts of nonlinear science, which had been invented 
and seen a great many developments in the last century. During the developments of the nonlinear 
science, Fermi-Pasta-Ulam (FPU) problem played a crucial role. We will introduce the FPU prob-
lem briefly here and analyze the linear mathematical model and the energy of normal modes that 
are related to FPU problem. At the same time, we will explain the process of deriving the KdV equ-
ation from FPU problem and get the one-soliton solutions to the KdV equation. Also the plots for 
one-soliton and two-soliton solutions are presented. 
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摘  要 

孤立子，混沌和分形是非线性科学的重要组成部分，在上世纪得到了极大的发展。在非线性科学的创立

http://www.hanspub.org/journal/aam
http://dx.doi.org/10.12677/aam.2016.53042
http://dx.doi.org/10.12677/aam.2016.53042
http://www.hanspub.org
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


苏映雪 
 

 
337 

和发展过程中，Fermi-Pasta-Ulam (FPU)问题扮演着及其关键的作用。本文首先简要介绍FPU问题，分

析与其相关的线性模型的解法和简正模式的能量。然后从FPU问题导出Korteweg-de Vries (KdV)方程，

求出单孤立子解，给出了单孤立子和双孤立子的图形。 
 
关键词 

KdV方程，FPU问题，孤立子，简正模式 

 
 

1. 引言 

十九世纪三十年代造船工程师 John Scott Russell 首次观察到了孤波，这也是人类历史上第一次观察

到这种非常奇特的自然现象，随后Russell进行了一系列的实验并在 1840 年的报告中谈到他发现的孤波。

在孤波的概念提出之后随即就引发了科学家的争论，直到 1895 年 Diederik Johannes Korteweg 和 Gustav de 
Vries 从流体动力学的角度得到浅水波方程(即 KdV 方程)和它的行波解，这场争论才得以结束，因为当

KdV 的行波解的波长趋于无限的时候，这个行波就变成了罗素所说的孤波，至此孤波这一概念才被学术

界普遍接受。 
再经过之后的 60年的平静期之后，1955年，Enrico Fermi，John Pasta和 Stan Ulam提出了著名的 Fermi- 

Pasta-Ulam (FPU)问题，并且他们用 MANIAC I 计算机进行数值计算得到了出乎意料的结果：当系统运动

充分长的时间之后并没有达到能量均分的状态，反而回到了系统的初始状态。为了解释和理解这个实验

结果，1965 年 Martin D. Kruskal 和 Norman J. Zabusky 通过对 FPU 问题的数学模型进行简化和运算发现

FPU 问题与 KdV 方程联系，并且他们对两个波速不同的孤波进行研究发现：孤波在碰撞前后保持高度不

变，仅仅是波的轨迹发生偏离，于是他们引入了“孤立子”的概念来描述这种具有粒子性的孤波。 

2. 非线性物理现象的发现和 FPU 问题的研究历史 

2.1. 孤立子的发现 

人们最初注意到非线性物理现象是在十八世纪三十年代。名为 John Scott Russell 的工程师在苏格兰

联盟运河研究如何提高船舶的运输效率时，发现了一个保持形状的水团，该水团在一两英里之外的河道

转弯处消失了。当时他对此现象十分震惊，Russell 描述了他的发现过程[1]： 
I was observing the motion of a boat which was rapidly drawn along a narrow channel by a pair of horses, 

when the boat suddenly stopped—not so the mass of water in the channel which it had put in the channel which 
it had put in motion; it accumulated round the prow of the vessel in a state of violent agitation, then forward 
with great velocity, assuming the form of a large solitary elevation, a rounded, smooth and well-defined heap of 
water, which continued its course along the channel apparently without change of form or diminution of speed. I 
followed it on horseback, and overlook it still rolling on at a rate of some eight or nine miles an hour, preserving 
its original figure some thirty feet long and a foot to a foot and a half in height. Its height gradually diminished, 
and after a chase of one or two miles I lost it in the windings of the channel.  

在观察到这个现象之后，Russell 在实验室模拟了一系列实验，并在 1844 年发表了有关孤立波的文章

并提出一种非线性的物理现象：具有较大振幅的孤立波比具有较小振幅的孤立波传播的更快。 

2.2. KdV 方程的提出 

1895 年荷兰物理学家 Diederick Korteweg 和他的学生 Gustav de Vries 提出了一个描述水波运动的非
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线性发展方程即 KdV 方程。他们导出了此微分方程的一个行波解来解释 Russell 所观察到的现象，同时

他们也找到了周期性的解，但是并没有找到此非线性微分方程通解。 

2.3. FPU 问题的研究历史和孤立子的提出 

1955 年著名物理学家 Fermi，计算机科学家 Pasta 和数学家 Ulam 提出了著名的 FPU 问题，并且他们

借助第一台电子计算机 MANIAC I 进行数值实验，Mary Tsingou 完成了其编程工作[2]。 
Fermi，Pasta 和 Ulam 用弹簧连接一串小球并给以一扰动，他们假定整个系统没有能量损失，并且振

动仅沿着弹簧的方向，但是他们对弹簧的弹力添加了非线性部分，即 ( ) ( )2F k α∆ = − ∆ + ∆ 。一开始他们

设想经过一定时间的振动，整个系统的能量会平均分配。当动力系统开始振动时，能量确实趋向于平均

分配到不同的形式，各个能量态确实被激发，但是一天他们偶然间在动力系统达到稳定后继续运行程序，

惊奇的发现大概 97%的系统能量重新回到初始状态。 
1965 年，Zabusky 和 Kruskal 开始从连续统一的角度考虑 FPU 问题。在连续的情况下，FPU 问题可

以近似用 KdV 方程来描述。并且他们对 KdV 方程中两个波速不同的孤波进行研究。发现如果这两个孤

波开始分开并且波速大的在左边，那么在发生相互碰撞后，波速大的在右边并且保持最初的波形和速度，

仅仅发生相位的移动。这两个孤波是弹性碰撞并且类似于粒子，因此被称为孤立子。 

3. FPU 问题中的耦合振子和简正模式 

3.1. FPU 问题的数学模型(图 1) 

FPU 问题将其数学模型加入非线性部分，即 ( ) ( )2F k α∆ = − ∆ + ∆  ( ∆是小球的位移， 0k > 是常数，

α 是非线性系数)。接下来再运用牛顿第二定律，我们可以得到描述第 i 个振子的运动方程： 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 1 1 1i i i i i i i i imy k y y y y k y y y yα α+ + + −

   = − + − − − + −    ， 

1, ,i N=  ， iy 是第 i 个小球的位移。整理上式右手边可得： 

( ) ( ) ( )2 2
1 1 1 12i i i i i i i imy k y y y k y y y yα+ − + −

 = − + + − − −  ， 

又可改写为： 

( ) ( )2 22
1 1

ˆ
i i i i i i

m y y y y y y
k

δ α + −
 = + − − −  ， 

( )2
1 1

ˆ 2i i i iy y y yδ + −≡ − + 。 

这是一个非线性二阶常微分方程组。为了理解这个方程组，接下来我们先考虑线性情况，即 0α = 的

情况。 

3.2. 耦合振子和简正模式 

现在我们将动力系统简化为三个弹簧联系两个质点如图 2。 
在这个动力系统里我们假设每个弹簧都遵守胡克定律，弹性系数为 ik ，质点的质量分别为 1 2,m m 。

我们假设在 0t = 时刻动力系统在平衡状态被扰动，我们的目标是找到两个质点的位移函数 ( ) ( )1 2,y t y t 。 
我们假定正方向为从左到右，两个墙壁之间的距离为 L，弹簧的原始长度分别为 1 2 3, ,l l l 并假设动力

系统在平衡状态下小球的位移分别为 ( ) ( )1 2,x t x t 。 
根据胡克定律我们可以知道第 i 个弹簧对第 i 个小球的力为： 

( )1i i i i iF k y y l− = − − − 。 
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Figure 1. FPU problem model 
图 1. FPU 问题模型 

 

 
Figure 2. Simplified model 
图 2. 简化模型 

 
其中 ( )1i iy y −− 是弹簧实际的长度，而 il 是弹簧自然长度，并且我们设 0 30,y y L= = 。那么我们就会得到

以下三个等式： 

[ ]
[ ]
[ ]

1 1 1 1

2 2 2 1 2

3 3 2 3

,

,

.

F k y l

F k y y l

F k L y y

= − −

= − − −

= − − −

                                  (1) 

我们可以知道对 im 来说，它左边的弹簧给它 iF 的力，它右边的弹簧给它 1iF +− 的力。由牛顿第二定

律可得： 

1i i imy F F += −  

即： 

1 1 1 2m y F F= −                                      (2) 

2 2 2 3.m y F F= −                                     (3) 

将(1)代入可以得到： 

[ ] [ ]1 1 1 1 1 2 2 1 2m y k y l k y y l= − − + − − ， 

[ ] [ ]2 2 2 2 1 2 3 2 3m y k y y l k L y l= − − − + − − ， 

将其写成矩阵形式： 

( )
( )

( )
( ) ( )

1 1 2 21 2 21 1 1

2 2 3 32 2 32 2 2

0
0

k l k lk k km y t y t
k l k L lk k km y t y t

−+ −       
+ =        + −− +        





。              (4) 

l

1 2

mm m m m m

i – 1 i i + 1 N – 1

Fi,i–1 Fi,i+1

y2

y1

k2 k3k1

m1 m2

L



苏映雪 
 

 
340 

这是一个线性常微分方程组，如果我们定义一个线性算子 Ô ， [ ]Ô y c= ， 2Ô MD K= + 其中 D 是微

分算子，并且 

( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 21 2 21 1

2 2 3 32 2 32 2

0
, , ,

0
k l k lk k ky t m

y t M K c
k l k L lk k ky t m

−+ −     
≡ ≡ ≡ ≡      + −− +      

。 

由常微分方程的理论可知线性方程的一个特点是方程组的通解总可以写成非齐次线性方程组的特解

加上齐次线性方程组的通解。注意到(4)式的右边是一个常向量(不随时间变化)，那么我们可以知道方程

的非齐次特解一定是一个常向量： 

( ) ( )
( )

1 1

2 2
P

P

y t
y t

y t
η
η

   
= =   

  
。 

换句话说我们可以通过一个坐标变换将非齐次部分去掉： 

( )
( )

( )
( )

1 1 1

2 2 2

y t x t
y t x t

η
η

    
= +    
    

， 

其中 1 2,η η 应该满足以下条件： 

( )
1 1 2 21 2 2 1

2 2 3 32 2 3 2

k l k lk k k
k l k L lk k k

η
η

−+ −    
=     + −− +     

。 

所以我们可以得到 1 2,η η ： 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 2 3 2 3 2 3 1 2 3 2

2 1 2 1 2 3 3 1 2 2 3 1 2 3 2

l L l l l k k k k k k k k
l l L l l l k k k k k k k k k

η
η

 + − − − + + 
=     + + − − − + + +   

， 

实际上这是整个动力系统的平衡点，在这一点(2) (3)式右边的力就消失了。 
现在我们将注意力放在动力系统上，该动力系统在平衡位置处被扰动并且开始振动。我们可以将解

决这个问题等价于解决以下的齐次方程： 

( )
( )

( )
( )

1 2 21 1 1

2 2 32 2 2

0 0
0 0

k k km x t x t
k k km x t x t
+ −       

+ =       − +        





 

为了简化问题我们假设质量矩阵是单位矩阵，即 1 2 1m m= = ，那么我们将会得到： 

( )
( )

( )
( )

1 2 21 1

2 2 32 2

0
0

k k kx t x t
k k kx t x t
+ −      

+ =      − +      





，                        (5) 

或者我们可以写成： 

( ) ( )2 0D G x t+ =   。 

在这里G K= ，如果质量矩阵不是单位矩阵，那么G 将会和 K 不同。我们得到的这个形式是简谐运

动的方程式。现在我们唯一的问题就是如何能让耦合振子转化为独立的两个振子也就是实现退耦，为了

实现这一点我们就需要更换基底 ( ) ( ) ( )( )T
1 2x t x t x t= 。我们可以发现之所以我们的动力系统是耦合的，

其原因是两个小球之间连接的弹簧。从矩阵中我们也可以看出这一点： 2k 仅出现在非对角位置，那么如

果没有这个弹簧，我们的系统就会退化为两个分开的振子。所以对任意非零 2k ，行之有效的方法就是更

换基底。 
现在我们考虑(5)式，为了方便计算我们再做一假设： 3 1k k= 。这样我们的动力系统就变成了左右对
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称的，但是注意这并不意味着动力系统的初始状态是否对称，其实我们对系统的扰动可以是任意的。 
在这样的假设下，我们动力系统方程就变为： 

( )
( )

( )
( )

1 1 2 2 1

2 2 2 1 2

0
0

x t k k k x t
x t k k k x t

  + −     
+ =      − +      





。                        (6) 

在所有假设下，我们知道： 

1 2 2

2 2 1

k k k
G

k k k
+ − 

=  − + 
。 

那么我们的方程又可以写成以下的矩阵形式： 

0x Gx+ = ，                                     (7) 

然后我们将以下形式的试探函数代入(7)式： 

( ) ( )cosx t p tω ϕ= − ， 

得到： 

( ) ( )2 cos cos 0p t Gp tω ω φ ω φ− − + − = 。 

如果在任意时间 t 上式都要成立的话，我们就需要： 
2 0G I pω − =  。 

其中 I 是单位矩阵。那么我们就可以发现： p一定是矩阵G 的特征向量，对应的特征根为 2λ ω= 。而我

们的特征根方程为： 

1 2 2 1

2 2 1 2

0
k k k p

k k k p
λ

λ
+ − −  

=  − + −  
， 

我们要想得到非零特征根就需要 0G Iλ− = 。这样我们就会得到下面的等式： 

( )2 2
1 2 2 0k k kλ+ − − = ， 

解得： 

1 1 2 1 2, 2k k kλ λ= = + ， 

对应的特征向量可以通过下面的方程求得： 
( ) 0j

jG I pλ − =  ， 

对 1j = 我们有： 
( )

( )
( ) ( )

1
1 11 2 1 2 1

1 21
2 2 1 1 2

0
k k k k p

p p
k k k k p

 + − − 
  = ⇒ =  − + −  

， 

所以我们就能得到： 

( )1 11
12

p  
=  

 
。 

对 2j = 我们有： 

( )
( )

( )

( )
( ) ( )

2
2 21 2 1 2 2 1

1 22
2 2 1 1 2 2

2
0

2
k k k k k p

p p
k k k k k p

  + − + − 
  = ⇒ = −  − + − +  

， 
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我们可以得到： 

( )2 11
12

p  
=  − 

， 

那么(6)式的通解就是： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 1 1 2 2 2
1 2

1 1 2 2
1 1 2

cos cos

1 11 1cos cos 2
1 12 2

x t p t p t

t k t k k

β λ φ β λ φ

β φ β φ

= − + −

   
= − + + −   −   

。 

在这里我们有四个参数 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2, , ,β β φ φ ，这四个参数可以通过初始条件确定下来。因为我们有两个

质点，初始状态会给出每一个质点在 0t = 时的位置和速度，那么我们就可以通过四个方程算出这四个参

数。 
下面我们从物理角度来解释这个动力系统： 
1) 对于第一种模式，即 2

1kλ ω= = ，两个小球的运动是相同的，即 ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 2x t x t= 。这就意味着两个

小球之间的弹簧一直保持着一定的长度没有变化，它对振动的频率也没有任何影响。 
2) 对于第二种模式，即 2

1 22k kω = + ，两个小球的运动是对应相反的，即 ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 2x t x t= − 。这就意

味着两球之间的弹簧的伸缩量是两边弹簧的二倍。 
我们的分析结果表明这个系统的任意振动形式都可以用以上两种运动模式的线性组合来表示。 

3.3. 简正模式和能量守恒 

在上一部分我们已经看到了简正模式 ( ) ( )cosx t p tω ϕ= − 可以帮助我们找到方程(6)的解。下面这一

部分我们将会考虑更加一般的对角化过程以及解决具有 

( ) ( )2 0D G x t+ =   ，                                  (8) 

形式的齐次线性方程微分方程的过程。 
如果G 是可对角化的，也即，如果存在矩阵 P 使得 

1P GP GP P− = Λ ⇔ = Λ，                                (9) 

其中Λ是对角阵， 
2

1 1
2

2 2

0 0
0 0
λ ω

λ ω
  

Λ = =   
   

， 

那么我们可以按以下的步骤来解决(8)式：我们在(8)式左边乘上 1P− 然后再在算子的右边插入一个单位矩

阵 1I PP−= ，得到： 

( ) [ ]1 2 1 0P D G PP x− −+ = ， 

这个式子又可以写成： 

( ) [ ]2 1 1 0D P GP P x− −+ = 。 

将(9)式代入得： 

( ) ( )2 0D x t+ Λ =   ， 

在这里我们定义简正坐标： 
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( )

( )

1
1

2

x
x P x

x
−

 
= =   

 







。 

在这个基底下我们的方程是可对角化的因为包含 ( )jx 的那个方程不会包含其他的未知量。并且每个
( )jx 都对应一个唯一的特征频率 jω ，这里的 jω 则对应于对角矩阵Λ对角线上的第 j 个元素的平方根。 

在新的基底 x下方程是退耦的，每个等式都表示一个简谐振子的运动： 

( ) ( ) ( )2 2 0j
jD x tω+ = 。                                (10) 

根据前一部分的论述，我们知道(10)式的解的形式是： 
( ) ( ) ( )( )cosj j j

jx tβ ω φ= − ， 

其中 ( ) ( ),j jβ ϕ 将会通过初始条件确定下来。而 ( )jx 是原坐标 ( )ix 的线性组合。那么我们可以得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )cosj j j
i ij ij j

j j
x t P x t P tβ ω φ= = −∑ ∑ 。 

用向量形式表示则是： 

( ) ( ) ( ) ( )( )cosj j j
j

j
x t p tβ ω φ= −∑ ， 

其中 

( ) 1

2

jj

j

P
p

P
 

=  
 

， 

是G 的第 j 个特征向量，其对应的特征值为 2
jω 。 

其实矩阵 P 由G 的特征向量 ( ) ( )( )1 2,p p 组成，(9)式又等价于说：对任意 j ，特征向量 ( )jp 和特征值
2

j jλ ω= 将会解决特征值问题： 
( ) ( )j j

jGp p λ= 。 

在二维系统里我们对特征值问题有两个解，也即两个简正模式。那么(8)式的解就是以上两个解的线

性组合： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 2 2 2
1 2cos cosx t p t p tβ ω φ β ω φ= − + − 。 

相似的，在一个自由度为 n 的系统里，我们将会有 n 个这样的模式，而方程的通解将是这 n 个解的

线性组合。 
从我们之前的分析我们知道了三个弹簧对两个小球的力分别是： 

[ ]
[ ]
[ ]

1 1 1 1

2 2 2 1 2

3 3 2 3

,

,

,

F k y l

F k y y l

F k L y l

= − −

= − − −

= − − −

 

现在我们现在从能量的角度来分析这个系统，三个弹簧的势能为： 

[ ]
[ ]
[ ]

2
1 1 1 1

2
2 2 2 1 2

2
3 3 2 3

2 ,

2 ,

2 ,

V k y l

V k y y l

V k L y l

= −

= − −

= − −
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那么整个系统的势能为： 

( ) [ ] [ ] [ ]22 2
1 2 1 2 3 1 1 1 2 2 1 2 3 2 3, 2V y y V V V k y l k y y l k L y l = + + = − + − − + − −  。 

我们可以通过对势能求导展开得到在第 i 个小球的合力，即 iF V y= −∂ ∂ 。如果我们在平衡点用这个

方法求合力的话，那么我们一定得到： 0F = 。因为势能实际上是一个二次型，它的展开可以分为两部

分，一部分是系统在关于平衡位置伸长的势能，也是一个二次型；另一部分则是一个常数，也即应用等

式 ( ) ( )y t x t η= +  (其中η是固定的，并且η使得 iF V y= −∂ ∂ )我们可以得到： 

( ) ( )1 2 1 2, , constV y y V x x= + ， 

其中 

( ) ( )
222 2

1 2 1 1 2 2 1 3 2, 2V x x k x k x x k x = + − +  。 

现在我们考虑系统的动能： 

( ) ( )2 2
1 2 1 1 2 2, 2T x x m x m x= +    ， 

系统的总能量为： 

[ ]22 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2 1 3 2 2E T V m x m x k x k x x k x = + = + + + − +   ， 

方程用矩阵写出来就是： 

( )T T 2E x Mx x Kx= +  ，                                (11) 

其中 

1

2

0
0
m

M
m

 
=  
 

， 1 2 2

2 2 3

k k k
K

k k k
+ − 

=  − + 
， 

接下来我们求 E 对 t 求导数我们可以得到： 

[ ]

T T T T

T T T

d 1 1 1 1
d 2 2 2 2

1 1 0
2 2

E x Mx x Kx x Mx x Kx
t

x Mx Kx x K x M x

= + + +

 = + + + = 

     

   

， 

这样我们就可以直观的看到：加号两边的两个部分都分别为零，因为我们知道 0Mx Kx+ = 和

[ ]TT T 0x K x M Mx Kx+ = + =  。 
现在我们来考虑(11)式，我们对该式重新定标，令 i i iz x m= 。然后我们就会得到以下的表达式： 

T T1 1
2 2

E z z z Gz= +  ， 

在这里 
1 2 1 2G M KM− −= ， 

( )
( )

1 2 1 2 1 211 2

2 1 2 2 3 22

1 0
,

0 1

k k m k m mm
M G

k m m k k mm
−

   + −
  = =

   − +   
， 

我们可以知道在这里G 是依然是对称矩阵。 
从上式我们发现动能部分有一个单位矩阵，所以我们的问题就是势能部分。那么我们的下一步就是
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去对角化矩阵G 。而我们知道对称矩阵总是可对角化的，在这里我们用正交阵来使G 对角化： 

1T

2

0
0

P GP
λ

λ
 

= Λ =  
 

， 

类似于我们开始讨论简正坐标，系统的运动方程有以下的对角形式： 

( )2 0D z+ Λ = ， 

并且在这里 Tz P z= ，或者说 z Pz= 。用这个基底来表达能量式我们会得到： 

T T T T T1 1 1 1
2 2 2 2

E z z z P GPz z z z z= + = + Λ   

        。 

那么我们最后的表达式就是对角的。更加具体地说，我们用简正坐标的时候我们的势能表达式为： 

( ) ( )2
2 j

j
j

V zλ= ∑  ， 

再考虑到系统的动能为 TT z z=  ，那么每一个简正模式在贡献能量方面都是独立的： 

( )( ) ( )( )2 2
2j j

j j j jE T V z zλ = + = +  


  ， 

jjE E= ∑ 。 

而实际上在每个简正模式下，能量都是守恒的： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d 0
d

j j j j j j
j j jE z z z z z z z

t
λ λ = + = + = 

    

       。 

这也是简正模式十分重要的一个特点。 

4. 从 FPU 问题到孤立子 

4.1. 从 FPU 问题到 KdV 方程 

在讨论 FPU 问题的数学模型时，我们得到了下式[3]： 

( ) ( )2 22
1 1

ˆ
i i i i i imy k y y y y yδ α + −

 = + − − −  ，                       (12) 

其中 

( )2
1 1

ˆ 2i i i iy y y yδ + −≡ − + 。 

现在我们来考虑真正的 FPU 问题，即包含非线性部分的 FPU 问题。 
1965 年 Kruskal 和 Zabusky 研究了有关 FPU 问题的连续极限问题。他们用一个关于时间和位置的连

续函数逼近 y ，并且在 y 这一点对函数进行泰勒展开： 

( )( ) 2 3 4
1 1 2 3! 4!i z zz zzz zzzzy y i l y ly l y l y l y± = ± = ± + ± + +， 

其中 z il= 。我们令 ( ), , , ,h l L x z L L Nl t h k mτ ω ω= = = = = ，然后可以得到： 

h
t

ω
τ

∂ ∂
=

∂ ∂
。 

然后再将泰勒展式代入(12)式，那么就会得到连续方程： 
2 22 2 4 2 212 2 2xx xxxx x xx x xxh y h y h y hy h y hy h yττ α     = + ⋅ + + ⋅ + − − ⋅ +     

 
， 
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也即： 
2

12xx xxxx x xx
hy y y y yττ ε= + + +，                            (13) 

其中 2ahε = ，并且我们忽略次数高的项。这个等式是由 Boussinesq 得到的。在这里我们对此等式有以下

四个讨论： 
1) 当 2 1h  并且

2 1ε  时，我们就可以忽略 2 12xxxxh y 和 x xxy yε 。那么(13)式就可以看成以下的线性

波动方程： 

xxy yττ = 。 

2) 当 2 12h ε
，那么我们可以忽略 x xxy yε 项。(13)式就变成了以下线性波动方程： 

2

12xx xxxx
hy y yττ = + 。 

3) 当 2 12h ε
，那么我们可以忽略 2 12xxxxh y 。(13)式就变成了： 

xx x xxy y y yττ ε= + 。 

4) 当 2 12 1h ε≈ 
，这时候将出现“最大平衡”的情形，这也是最有意思的一个情形，我们将在下

面详细讨论。接下来我们尝试找具有以下形式的 y 作为方程的解： 

( ), ; , , 2y X T X x Tε τ ετΦ = − = ， 

这里我们有： 

2X T
ε

τ
∂ ∂ ∂

= − +
∂ ∂ ∂

， 

22 2 2 2

2 2 24X TX T
εε

ττ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = = − + ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ 

， 

x X
∂ ∂
=

∂ ∂
， 

将得到的这三个式子代入连续极限(13)式得到： 
2 2 2 2 2 4 2

2 2 2 4 24 12
h

X T XX T X X X
εε ε

 ∂ Φ ∂Φ ∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ ∂Φ ∂ Φ
− + = + + ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

。 

下面我们令u X= ∂Φ ∂ 并且忽略掉 ( )2O ε ，那么我们就会得到： 
2 0T X XXXu uu uδ+ + = ，                                (14) 

其中 2 2 12hδ ε= 并且 ( ), 0u x 是初始条件。式(14)其实就是著名的Korteweg-de Vries (KdV)方程。Boussinesq
得出来(13)和(14)式，后来 Korteweg 和 de Vries 找到了这个方程的椭圆余弦波解。在 19 世纪 60 年代之前，

KdV 方程最主要的用来研究水波，而且当时许多数学家对 KdV 方程并不感兴趣，他们的精力集中于线性

方程上。 
所以我们通过对 FPU 问题进行线性极限的讨论，得到了熟知的 KdV 方程。 

4.2. 从 KdV 方程到孤立子 

在上面的讨论中我们得到了 KdV 方程即(14)式，不失一般性我们可以考虑下列方程： 

6 0t x xxxu uu u− + = 。 
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我们考虑具有 ( ) ( ),u x t f ζ= 形式的行波解，其中 x ctζ = − ， c 为常数。那么我们的方程就变成了： 
6 0cf ff f′ ′ ′′′− − + = ， 

对方程两边同时积分可以得到： 
23cf f f A′′− − + = ， 

在上式两边同时乘上 f ′再积分可得： 
3 22 2f f cf Af B′ = + + + ， 

为了得到孤立波解我们要求当ζ → ±∞时， , ,f f f′ ′′，同时我们取 0A B= = ，那么就有 

( ) ( )2 2 2f f f c′ = + ， 

从而： 

( )1 2
d d

2
f

f f c
ζ= ±

+∫ ∫ ， 

下面我们令 2 2g f c= + ，那么上式将变成： 

2
d2 dg

g c
ζ= ±

−∫ ∫ ， 

可解得 

2
1 e c

cg c
ζ±

= −
−

， 

再由 ( )2 2f g c= − 可得： 

( ) ( )2 1 2
0

1 1sech
2 2

f x ct c c x ct x − = − − − 
 

。 

这样我们就得到了孤波解。现在我们画出 0, 5, 10, 15t t t t= = = = 时刻的图像(图 3)。 
 

 
Figure 3. 1-soliton 
图 3. 单孤子 
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Figure 4. 2-soliton 
图 4. 两孤子 

 
通过图像我们可以看到随着时间的推移我们的波形并没有变化，孤波仅仅发生了位置的改变，这也

就是我们所说的孤立子。我们还可以观察两个孤立波解的情况，给出解的表达式为[4]： 

( )
( ) ( )
( )

22 2 2 2
1 1 2 2 2 1 1 2 2 2 1 1 2 1 2

2
1 2 2 1 2

2
, 2

1

k E k E k k E E A k E k E E E
u x t

E E A E E

+ + − + +
= −

+ + +
， 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )2 23
1 2 2 1 1 2exp , 1, 2 ,i i i i iE k x k t i A k k k kθ θ α= = − + = = − + ，下面我们取 1 1k = ， 2 2k = ，

1 2 0α α= = 画出图 4，其中横坐标为时间纵坐标为位置，在图中我们可以看出两列孤波在 0t = 和 15t = 之

间相遇，而在相遇前后两列波的颜色与相遇之前比较是没有区别的，仅仅是两个波的传播方向发生了一

个小的位移，这就表明两列孤波相遇之后，波形保持不变，这是孤波的一个重要特点。 
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