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Abstract 
The uncertainty principle is the elementary rule in the crossed fields of mathematics, information 
and physics and so on, which plays an important role in scientific sense and engineering value. 
This paper discussed the mathematical problems in the research of widely studied generalized 
uncertainty principles (i.e., the generalized uncertainty principles on time-frequency analysis and 
the generalized uncertainty principles on sparse representation), including the extension of the 
traditional inequalities to the generalized domains, the optimization of various p-norms, the op-
timal matrix factorization and so on. The review of these mathematical problems is the focus in 
this paper, and the disadvantages and the future work of these mathematical problems are dis-
cussed as well. 
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摘  要 

测不准原理(Uncertainty Principle，又称不确定原理)是数学、信息学与信号处理、物理学等交叉学科

中的基本法则，具有重要的理论意义和价值。本文从数学角度出发，针对近年来受到广泛关注和研究的

广义不确定原理(即时频分析广义测不准原理和信号稀疏表示广义测不准原理两大方面)，给出了广义不

确定原理研究中所涉及的主要数学问题，包括传统数学不等式在广义域内的推导证明、信号不同范数下

的优化求解、矩阵优化分解等问题，既包括特定广义域内的推导证明，又包括不同变换基函数或框架下

的数学优化，对于广义测不准原理中的数学问题进行了总结，并给出了其存在的问题，讨论了下一步可

能的研究思路和方向。 
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广义测不准原理，稀疏表示，时频分析，分辨率分析，范数，熵，矩阵分解 

 
 

1. 引言 

测不准原理最初由德国物理学家 Heisenberg [1]于 1927 年提出，又称 Heisenberg 测不准原理，它的

提出解释了量子力学存在的基本问题，即不能同时确定两个共轭变量(例如，位置和速度，时间和频率)
的测量精度，这两个共轭变量准确度的乘积存在下界。Heisenberg 测不准原理已证明其不仅是物理学领

域的一个基本问题，而且在很多其它领域(数学、信息学、社会科学等)中[2]-[31]也是一条通用的自然法

则。随着研究的深入，测不准原理得到了进一步的扩展，先后提出了应用于时频平面分辨率分析的加窗

测不准原理[4] [9] [10] [14] [20]，数学理论中的对数测不准原理[4] [11] [12]，量子力学与信息学中的熵(主
要包括香农熵、Renyi 熵外、Tsallis 熵、黑洞普朗克熵等)测不准原理[4] [5] [8] [21]-[30]，广义域(分数阶

Fourier 变换域和线性正则变换域)内的测不准原理[31]-[56]，信号稀疏表示[57]-[83]相关的广义测不准原

理等，这些工作在各学科领域的理论和应用研究中发挥出了重要的作用，同时也给出了一个重要的启示：

在不同的域内，测不准原理具有不同的下限，研究和获得这些下限，可以进一步指导各种理论研究和工

程应用工作。 
在信息领域，Heisenberg 测不准原理一般来讲有两层传统含义：一是时间分辨率和频率分辨率不能

够同时无限制地提高，它们的乘积存在一个下限；二是时间分辨率和频率分辨率之间存在着相互制约的

关系，即如果要提高频率分辨率就得降低时间分辨率，反之亦然。但是，一直以来，测不准原理都被认

为是“消极”的，人们在该领域的研究[1]-[56]主要是如何更深刻地理解和有效地降低这种消极程度，这

类广义测不准原理我们称之为时频分析广义测不准原理。时频分析广义测不准原理把不同的基函数单独

或独立对信号进行表示，一般来讲只是对信号在单域内聚集程度(或独立的两个域内聚集程度之和/积)进
行理论论证和分析。 

然而，最近 Denoho 等人的压缩感知理论[59]-[63]却揭示了测不准原理“积极”的一面，任何由测不

准原理带来的“积极”内容都将是令人吃惊的(surprising) [69]。例如，当某信号的基函数集的变换系数支

撑之和小于某个特定值时，信号就可以用这些基函数集唯一地最佳稀疏表示，这就告诉了我们如何选择

最佳的基函数集对信号进行稀疏表示，显然是“积极”的，这类广义测不准原理我们称之为稀疏表示广

义测不准原理。稀疏表示广义测不准原理一般把多个基函数作为信号表示的一个整体基函数进行信号的
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表示分析，其目的就是阐释信号如何才能最佳稀疏表示，因此可以对信号的最佳稀疏表示进行理论和工

程指导。实际上，稀疏表示理论(包括完备字典、过完备字典等概念)先于压缩感知概念[79] [80]，它可以

看作压缩感知的组成部分，但又可独立于压缩感知理论。尽管早期的稀疏表示[79] [80]并不是从广义测不

准原理入手的，但是目前的研究表明，稀疏表示广义测不准原理是信号稀疏表示的理论基础，可以对信

号的最佳稀疏表示进行有效的理论和工程指导。 
时频分析广义测不准原理[1]-[56]与稀疏表示广义测不准原理[57]-[83]最大的区别在于：稀疏表示广

义测不准原理一般把多个基函数作为信号表示的一个整体基函数进行信号的表示分析，其目的就是阐释

信号如何才能最佳稀疏表示，包括信号最佳稀疏表示的理论条件、信号唯一稀疏表示的边界条件、信号

稀疏表示的程度和范围、信号稀疏表示的工程判据等等，因此可以对信号的最佳稀疏表示进行理论和工

程指导；而时频分析广义测不准原理则把不同的基函数单独或独立对信号进行表示，一般来讲只是对信

号在单域内聚集程度(或独立的两个域内聚集程度之和或积)进行理论论证和分析，多数用来分析时频分辨

率及分辨率之间的关系。 
本论文将从两类广义测不准原理的角度出发，针对信号处理中的广义测不准原理理论研究中所涉及

的数学问题进行分析研究，给出信号处理中的广义测不准原理研究中的数学问题，旨在为更好地研究广

义测不准原理的理论及其信息学中应用提供一定的依据。 

2. 时频分析广义测不准原理中的数学问题 

时频分析广义测不准原理把不同的基函数单独或独立对信号进行表示，一般来讲只是对信号在单域

内聚集程度(或独立的两个域内聚集程度之和/积)进行理论论证和分析，多数用来分析时频分辨率及分辨

率之间的关系。 
时频分析广义测不准原理主要是指在分数阶Fourier变换域和线性正则变换域内的传统时频平面分辨

率分析的 Heisenberg 测不准原理、加窗测不准原理[4] [14] [9] [10] [20]、对数测不准原理[4] [11] [12]、熵

(主要包括香农熵、Renyi 熵外、Tsallis 熵、黑洞普朗克熵等)测不准原理[4] [5] [8] [21]-[30]等的扩展，把

这些测不准原理从传统的时域与频域拓展到时域与广义域内(分数阶 Fourier 变换域和线性正则变换域

内)，或者拓展到广义域内与广义域内(即两个域均是分数阶 Fourier 变换域或线性正则变换域) [31]-[56]。
在这些广义测不准原理的推导证明过程中所涉及的主要数学公式或性质(或主要数学问题)包括：变量代

换、Parseval 准则、Cauchy-Schwartz 不等式、Minkowski 不等式、Hausdorff-Young 不等式以及 Pitt 不等

式等数学问题。 
由于分数阶 Fourier 变换可以作为线性正则变换的特例对待，所以本文主要以线性正则变换为例加以

讨论。首先给出线性正则变换的数学定义及主要特性，以及这些特性的相关应用。然后讨论了广义测不

准原理推导证明过程中常用的 Minkowski 不等式、广义 Hausdorff-Young 不等式、广义 Pitt 不等式、变量

代换等数学问题，并给出了相应的广义形式推导和典型应用示例(具有启示作用)。 

2.1. LCT 基本定义和数学特性及应用 

给定任意信号 ( )f t  ( ( ) 2
1f t = )，其线性正则变换定义[54]-[56]如下： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )

( )

2 2

2

, , ,, , , , , ,

2 2

2

, d

1 e e e d 0, 1
2π

e d 0

a b c da b c d a b c d

idu iut iat
b b b

icdu

F u F f t f t K u t t

f t t b ad bc
i b

d f u b

∞

−∞

−
∞

−∞

= =


 ⋅ ≠ − == 

 ⋅ =

∫

∫ ,                (1) 
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其主要性质： 

1) 叠加特性： ( ) ( ) ( )( ){ } ( ) ( )( )
2 2 2 2 1 1 1 1, , , , , , , , ,a b c d a b c d e f g hF F f t F f t= ,                      (2) 

其中 2 2 1 1

2 2 1 1

a b a be f
C A B

c d c dg h
    

= = ⋅ = ⋅    
     

。 

2) 可逆性： ( ) ( ) ( )( ){ } ( )
2 2 2 2 1 1 1 1, , , , , ,a b c d a b c dF F f t f t= ,                                (3) 

其中， 2 2 1 1

2 2 1 1

1 0
0 1

a b a b
c d c d

     
⋅ =     

    
。 

3) 时移性： ( ) ( ){ } ( ) ( )
2

2
, , , , , ,e e

aci icu
a b c d a b c dF f t F u a

τ ττ τ
−

− = − ,                        (4) 

4) 尺度特性： ( ) ( ) ( ), , , , , ,
1

a b c d a b c d
tF f F uρ σ ρ σσ σ

    =  
   

,                           (5) 

5) 乘积特性： ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ), , ,
, , , , , ,

d

d
a b c d

a b c d a b c d

F u
F tf t u d F u ib

u
= ⋅ ⋅ + ,                  (6) 

6) 广义 Parseval 准则： ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,d da b c d a b c df t g t t F u G u u
∞ ∞∗ ∗

−∞ −∞
=∫ ∫ .             (7) 

Parseval 准则/定理的物理意义是能量守恒，时域能量等于频域能量，不会因为变换而发生改变。而

广义 Parseval 准则讨论了在广义域内(分数阶 Fourier 变换域和线性正则变换域内)的能量守恒问题，即时

域能量等于广义频域能量。 
除了 Parseval 准则以外，Cauchy-Schwartz 不等式也是广义测不准原理证明过程中常用的数学法则。

数学上，Cauchy-Schwartz 不等式，又称 Schwartz 不等式。Cauchy-Schwartz 不等式表明，若 f 和 g 是实

或复内积空间的元素，则有 
2

, , ,f g f f g g≤ ⋅ ， 

等式成立当且仅当 f 和 g 是线性相关的。Cauchy-Schwartz 不等式的一个重要结果，是内积为连续函

数，例如下面的证明过程： 
根据乘积特性(6)和广义 Parseval 准则(7)，可得 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

2 22
1 1, , , d da b c du F u u a tf t ib f t t

+∞ +∞

−∞ −∞
′= −∫ ∫ ,                      (8) 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2 22
2 2, , , d da b c dv F v v a tf t ib f t t

+∞ +∞

−∞ −∞
′= −∫ ∫ .                     (9) 

上述两式应用 Cauchy-Schwartz 不等式，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2

2
2 22 2

1 1 2 2, , , , , ,

d d
d d d

d da b c d a b c d

f t f t
u F u u v F v v a t f t i b a t f t i b t

t t

∗+∞
+∞ +∞

−∞ −∞
−∞

  
⋅ ≥ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅  

  
∫ ∫ ∫ . 

对于实数函数 ( )f t ，有 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

2

1 1 2 2

2
22 2

1 2 1 2 1 2 2 1

d d
d

d d

d

f t f t
a t f t i b a t f t i b t

t t

a a t f t b b f t i a b a b tf t f t t

∗+∞

−∞

+∞

−∞

  
⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅   

  

′ ′= + + −

∫

∫

. 
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所以，进一步得到一个广义测不准原理的结果： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2

2 22 2 1 2 2 12 2 2 1 2
1 2, , , , , , 2d d

4 4a b c d a b c d

a b a b b bu F u u v F v v a a t
t

+∞ +∞

−∞ −∞

−  ⋅ ≥ + ∆ + ∆ ∫ ∫ . 

Cauchy-Schwartz 不等式有另一形式，还可以用范数(见论文第三部分)的写法表示： 

,f g f g≤ ⋅ . 

有关线性正则变换(及分数阶 Fourier 变换)的其他详细论述可参阅文献[54]-[56]。 

2.2. Minkowski 不等式 

Minkowski 不等式在广义测不准原理的推导中也颇为重要，首先简要回顾下 Minkowski 不等式的推

导过程。我们考虑连续函数形式 pf g+ 的 p 次幂： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1
d d

pb bp pp

a a
f t g t t f t g t f t g t t

⋅ −
+ = + +∫ ∫  

用三角形不等式展开： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
d d

b bp p

a a
f t g t f t f t g t t g t f t g t t

− −
+ ≤ + + +∫ ∫ . 

用赫尔德不等式，上式右侧 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

1 11 1
1 1

11 1
1

d d d d

d

b b b bp q p p q pq qp p

a a a a

b b bp p q p qp p

a a a

f t t f t g t t g t t f t g t t

f t t g t dt f t g t dt

− −

−

≤ + + +

 
 = + +
  

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
. 

利用关系式
1 1 1
p q

+ = ，最终得到 Minkowski 不等式： 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
1 1 1

d d d
b b bp p pp p p

a a a
f t g t t f t t g t t+ ≤ +∫ ∫ ∫ . 

类似地，得到多路信号的 Minkowski 不等式[53]为： 

( ) ( )( )
1

1

1 1
d d

n n

l l l l
l l

t t t t
λγ λγ

ξ η ξ ξ
∞ ∞

−∞ −∞
= =

 
≤  

 
∑ ∑∫ ∫ , 

( ) ( )( )
1

1

1 1
d d

n n

l l l l
l l

t t t t
θθ θθ

ξ ρ ξ ρ
∞ ∞

−∞ −∞
= =

 
≥  

 
∑ ∑∫ ∫ . 

应用该公式，可以得到多路信号的广义熵测不准原理： 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

2 2
, , 1 2 2 1

1 1

ln π ln π
ln

2 1 2 1

n n

l l B l l A
l l

H F v H F u a b a bθ λ

θ λ
ξ ξ

θ λ= =

   + ≥ + + −    − −   
∑ ∑ . 

2.3. 广义 Hausdorff-Young 不等式 

使用变量替换原理，可以推导 LCT 域内的广义 Hausdorff-Young 不等式。 
考虑W. Beckner的Hausdorff-Young不等式[11] [12] [23] [26] 
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( ) ( )
1 21 1

2π 2π

q p

p q

q pF u f t
    ≤          

, 

其中 1 1 1
p q

+ = ，1 2q< ≤ ， ( ) ( )( )1
d

pp

p
F u F u u

∞

−∞
= ∫ ， ( ) ( )( )1

d
qq

q
f t f t t

∞

−∞
= ∫ 。 

首先假定 , , ,l l l la b c d ∈ R  ( 1, 2,3l = )，且设 ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

2
3

, , ,
3

exp
2a b c d
a uG u F u i

b
 

= − 
 

，  

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1
1 1 1 1

, , ,
, , ,

a b c d
a b c dF u F f t= ， ( ) ( )1 e d

2π
iutg t G u u

∞

−∞
= ∫ 。 

应用等式 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1 1 1 1

2
3

, , , , , ,
3

exp
2a b c d a b c d
a uF u i F u

b
 

− = 
 

，即得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1 1 1 1

2
3

, , , , , ,
3

exp
2a b c d a b c dp p

p

a uG u F u i F u
b

 
= − = 

 
, 

即 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 21 1

, , , 2π 2π

q p

a b c dp qp

q pG u F u g t
    = ≤          

. 

由于 ( ) ( )( )1g t F G u−= ，所以 

( ) ( ) ( ) ( ) 3

1
11

3
3 3

1 1 1d d e d d
2π

qqq iutqq q
b

q
g t g t t g t b t G u u t

b b
∞ ∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞ −∞

     = = =           
∫ ∫ ∫ ∫ . 

通过变量代换，并应用 Fourier 变换定义可得： 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1

1 1 1 1

1

2
3

, , ,
3 3 3

2 2
3 3

, , ,
3 3 3 3

2
3 3

3 3

1 1 exp exp d d
2π 2

1 exp exp exp d
2 π 2 21 d

1exp
2

q q

a b c dq

q

a b c d

a u iutg t F u i u t
b b b

d t a u iutF u i i u
ib b b b

t
b d ti

b ib

∞ ∞

−∞ −∞

∞

−∞∞

−∞

     = −       

       − −          =    −    

∫ ∫

∫
∫

( ) ( )

( )
( ) ( )( )

1 1 1 1

3 3 3 3
1 1 1 1

1

11
2 21

3 323 , , ,
3 3 3 3 3

1
1

, , ,23 , , ,
3

1 1 exp exp exp d d
2 2 2

1

q

q qq

a b c d

q
d b c a

a b c d
q

d t a u iutb F u i i u t
b ib b b b

b F F u
b

π
∞ ∞

−∞ −∞

− −

         = − −                 

 
=   

 

∫ ∫

. 

令 3 32 2 1 1

3 32 2 1 1

d ba b a b
c ac d c d

−    
= ⋅    −    

，即得 

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )3 3 3 3

1 1 1 1 2 2 2 2

, , ,
, , , , , ,

d b c a
a b c d a b c dF F u F u− − = 和 3 1 2 2 1b a b a b= − + . 

所以 ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

1
1
21 2 2 1 , , ,

1 2 2 1

1 q

a b c dq q
g t a b a b F u

a b a b
 

= −  − 
. 
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所以 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2

1 2 11 1 1
21 2 2 1, , , , , ,

1 2 2 1

1
2π 2π

qq p

a b c d a b c dp q

q pF u a b a b F u
a b a b

      ≤ −          −      
. 

广义分数阶 Fourier 变换域的 Hausdorff-Young 不等式，与变换参数 a、b 有关，与 c、d 无关。 
当 ( ) ( )1 1 1 1, , , 0,1, 1,0a b c d = − 和 ( ) ( )2 2 2 2, , , 1,0,0,1a b c d = 时，则 

( ) ( )
1 21 1

2π 2π

q p

p q

q pf t F u
    ≤          

. 

上式是传统 Hausdorff-Young 不等式的第二种书写版本。特别是，当 2p q= = 时，即可得到广义分数

阶 Fourier 变换域的 Parseval 准则 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2

2 2

, , , , , ,d da b c d a b c dF u u F u u
∞ ∞

−∞ −∞
=∫ ∫ . 

根据 p 和 q 的关系，即可得到广义分数阶 Fourier 变换域的 Hausdorff-Young 不等式的第二种形式 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2

1 21 1 11
21 2 2 1 , , , , , ,

1 2 2 1

1
2π 2π

p q p

a b c d a b c dp q

q pa b a b F u F u
a b a b

      − ≤          −       
 

和 

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1

2 2 2 2

1
1
21 2 2 1 , , ,

1 2 2 1
1 21 1

, , ,

1

1

2π 2π

p

a b c d p

q p

a b c d q

a b a b F u
a b a b

q p F u

 
−  −  ≤

    
         

. 

对上式两边取对数，可得 

( ) 0S q ≤ , 

其中，

( )
( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1

2 2 2 2

, , ,
1 2 2 1 1 2 2 1

, , ,

ln dln ln
2

ln dln ln
2π 2π

2 2

p

a b c d

q

a b c d

F u ua b a b a b a b
S q

p p
p qF u u

p q q

∞

−∞

∞

−∞

 
 − −  = − + +

 
 
 + − −

∫

∫
，

1 1 1
p q

+ = ，1 2q< ≤ 。 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1
, , , 1

, , , , , ,
2

1
, , ,

, , ,

2 2 2

, , , , , ,

ln d
ln d

1 d

ln 1 ln d1 1 ln
2 2

ln d1

q
qq

a b c d q
a b c d a b c d

q
q

a b c d

q

a b c d

q

a b c d a b c d

F u u
F u F u u

S q
q

q q F u u

q
F u uq q

q q q

F u F u u

q

∞ − ∞ −−∞
−∞

∞ −
−∞

∞

−∞

∞

−∞

 
  
 ′ = −

−

   −   − −   + − +

−

∫ ∫

∫

∫

( ) ( )
2 2 2 2

1 2 2 12 2

, , ,

1 1ln ln 2π
d

q

a b c d

a b a b
q qF u u

∞

−∞

− − −
∫

∫

. 

根据广义分数阶 Fourier 变换域的 Hausdorff-Young 不等式，
1 1 1
p q

+ = 以及 Parseval 准则，可得
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( )2 0S = 。 

当1 2q< ≤ 时， ( ) 0S q ≤ ，所以 

( ) ( )2 2 0S S−′ ′= ≥ . 

结合条件 ( ) 2
1f t = ，可得 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )2 22 2
ln d ln d ln π sinF v F v v F u F u u eα α β β α β

∞ ∞

−∞ −∞
− − ≥ −∫ ∫ , 

即 ( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( )
1 1 1 1 2 2 2 2

2 2

1 2 2 1, , , , , , ln πa b c d a b c dH F u H F u e a b a b+ ≥ − . 

这样，就可以应用广义 Hausdorff-Young 不等式得到广义熵测不准原理。 

2.4. 广义 Pitt 不等式 

类似于上节，使用变量替换原理，可以推导 LCT 域内的广义 Pitt 不等式，从而进一步推导出广义对

数测不准原理。 
根据W. Beckner [11] [12] [23] [26]的Pitt不等式 

( ) ( )2 2
d du F u u M t f t tλ λ

λ
∞ ∞−

−∞ −∞
≤∫ ∫ , 

其中

2
1 1

4 4
Mλ

λ λ − +    = Γ Γ        
， 0 1λ≤ < ， ( ) ( )1 e d

2π
iutF u f t t

∞ −

−∞
= ∫ 。 

首先，不妨假定 , , ,l l l la b c d ∈ R  和 0lb ≠  ( 1, 2,3l = )。 

设 ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

2
3

, , ,
3

exp
2a b c d
a uG u F u i

b
 

= − 
 

， ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1 1 1 1 1 1 1, , , , , ,a b c d a b c dF u F f t= ， ( ) ( )1 e d

2π
iutg t G u u

∞

−∞
= ∫ ，可

得： 

( ) ( ) ( )
1 1 1 1

22
, , ,d da b c du G u u u F u uλ λ∞ ∞− −

−∞ −∞
=∫ ∫ , 

所以 ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

2 2
, , , d da b c du F u u M t g t tλ λ

λ
∞ ∞−

−∞ −∞
≤∫ ∫ . 

根据 ( )g t 的尺度特性，可得 

( )
2 2

2

1
3 3 3 33

1d dt t t tt g t t g d t g t
b b b bb

λ
λ λ

λ

∞ ∞ ∞

+−∞ −∞ −∞

   
= =   

   
∫ ∫ ∫ . 

应用 ( ) 3

22

3

1 e d
2π

uti
btg G u u

b
∞

−∞

 
= 

 
∫ ，并进行变量代换，可得 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

2
3

3 3
1 1 1 1

2 2
3 3

3 3 3
1 1 1 1

1 1 1 13 3 3 3

22
2

, , ,
3

2

2 2
, , ,

3
2

3

3 3

2

3 , , ,, , ,

1 e e d
2π

1 e e e d
2 π

1exp
2

a u uti i
b b

a b c d

a u d tuti i i
b b b

a b c d

a b c dd b c a

tg F u u
b

F u u
ib

d ti
b ib

b F F t

−∞

−∞

− −∞

−∞

− −

 
= 

 

=
 

− 
 

=

∫

∫
. 
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所以 

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1 13 3 3 3

22
, , ,, , ,

3

1d da b c dd b c at g t t t F F t t
b

λ λ
λ

∞ ∞

− −−∞ −∞
=∫ ∫ . 

令 t v= ，并将其代入上式，可得： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1 1 1 1 1 13 3 3 3

22

, , , , , ,, , ,
3

d da b c d a b c dd b c a
Mu F u u v F F v v
b

λ λλ
λ

∞ ∞−
− −−∞ −∞

≤∫ ∫ . 

设 3 32 2 1 1

3 32 2 1 1

d ba b a b
c ac d c d

−    
= ⋅    −    

，则 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 23 3 3 3 , , , , , ,, , , a b c d a b c dd b c aF F v F v− − = 和 3 1 2 2 1b a b a b= − + 。 

综合上述各式，可得： 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2

2 2

, , , , , ,
1 2 2 1

d da b c d a b c d
Mu F u u v F v v

a b a b
λ λλ

λ

∞ ∞−

−∞ −∞
≤

−∫ ∫ . 

广义分数阶 Fourier 变换域的 Pitt 不等式与变换参数 a、b 有关，与 c、d 无关，因为 c 和 d 只起尺度

变换和调制的作用，其证明过程可以看出尺度变换 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , , , ,a b c d a b c dF f t F f tρ ρ ρ ρρ ρ = 和调制

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1 1 1 1

2
3

, , , , , ,
3

exp
2a b c d a b c d
a uF u i F u

b
 

− = 
 

的影响被消除了。当 ( ) ( )1 1 1 1, , , 0,1, 1,0a b c d = − 且 

( ) ( )2 2 2 2, , , 1,0,0,1a b c d = 时，可得： 

( ) ( )2 2
d dt f t t M u F u uλ λ

λ
∞ ∞−

−∞ −∞
≤∫ ∫ . 

上式是传统 Pitt 不等式的第二种书写形式。 
当 0λ = 时，即为 Parseval 准则 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2

2 2

, , , , , ,d da b c d a b c dF u u F u t
∞ ∞

−∞ −∞
=∫ ∫ . 

设 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

1 2 2 1 , , , , , ,d da b c d a b c dS a b a b u F u u M v F v vλ λ λ
λλ

∞ ∞−

−∞ −∞
= − −∫ ∫  

所以 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1

1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

2

1 2 2 1 1 2 2 1 , , ,

2

1 2 2 1 , , ,

2 2

, , , , , ,

ln d

ln d

ln d d

a b c d

a b c d

a b c d a b c d

S a b a b a b a b u F u u

a b a b u u F u u

M v v F v v M v F v v

λ λ

λ λ

λ λ
λ λ

λ
∞ −

−∞

∞ −

−∞

∞ ∞

−∞ −∞

′ = − −

− −

′− −

∫

∫

∫ ∫

, 

其中， ( )
2 2

4

1 1 1 1 1 1 1 1
2 4 4 4 2 4 4 4

1
4

Mλ

λ λ λ λ λ λ

λ

− − + + + −           ′ ′− Γ Γ Γ − Γ Γ Γ           
           ′ =

+ Γ  
 

 

当 0 1λ≤ < 时， ( ) 0S λ ≤ ，且 ( )0 0S = 和 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2

2 2

, , , , , ,d d 1a b c d a b c dF u u F v v
∞ ∞

−∞ −∞
= =∫ ∫ ，所以 

( )0 0S ′ + ≤ . 

所以 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )1 1 1 1 2 2 2 2

2 2

1 2 2 1, , , , , ,

1 4
ln d ln d ln

1 4a b c d a b c du F u u v F v v a b a b
∞ ∞

−∞ −∞

′Γ
+ ≥ − +

Γ∫ ∫ , 
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即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )1 1 1 1 2 2 2 2

2 22 2 2
1 2 2 1, , , , , ,

2 1 4
ln d ln d ln

1 4a b c d a b c du F u u v F v v a b a b
∞ ∞

−∞ −∞

′Γ
+ ≥ − +

Γ∫ ∫ . 

当 ( ) ( )1 1 1 1, , , cos ,sin , sin , cosa b c d α α α α= − 和 ( ) ( )2 2 2 2, , , cos ,sin , sin , cosa b c d β β β β= − 时，则有 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

22 22 2 2 1 4
ln d ln d ln sin

1 4
u F u u v F v vα β α β

∞ ∞

−∞ −∞

′Γ
+ ≥ − +

Γ∫ ∫ . 

上式为分数阶 Fourier 变换域内的广义对数测不准原理。 

2.5. 不同广义测不准原理证明过程中的数学问题 

上面几个小节只是给出了几个广义测不准原理推到证明过程中的几个数学法则或不等式的应用，本

部分采用表格的方式把所有时频分析广义测不准原理对应的数学法则或不等式(数学问题)进行总结，以提

供一个直观的比较和分析(其中包括我们前期研究的部分工作[31]-[35] [41]-[43] [48]) (表 1~6)。 

3. 信号稀疏表示广义测不准原理中的数学理论及方法 

有关信号稀疏表示的广义测不准原理可以追溯到 Denoho 等人于 1989 年提出的理论[60]，其主要阐

述用栅栏基信号(spikes)和正弦基信号(二者称为时频原子基)表示有限支撑的离散信号和模拟信号的测不

准原理问题，给出了信号稀疏表示广义测不准原理雏形，得出了给定能量(2-范数下的定义)的离散信号所

对应局部支撑乘积的下限。后来，Denoho 等人又于 2001 年正式给出了把时频原子基作为一个具有过完

备性的字典来进行信号稀疏表示的性能边界条件[63]。由于信号稀疏表示采用最小 0-范数来进行量化和

界定，但是最小 0-范数的求解是个 NP 问题(即数学上需要把所有的情况都穷举完才能找到最优的解，目

前 NP 问题也是困扰数学界多年的难题之一)，所以 Denoho 等人又给出了信号稀疏表示的最小 0-范数和

最小 1-范数等价的广义测不准原理边界条件，而最小 1-范数在数学上是个凸问题，可以通过优化算法进

行有效的求解，从而简化了稀疏分解问题。Denoho 等人尽管只是给出了时频原子基的广义测不准原理，

但是该工作在后来 Patrick 等人的论文[70]中被称之为信号稀疏表示及重构方面研究的里程碑。 
在此基础上，Elad 等人于 2002 年提出了任意两个正交基集的稀疏表示广义测不准原理[64]，从时频

原子基扩展到任意两个正交基集，并且给出了更为严格的 0-范数和 1-范数等价的测不准原理边界条件。

后来，Feuer 和 Nemirovski 等人证明了这些条件是充要条件[65] [66]。同时，Fuchs 等人也进行了类似的

工作[67] [68]并在一些扩展空间上给出了相似的结论。 
但是，从信号稀疏分解的角度来看，自然界中的信号千变万化，用两个正交基集不一定能够得到理

想的稀疏表示结果，两个正交基集显然也不总是稀疏分解的基函数集的最佳选择。所以，Patrick 等人于

2012 年又提出了两个非正交基集的广义测不准原理[70]，其中每个非正交基序列都是冗余的，可以独立

实现对信号的稀疏表示(但不一定最佳稀疏表示)，从而把两个正交基集扩展到更为一般的两个基函数集，

而且优化了广义测不准原理的边界条件。2013 年，Benjamin 等人则从支撑和框架角度进行了时频分析广

义测不准原理的理论阐述[71]，给出了一些新的概念和定义，为后期稀疏表示方面熵的广义测不准原理的

研究提供了一定的基础。另外，Yonina 则针对平移不变模拟信号进行了稀疏表示广义测不准原理的理论

研究[74]。 
在前人研究基础上，我们针对正交基集，对信号唯一最佳稀疏表示广义测不准条件、最佳稀疏表示

范数和最小熵关系等进行了研究[57] [58]。前期研究总结表明，稀疏表示广义测不准原理的研究还处于热

点研究阶段，还有很多问题没有解决，同时也表明，稀疏表示广义测不准原理属于典型的数学与信息学 
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Table 1. Mathematical problems of generalized Heisenberg uncertainty principles 
表 1. 广义 Heisenberg 测不准原理的数学问题 

广义测不准原理关系不等式 涉及到的数学问题 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2

1 0

sin
d d

4
u u F u u t t f t dα

α+∞ +∞

−∞ −∞
− ⋅ − ≥∫ ∫  

变量代换 
广义 Parseval 准则 

( ) ( ) ( )( )2
222 2

cos sin sg( cos sin
d d

4
W

u F u u v F v vα β

α β β α+∞ +∞

−∞ −∞

+
⋅ ≥∫ ∫  

( ) ( ) ( )( )2
22 sin cos sgn cos sin

d d
4

W
F u u F v vα β

α β α β+∞ +∞

−∞ −∞

+
′ ′⋅ ≥∫ ∫  

( ) ( ) ( )( )2
22 cos cos sgn sin sin

d d
4

W
uF u u F v vα β

α β α β+∞ +∞

−∞ −∞

+
′⋅ ≥∫ ∫  

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

22

2
22 2

1 2

d d

sin
cos cos sin sin sin

4 s

uF u u uF u u

t K K

α β

α β
α β α β ω α β

∞ ∞

−∞ −∞
⋅

−
≥ + ∆ + ⋅ ∆ + + + ⋅

∫ ∫
 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

22

2
22 2

1 2

d d

sin
sin sin cos cos sin

4 s

F u u F v v

t K K

α β

α β
α β α β ω α β

+∞ +∞

−∞ −∞
′ ′⋅

−
≥ + ∆ + ⋅ ∆ + − − ⋅

∫ ∫
 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

2 2

2
22 2

1 2

d d

cos
cos sin sin cos cos

4 s

uF u u F v v

t K K

α β

α β
α β α β ω α β

+∞ +∞

−∞ −∞
′⋅

−
≥ + − ∆ + ⋅ ∆ + + − ⋅

∫ ∫
 

变量代换 
广义 Parseval 准则 
广义 Cauchy-Schwartz 不等式 

其中
sin 2 sin 2

4
W α β⋅

= ，

( )
1 0

sgn
1 0

s
s

s
+ ≥

= − <
, ( ) ( ) 2

1 dK t s t tϕ
∞

−∞
′=   ∫ ，

( ) ( )2
2 dK ts t t tϕ

∞

−∞
′= ∫ . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1 1 1 2 2 2 2

2
2 2 1 2 1 2 1 2 2 12 2

, , , , , ,

sgn
d d

4a b c d a b c d

a b a a b b a b
u F u u v F v v

+∞ +∞

−∞ −∞

+ ⋅
⋅ ≥∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1 1 1 2 2 2 2

2
2 2 1 2 1 2 1 2 2 1

, , , , , ,

sgn
d d

4a b c d a b c d

c d c c d d c d
F u u F v v

+∞ +∞

−∞ −∞

+ ⋅
′ ′⋅ ≥∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1 1 1 2 2 2 2

2
2 2 1 2 1 1 2 2 1 2

, , , , , ,

sgn
d d

4a b c d a b c d

a d a b c d b c
uF u u F v v

+∞ +∞

−∞ −∞

+
′⋅ ≥∫ ∫  

( ) ( )

( ) ( )( )

1 2

2 2

2
21 2 2 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2

d d

4

M M

s

uF u u uF u u

a b a b
a a t b b b b K a b a b Kω

∞ ∞

−∞ −∞
⋅

−
≥ + ∆ + ⋅ ∆ + ⋅ + + ⋅

∫ ∫
 

( ) ( )

( ) ( )( )

1 2

2 2

2
21 2 2 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2

d d

4

M M

s

F u u F v v

c d c d
c c t d d d d K c d c d Kω

+∞ +∞

−∞ −∞
′ ′⋅

−
≥ + ∆ + ⋅ ∆ + ⋅ + + ⋅

∫ ∫
 

( ) ( )

( ) ( )( )

1 2

2 2

2
21 2 1 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 2 2

d d

4

M M

s

uF u u F v v

a d b c
a c t b d b d K a d b c Kω

+∞ +∞

−∞ −∞
′⋅

−
≥ + ∆ + ⋅ ∆ + ⋅ + + ⋅

∫ ∫
 

变量代换 
广义 Parseval 准则 
广义 Cauchy-Schwartz 不等式 

其中 ( )
1 0

sgn
1 0

s
s

s
+ ≥

= − <
, 

( ) ( ) 2

1 dK t s t tϕ
∞

−∞
′=   ∫ ， ( ) ( )2

2 dK ts t t tϕ
∞

−∞
′= ∫ . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
22

1 2

sin
d d

4
u u F u u u u F u uα β

α β+∞ +∞

−∞ −∞

−
− ⋅ − ≥∫ ∫  

变量代换 
广义 Parseval 准则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

2
2 2 1

1 2, , , d d
4a b c d

b
u u F u u t t f t t

+∞ +∞

−∞ −∞
− ⋅ − ≥∫ ∫  

变量代换 
广义 Parseval 准则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2

2
2 2

1 2 2 1
1 2, , , , , ,d d

4a b c d a b c d

a b a b
u u F u u u u F u u

+∞ +∞

−∞ −∞

−
− ⋅ − ≥∫ ∫  

变量代换 
广义 Parseval 准则 
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Table 2. Mathematical problems of generalized Shannon entropic uncertainty principles 
表 2. 广义 Shannon 熵测不准原理的数学问题 

广义测不准原理关系不等式 涉及到的数学问题 

( ){ } ( ){ } ( )( )22
ln π sinE F u E F u eα β α β+ ≥ −  变量代换 

广义 Parseval 准则 

( ) ( ){ } ( ){ } ( )
1 1 1 1

2 2

1, , , ln πa b c dE F u E f t e b+ ≥  变量代换 
广义 Parseval 准则 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2

2 2

1 2 2 1, , , , , , ln πa b c d a b c dE F u E F v e a b a b+ ≥ −  

( ) ( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2

1 2
, , , , , ,

1 2 2 1

2ln 2π 1 lna b c d a b c d

T TE E
a b a b

 ⋅
+ ≥ + −   − 

 (离散型) 

其中， 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1

2 21 1

, , , , , , , , ,d ln d
k T k T

a b c d a b c d a b c dk T k T
k

E F u u F u u
∞ + ⋅ + ⋅

⋅ ⋅
=−∞

   = − ⋅   
   

∑ ∫ ∫  

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2

2 21 1

, , , , , , , , ,d ln d
l T l T

a b c d a b c d a b c dl T l T
l

E F v v F v v
∞ + ⋅ + ⋅

⋅ ⋅
=−∞

   = − ⋅   
   

∑ ∫ ∫  

变量代换 
广义 Hausdorff-Young 不等式 
Minkowski 不等式 
广义 Parseval 准则 
Jensen 不等式 

 
Table 3. Mathematical problems of generalized Rényi entropic uncertainty principles 
表 3. 广义 Rényi 熵测不准原理的数学问题 

广义测不准原理关系不等式 涉及到的数学问题 

( ){ } ( ){ } ( )
( )

( )
( ) ( )2 2 ln π ln π

ln sin
2 1 2 1

H F u H F uθ β γ α

θ γ
α β

θ γ
+ ≥ + + −

− −
 变量代换 

( ){ } ( ) ( ){ } ( )
( )

( )
( )1 1 1 1

22

1, , ,

ln π ln π
ln

2 1 2 1a b c dH f t H F u bθ γ

θ γ
θ γ

+ ≥ + +
− −

 变量代换 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( )
( )

( )
( )2 2 2 2 1 1 1 1

2 2

1 2 2 1, , , , , ,

ln π ln π
ln

2 1 2 1a b c d a b c dH F u H F u a b a bθ γ

θ γ
θ γ

+ ≥ + + −
− −

 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

2 2 2 2 1 1 1 1, , , , , , 1 2 2 1

1 2

ln π ln π
ln

2 1 2 1
a b c d a b c d a b a b

H H
T Tθ γ

θ γ
θ γ

 − 
+ ≥ + +  − − ⋅ 

 (离散型) 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )2 2

, ,
1 1

ln π ln π
ln sin

2 1 2 1

n n

l l l l
l l

H F v H F uθ β λ α

θ λ
ξ ξ α β

θ λ= =

   + ≥ + + −    − −   
∑ ∑  

变量代换 
广义 Hausdorff-Young 不等式 
Minkowski 不等式 
广义 Parseval 准则 
Jensen 不等式 

 
Table 4. Mathematical problems of generalized windowed uncertainty principles 
表 4. 广义加窗测不准原理的数学问题 

广义测不准原理关系不等式 涉及到的数学问题 

( ) ( ) ( )
2

2 2
sin 1

2ST ST
v uα β

α β − +
∆ ⋅ ∆ ≥   

 
 变量代换 

广义 Parseval 准则 

( )( ) ( )( )
1 1 1 1 2 2 2 2

2 2
, , , , , , 1a b c d a b c dST ST

v u∆ ⋅ ∆ ≥  ( 其中 1 2 2 1 1a b a b− = ) 变量代换 
广义 Parseval 准则 

( )( ) ( )( )
1 1 1 1 2 2 2 2

2

1 2 2 12 2
, , , , , ,

1
2a b c d a b c dST ST

a b a b
v u

 − + 
∆ ⋅ ∆ ≥  

 
 变量代换 

广义 Parseval 准则 
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Table 5. Mathematical problems of generalized logarithmic uncertainty principles 
表 5. 广义对数测不准原理的数学问题 

广义测不准原理关系不等式 涉及到的数学问题 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

22 22 2 2 1 4
ln d ln d ln sin

1 4
u F u u v F v vα β α β

∞ ∞

−∞ −∞

′Γ
+ ≥ − +

Γ∫ ∫  
变量代换 
广义 Pitt 不等式 
广义 Parseval 准则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )1 1 1 1 2 2 2 2

2 22 2 2

1 2 2 1, , , , , ,

2 1 4
ln d ln d ln

1 4a b c d a b c du F u u v F v v a b a b
∞ ∞

−∞ −∞

′Γ
+ ≥ − +

Γ∫ ∫  
变量代换 
广义 Pitt 不等式 
广义 Parseval 准则 

 
Table 6. Generalized Hausdorff-Young and Pitt Inequalities 
表 6. 广义 Hausdorff-Young 不等式和广义 Pitt 不等式 

广义不等式 涉及到的数学问题 

( ) ( )
1 21 1

2π 2π

q p

p q

q pF u f t
    ≤          

 

( ) ( )
1 21 1

2π 2π

q p

p q

q pf t F u
    ≤          

 

变量代换 
广义 Parseval 准则 

( ) ( ) ( ) ( )
11 21 1 1

21 sin
2π 2π sin

qq p

p q

q pF u F uα βα β
α β

     ≤ −        −      
 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 21 11

21 sin
2π 2πsin

p q p

p q

q pF u F uα βα β
α β

      − ≤        −      
 

变量代换 
广义 Parseval 准则 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2

1 2 11 1 1
2

1 2 2 1, , , , , ,
1 2 2 1

1
2π 2π

qq p

a b c d a b c dp q

q pF u a b a b F u
a b a b

      ≤ −          −        

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2

1 21 1 1 21
2

1 2 2 1 , , , , , ,
1 2 2 1

1
2π 2π

p q

a b c d a b c dp q

q pa b a b F u F u
a b a b

      − ≤          −       
 

变量代换 
广义 Parseval 准则 

( ) ( )2 2
d dt f t t M u F u uλ λ

λ

∞ ∞−

−∞ −∞
≤∫ ∫  

( ) ( )2 2
d du F u u M t f t tλ λ

λ

∞ ∞−

−∞ −∞
≤∫ ∫  

变量代换 
广义 Parseval 准则 

( )
( )

( ) 22
d d

sin
Mu F u u v F v vλ λλ

λα β
α β

∞ ∞−

−∞ −∞
≤

−∫ ∫  变量代换 
广义 Parseval 准则 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2

2 2

, , , , , ,

1 2 2 1

d da b c d a b c d

Mu F u u v F v v
a b a b

λ λλ
λ

∞ ∞−

−∞ −∞
≤

−∫ ∫  变量代换 
广义 Parseval 准则 

 
科交叉领域，但是归根结底都可以纳入到相关的数学问题中去(比如，不同范数及范数优化、稀疏求解、

稀疏矩阵及矩阵分解等)。表 7 概括了稀疏表示广义测不准原理的研究现状以及需要完善的研究内容，涵

盖了不少数学问题，表 8 则概述了已有的稀疏表示广义测不准原理所涉及到的主要的数学问题。 
下面就针对不同的数学问题进行展开论述。 

3.1. p 范数 

p 范数(p-norm)可以看成 2 范数的扩展，但是：p 的范围是[1, inf)。p 在(0,1)范围内定义的并不是范数 
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Table 7. State of the generalized uncertainty principles for signal sparse representation 
表 7. 稀疏表示广义测不准原理基于数学角度的理论研究现状 

稀疏表示理论广义测不准原理

不同的数学研究角度 

Heisenberg 广义测不准原理 熵广义测不准原理 

正交基集 非正交基集 框架 正交基集 非正交基集 框架 

理论数

学条件 

信号唯一最佳稀疏表

示的数学条件 
已有相关工作，

比如[64] [66]-[69] 
已有相关工作，

比如[71] 
已有相关工作，

比如[64] [78] 
已有相关工

作，如[65] 空白 空白 

最佳稀疏表示 0-范数

和 1-范数等价条件 
已有相关工作，

比如[64] [66]-[69] 
已有相关工作，

比如[71] 
已有相关工作，

如[64] [78] 空白 空白 空白 

最佳稀疏表示 p 范数

条件 空白 空白 空白 空白 空白 空白 

工程 
判据 

信号唯一最佳稀疏表

示条件 
已有(我们前期工

作) 空白 空白 空白 空白 空白 

最佳稀疏表示 0-范数

和 1-范数等价条件 
已有相关工作，

比如[64] 空白 空白 空白 空白 空白 

最佳稀疏表示 p 范数

条件 空白 空白 空白 空白 空白 空白 

快速基

函数选

择算法 

信号唯一最佳稀疏表

示条件 
已有相关工作，

比如[64] 空白 空白 空白 空白 空白 

最佳稀疏表示 0-范数

和 1-范数等价条件 
已有相关工作，

比如[64] 空白 空白 空白 空白 空白 

最佳稀疏表示 p 范数

条件 空白 空白 空白 空白 空白 空白 

最佳稀疏表示范数和最小熵等

价数学条件 
已有相关工作，

比如[65] 空白 空白 已有相关工

作，如[65] 空白 空白 

 
Table 8. Mathematical problems of generalized uncertainty principles for signal sparse representation 
表 8. 稀疏表示广义测不准原理的数学问题 

主要文献 广义测不准原理关系的物理描述 使用的范数 涉及到的数学问题 

[44] [60] 时域栅栏信号数目和其频域(包含分数阶域)系数数目之和大于

数据长度开方的二倍 

2-范数(或
Frobenius-范数)、
0-范数、1-范数 

连续和离散信号的 0-范数优

化、1-范数优化或 P0 问题、

P1 问题、Parseval 准则 

[58] [64] 

时域栅栏信号数目和其频域系数数目之和大于数据长度开方的

二倍；时域栅栏信号唯一稀疏表示的条件是时域栅栏信号数目

和其频域系数数目之和小于数据个数开方的倒数；时域栅栏信

号 1-范数和 0-范数等价的条件是时域栅栏信号数目和其频域系

数数目之和小于数据个数开方的倒数的一半与 0.5 之和 

1-范数 
0-范数 

离散信号的 1-范数优化、0-
范数优化或 P0 问题、P1 问

题 

[58] 
[65]-[69] 

任意信号在两个正交基下的系数数目之和大于两正交基相关系

数倒数的二倍；信号能够用两个正交基唯一稀疏表示的条件是

在两个正交基下的系数数目之和小于两正交基相关系数倒数；

信号 1-范数和 0-范数等价的条件是在两个正交基下的系数数目

之和小于两正交基相关系数倒数的 0.9142 倍 

1-范数 
0-范数 

离散信号的 1-范数优化、0-
范数优化或 P0 问题、P1 问

题 

[71] 

任意信号在两个非正交基下的系数数目之和大于两非正交基相

关系数的复杂函数；信号能够用两个非正交基唯一稀疏表示的

条件是在两个非正交基下的系数数目之和小于两非正交基相关

系数复杂函数的倒数。 

1-范数 
0-范数 

 

离散信号的 1-范数优化、0-
范数优化或 P0 问题、P1 问

题 

[59] 最佳稀疏表示下最小熵测不准原理；最佳稀疏表示(0 或 1)范数

和最小熵等价数学条件 

1-范数 
0-范数 
最小熵 

离散信号的 1-范数优化、0-
范数优化或 P0 问题、P1 问

题、熵最小优化或 Pe 问题 
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(但是，我们有时也笼统地称之为 0-范数、1/2-范数等)，因为违反了三角不等式。在 p 范数下定义的单位

球(unit ball)都是凸集(convex set，简单地说，若集合 A 中任意两点的连线段上的点也在集合 A 中，则 A
是凸集)，但是当 0 < p < 1 时，在该定义下的 unit ball 并不是凸集(注意：我们没说在该范数定义下，因为

如前所述，0 < p < 1 时，并不是范数)。下图展示了 p 取不同值时单位圆(因为 p 取 2 时为标准的单位圆，

故以单位圆为标准比对对象)的形状，见图 1。 
0-范数是稀疏表示中常用的范数，其物理意义就是求非零数据的个数。由于信号严格稀疏表示采用

最小 0-范数来进行量化和界定，但是最小 0-范数的求解是个 NP 问题(即数学上需要把所有的情况都穷举

完才能找到最优的解)，所以 Denoho 等很多学者又给出了信号稀疏表示的最小 0-范数和最小 1-范数等价

的广义测不准原理边界条件，然后用 1-范数代替 0-范数进行问题的求解。 
上述范数主要针对向量，实际上矩阵也有范数，一般来讲矩阵范数除了正定性，齐次性和三角不等

式之外，还规定其必须满足相容性，所以矩阵范数通常也称为相容范数。需要注意的是，如果不考虑相

容性，那么矩阵范数和向量范数就没有区别。引入相容性主要是为了保持矩阵作为线性算子的特征，这

一点和算子范数的相容性一致，并且可以得到 Mincowski 定理以外的信息。矩阵范数最常用的就是

Frobenius 范数(也叫 Euclid 范数，简称 F-范数或者 E-范数)和核范数。Frobenius 范数即为求解矩阵 A 全

部元素平方和的平方根。由于向量的 F-范数就是 2-范数，所以 F-范数和向量的 2-范数相容。核范数(也
叫奇异值的 0-范数)，其物理意义是求解非零奇异值的个数，换句话说就是矩阵的最小秩求解。 

关于范数的其他更详细介绍可以参照文献[84]。 

3.2. 数学优化问题 

目前常用的三种范数优化模式为 P0 问题、P1 问题以及 Pe 问题： 
P0 问题： 

( ) 0P0 : min subject to
x

x Ax b=     .                             (10) 

P1 问题： 

( ) 1P1 : min subject to
x

x b Ax��� � � � = .                            (11) 

Pe 问题： 

( ) ( )Pe : min subject to
x

H x b Ax��� � � = ,                          (12) 

其中 ( ) ( )2 2

1
ln

N

n n
n

H x x x
=

 = −   ∑ 为香农熵定义式。 

范数及熵最小优化问题涉及到的算法主要包括基追踪算法、贪婪算法、迭代阈值算法等算法。下面

就三种优化各自给出一个优化算法示例，从而可以有一个比较直观的认识。 
1) 基追踪算法 
Chen 等人[77]提出了一种极小化 1-范数的稀疏求解思路(P1 问题)。实际上，需要特别说明的是：基

追踪算法并非基于一个最优化原则，其原理本质是给定一些限制条件后，通过极小化 1-范数可以获得最

稀疏的解。主要是通过单纯形法、内点法或对数障碍发来进行求解。它需要最少的测度，但其高算法复

杂性会影响到实际大规模应用。假设线性系统 Ax b= 有 0k 个非零的稀疏解，也就是， 00x k= 。而且，

假设 ( )0 2k spark A< 。匹配追踪或者基础追踪可以成功的恢复稀疏解吗？显而易见的，这样的成功并不

是对于所有的矩阵 A 的所有的 0k 都可以的，因为这个可能和一般情况下的已知的 NP 问题发生冲突。然

而，如果这个等式有一个充分稀疏的解，那么这些算法在寻址原始的目标(P0)的成功性就有所保证了。 

http://baike.baidu.com/view/10337.htm
http://baike.baidu.com/view/3807236.htm
http://baike.baidu.com/view/934485.htm
http://baike.baidu.com/view/934485.htm
http://baike.baidu.com/view/934485.htm
http://baike.baidu.com/view/8108467.htm
http://baike.baidu.com/view/77260.htm
http://baike.baidu.com/view/53313.htm
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Figure 1. The different shapes of unit ball for different p 
图 1. p 取不同值时单位圆的形状 
 

在这里我们可以对变换矩阵Ψ 和Φ 的列重新进行顺序排列，向量 b 被设置为Ψ 中的第一个 pk 列的

线性组合，也是Φ 中的第一个 pk 列，则有 0 p qk k k= + 。所以， 

1 1

p qk k

i i i i
i i

b Ax x xψ φψ φ
= =

= = +∑ ∑ ,                               (13) 

进一步定义所有支撑 pS 和 qS ，分别地，我们可以得到关系式： p pS k= 及 q qS k= 。 

往往在算法第一步(k=0)中，计算误差的设置一般都是由以下的公式给出： 

( ) ( ) ( )2 22 2T T
22 2

min 0
j

j j j j jz
j a z b a b a b b a b∈ = − = − = − ≥  

所以，对于在合适的 0k 个非零元素中，其中需要处理的第一步就是，我们应该假定所有的 pj S∉ 和

qj S∉ ，得到 

( ) ( )T T T T
1 1# $j jb b b bψ ψ ψ φ >   >和 .                           (14) 

此时我们假定没有一般性损失， 1xψ 是 x 中所有的非零元素中最大的，而且我们希望它是在这个步骤

中被选择出来的。此后我们指向要求(#)，然后转向相似方法中的第二个的处理。在等式(13)中这个的置

换转化成 

T T T T
1 1

1 1 1 1

p q p qk k k k

i i i i i j i i j i
i i i i

x x x xψ φ ψ φψ ψ ψ φ ψ ψ ψ φ
= = = =

+ > +∑ ∑ ∑ ∑                      (15) 

为了考虑较为复杂难于处理的情况，我们构造一个下界和一个上界，然后再一次应用上面的不等式，

对于左边则有关系式 

( )T T
1 1 1

1 1 1

p q qk k k

i i i i i
i i i

x x x x Aψ φ ψ φψ ψ ψ φ µ
= = =

+ ≥ − ⋅∑ ∑ ∑ ,                       (16) 

这里我们假定 ixφ 是 x 中的最大的非零元素，使用不等式关系 a b a b+ ≥ − 和 i ii ia a≤∑ ∑ 。对于

等式(15)的右边的一个相似的处理即可以导出 

( )T T
1

1 1

p qk k

i j i i j i q
i i

x x x k Aψ φ ψψ ψ ψ φ µ
= =

+ ≤ ⋅ ⋅∑ ∑ ,                         (17) 

将这两个边界插入到(15)中的不等式我们得到不等式关系： 

( )( ) ( ) ( )1 1
11

2q q qx k A x k A k
A

ψ ψµ µ
µ

− ⋅ > ⋅ ⋅ ⇒ < ,                     (18) 

当我们假设 pS 包含了最大的非零元素后，对于相反的情况一个平行的要求
( )
1

2pk
Aµ

< 也是必要的。 

现在我们考虑上边提到的要求($)，然后根据同样的处理，左边的下界保持不变，然而右边的上界变

为如下不等式： 

P=0 p=0.25 p=0.354
p=0.5 p=0.707 p=1 p=1.414 p=2 p=2.828 p=5.657p=4 p=8 p=∞
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( )T T
1

1 1

p qk k

i j i i j i q
i i

x x x k Aψ φ ψφ ψ φ φ µ
= =

+ ≤ ⋅ ⋅∑ ∑ ,                         (19) 

且处处要求如下关系成立： 

( )( ) ( ) ( )1 1
11 q q p qx k A x k A k k
A

ψ ψµ µ
µ

− ⋅ > ⋅ ⋅ ⇒ + < .                   (20) 

紧接着，下一步就是对于误差 1r 的一个更新。在这个更新中，我们减掉了乘以列 ( )1ptψ 的系数，因此

新的误差仍然是一个不超过 0k 个非零值的线性组合，并且有着同样的支撑 pS 和 qS 。所以，如果在 ,p qk k
的条件能达成一致，使用上述步骤中同样的设定则能够保证这些算法再一次从真实的支撑中找到一个指

标。在经过准确的 0k 次这样的迭代之后，这个误差变为零并且这个算法终止，保证了在恢复正确的解 x
中的所有的这些算法的成功。 

2) 贪婪算法 
假设矩阵 A 有 ( ) 2spark A > ，并且此时假定优化问题(P0 问题)有最优解 1，所以 b 是矩阵 A 的一些

列向量的线性组合，并且这个解也是我们的唯一解。可以通过对矩阵 A 的每一列进行 m 次测试来确定这 

个列，则第 j 次测试可以通过将 ( )
2j jj a z b∈ = − 减小到最少加以处理，并导出

2* T
2j j jz a b a= ，此时这

个误差即为如下描述形式： 

( )
( ) ( ) ( )

2 2 2 2T T TT
2 2 2

2 2 2 22 22

2 2 2 22

min 2
j

j j jj
j j jz

j j j j

a b a b a ba b
j a z b a b b b

a a a a
∈ = − = − = − + = − . 

如果这个误差是 0，我们就找到了适当的解。因此这个测试将要做的仅仅是 ( )22 2 T
22j ja b a b= (这个

将等价于说 Cauchy-Schwartz 不等式将满足等式条件)，此时意味着 b 和 ja 是平行的。同理，假设矩阵 A

有 ( ) 02spark A k> ，并且此时假定这个优化问题有最优解值 ( )0 0val P k= 。那么 b 就是矩阵 A 的至多 0k 列

的线性组合。以此类推，我们计算矩阵 A 的 0k 列的所有的 ( )0

0

km
O m

k
 

= 
 

子集合，并且相互测试。贪婪策 

略放弃了穷举搜索支持一系列的局部最佳的更新。从 0 0x = 开始，它通过维持了一套活跃的列向量(最初

是空的)并且每一个阶段都通过一个额外的列来进行扩展迭代设计了一个 k 条的近似值 kx 。在每一步的列

的选择上都从当前活跃的列中接近 b 的值中最大的减少了残留 2 误差。在构造一个包括新的列的近似值

之后，残留 2 误差是可以估计出来的，直到某时刻它达到了事前给定的阈值，此时算法终止。 
关于贪婪算法的具体实现方法有很多种，主要有正交贪婪算法[85]、规整化正交贪婪算法[86]、分段

正交贪婪算法[87]和梯度贪婪算法[88]等。贪婪算法的基本思想：每次搜索和信号最相关的基函数，然后

把信号中所包含最多基函数对应的分量去除，一直到信号被基函数成分去除完毕为止。 
3) 熵优化方法 
熵最小优化算法类似于最小0-范数算法，是为了解决Pe问题而进行的优化，是NP问题，无法有效地

求解，因此文献[58]提出了一种熵贪婪思想，即每次求取最大熵对应的系数，依次从大到小抽取信号直至

满足给定阈值，算法终止。 
首先，假定： 

0res X=  and 0 0X = . 

在步骤n，通过下式优化，选取 nλ ： 
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2
1 2

1

1arg max , ln
,l

n n lu U
n l

res u
res u

λ −∈
−

 
 ∈
 
 

.                        (21) 

计算一个近似量和一个表示系数： 

1 1

1 1

, ,

,
n n

n n

n n n

n n n

X X res u u

res res res u u

λ λ

λ λ

− −

− −

= +

= −

 

.                             (22) 

重复上述步骤直到 nres 满足事前给定阈值 nres ε≤ ，这里 ε 为给定阈值。 
此为还有其他多种方法可以解决上述三大类问题。极小化 1-范数的方法能够有效解决压缩感知中的

恢复问题，但是当结合其它的一些先验知识后，该问题可以被更加有效地解决，比如贝叶斯压缩感知方

法[91] [92]和基于模型的压缩感知方法[93]。Ji 等人提出的 BCS 借助传统的贝叶斯方法和机器学习中的主

动学习方法，通过将关于稀疏性的先验信息用垂直先验分布来建模，提出了自适应的感知方法以及相应

的恢复方法。而 Baraniuk 等人提出的针对基于模型可压缩信号的压缩感知方法中利用小波树模型和块稀

疏模型，仅需要与稀疏程度相当的测度数即可实现信号的鲁棒性恢复。制约 0-范数问题(P0 问题)求解的

根源在于矢量的 0-范数是该矢量的不连续函数，于是 Mohimani 等人提出利用高斯函数族对这个不连续

函数进行近似，并利用连续函数的最小化算法(如最速下降法)对其最小化，从而得到最小 0l 范数解，即平

滑 0l 算法[89] [90]。 
4) RIP 条件 
在针对上述优化过程中，对限制条件中矩阵A有哪些要求呢？或者说，矩阵A满足哪些条件则会保

证我们获得可靠、稳定的优化解呢？为此，Candes 和Tao提出了受限等距性质(Restricted isometry prop-
erty, RIP) [81]，对于矩阵A的特性提出了要求，满足该要求则使我们的优化结果分析变得更为简单。 

定义 1：对于一个有 2 标准化的列的大小为 n m×  ( m n> )的矩阵 A，以及一个整数标量 s 满足 s n≤ ，

假定包含 A 中的 s 列的子矩阵为 SA ，且把 sδ  ( 1sδ < )定义为最小的量，以致 

( ) ( )22 2
2 221 1s

s s sc IR c A c cδ δ∀ ∈   − ≤ ≤ +                         (23) 

对于 s 列的任何选择都是有效的。那么 A 就是称为在常量 sδ 下有一个 s-RIP。 
也就是说，如果 A 中的 s 列的任何子集合都是一个正交变换，那么信息总是没有能量变化的。清晰

的，这个定义仅仅是对 1sδ < 的时候是有益的。RIP 常量的上述界限是很容易通过以下公式看出来 

( ) ( )2 2T T
22 1 1s s sA c c A A c s A cµ= ≤ + −   .                        (24) 

在以上的叙述中我们用了格拉姆矩阵中的最小量的结构，在主对角线上都是 1 在非主对角线上的元

素都是通过 ( )Aµ 来限制的。对于长度为 s 的向量 c，我们也使用了正常的等值不等式 1 2c s c≤ 。这

个下界可以同样被确定为 

( ) ( )2 2T T
22 1 1s s sA c c A A c s A cµ=  ≥ − −   .                        (25) 

这里我们再一次使用正常的等值不等式 1 2c s c≤ 。 

3.3. 矩阵稀疏及秩最小化问题 

与压缩传感紧密相关的一个问题是矩阵秩最小化问题。低秩矩阵模型在信号处理等领域具有广泛的

应用，例如系统辨识与控制、欧氏空间嵌入和协同滤波等，这往往涉及到仿射矩阵秩最小化的问题

[94]-[96]。另一方面，低秩矩阵涉及到核范数，即奇异值最稀疏问题，所以矩阵秩最小化问题是稀疏表示
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中的另外一大类。其数学模型如下： 

( )min s.t.
X

rank X AX b=    .                             (26) 

矩阵秩最小化的一个经典例子就是矩阵填充中的 Netflix 问题。Netflix 公司是一个影碟租赁公司，该

公司让用户在观看影碟后对电影打分，然后该公司会根据用户的打分推测出用户对于影片的喜好，从而

给用户推荐喜爱的影碟。如果将每一名对电影打分的用户都看成矩阵的一行，再把每一部被评分的电影

看成矩阵的一列，用户对于电影的打分看成是矩阵的元素。在现实生活中，一个用户看过的电影总是有

限的，因此评分矩阵中仅有少量的元素是已知的。该公司要预测用户对于影片的喜好，就是要通过这些

已知的少量的矩阵元素，推测出空白的矩阵元素，这就是一个典型的矩阵填充问题。另外，由于影响用

户对于影片的喜好的因素往往只有少数几个，因此这个矩阵将是一个低秩矩阵。曾经 Netflix 公司还举办

过一个比赛，参赛队伍根据 Netflix 公司提供的用户对于影片的打分数据对用户喜好进行预测，设计新的

预测方法，并与 Netflix 公司自己的预测软件结果进行对比，其中能将预测准确度提高 10%的队伍将获得

100 万美元的大奖。 
某个矩阵如果只有部分观测元素(可能占该矩阵元素很低的比例)，我们要推测出其他没有观测到的元

素，这便是矩阵填充问题。如果对于矩阵没有任何条件限制，矩阵填充问题的解无穷多，但是在实际很

多时候我们遇到的矩阵都是低秩矩阵或者渐进低秩矩阵。研究表明[95]-[100]，可以通过合适的方法准确

恢复出原来的矩阵，矩阵填充问题总结起来就是求解核范数最小化问题[96]，现在求解核范数最小化问题

已经有了一些成熟的算法，但是目前这些算法的复杂度一般都很高，处理高维矩阵的填充问题会花费大

量时间，也正因此，快速高效的矩阵填充算法也是矩阵填充问题的一个研究热点。矩阵填充目前已有不

少算法，最经典的当属由 Cai 等人提出的 SVT 算法[97]，该算法受到压缩感知中 Bregman 迭代算法的启

发，算法在迭代过程中对矩阵进行了奇异值分解，然后将较小的奇异值设置为 0，生成新的矩阵进行反

复迭代，此算法运行速度很快，对于高维低秩矩阵的回填效果很好。另外还有 Ma 等人提出的 FPCA 算

法[99]，该算法也用到了矩阵的奇异值分解，并且在算法迭代过程中进行不动点连续处理。该算法不仅对

于低秩矩阵的恢复效果很好，对于秩适中的矩阵也有较好的恢复效果。在这之后，又陆续出现了很多关

于矩阵填充的快速高效算法。目前矩阵填充问题与算法的研究已经取得了极大的进展，但是理论的不成

熟导致仍然存在很多问题，例如一些实际问题中需要填充的低秩矩阵，其核范数是固定的，此时应用核

范数最小化方法求解显然没有意义，对于这些问题，需要提出新的算法。本文将给出 Cai 等人提出的 SVT
算法，其基本思路如下： 

对于给定的矩阵 X，矩阵部分数据已知，即下面优化问题即是矩阵填充的数学模型： 

( ), ,*min , s.t. , ,i j i jX X M i j= ∈ Ω，                         (27) 

如果矩阵中数据采样对于给定的某个常数 C 满足 6 5 logm Cn r n≥ ，上式就会以较高的概率( 31 n−− )
恢复出矩阵缺失元素。这里

*X 表示的是矩阵的核范数，即所有奇异值的和， r 为矩阵的秩， n 为矩阵

行数和列数中的最小值， m 为矩阵中已知数据个数。由于求解(27)较为困难，上式可以松弛成如下优化

问题： 

( ) ( ), ,min , s.t. , ,i j i jrank X X M i j= ∈ Ω .                        (28) 

进一步，Cai 等人把限制条件进行了改进[97]，不是直接相等约束，而是投影(投影算子设为 PΩ )后具

有相同的数值(即改为投影约束)，即： 

( ) ( ) ( ) ( ), ,min , s.t. , ,i j i jrank X P X P M i jΩ Ω= ∈ Ω .                    (29) 
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因此，可以通过迭代优化计算方法(30)直到达到某个停止条件，获得最终的优化矩阵 X： 

( )
( )

1

1

,k k

k k k
k

X shrink Y

Y Y P M X

τ

δ

−

−
Ω

 =


= + −
，                            (30) 

其中， 0 0Y = ， ( )1,kshrink Y τ− 为一个非线性软阈值函数，阈值为τ ， kδ 为 k 步相应的步长。这里使用了

两个重要的特性：稀疏性和低秩性。矩阵在迭代的过程中一直保持着稀疏性，同时矩阵必须是低秩的，

否则该方法将失效。 
很显然，矩阵填充问题是一个非适定性的问题。一般而言，如果一个矩阵仅仅由少量的采样元素组

成，那么完全重构出原矩阵几乎是不可能的，因为对矩阵未知元素的填充有无限种可能性。如果没有其

他约束条件，矩阵填充重构出的矩阵将不是唯一的。但是如果我们事先知道原始矩阵数据满足一定的条

件，那么矩阵填充将变得可行，这个关键的条件就是矩阵的低秩性[95]。 

4. 结论 

时频分析广义测不准原理，特别是在分数阶 Fourier 变换域以及线性正则变换域内的时频分析广义测

不准原理已经获得了长足的发展[15]-[20] [31]-[38] [41]-[53]。本文对这些广义测不准原理中所涉及到的主

要数学问题进行了总结，分析了它们各自的使用方法，并给出了几个简单的示例以示效应。 
但是，目前公开发表的时频分析广义测不准原理都主要是针对连续信号的，但离散信号与连续信号

有许多不同点。首先，在实际工程应用中离散信号的时间支撑和频率支撑都是有限的，而对于连续信号

不成立[54]-[56]，因此，广泛应用于连续信号的数学不等式(例如广义 Pitt 不等式、广义 Hausdorff-Young
不等式等)及其证明方法(例如基于广义 Jensen 不等式的凹凸理论)都需要进一步完善。其次，目前离散信

号的时间支撑和频率支撑的表述还没有一个被广泛接受的统一定义，理论上尚不完善。还有，广义变换

离散计算方法、离散性质等还有待进一步分析[54]-[56]。另外，业已证明：在传统域内，高斯信号不再是

离散测不准原理等式成立的条件。所以，以上这些问题都是下一步在时频分析广义测不准原理中需要重

点研究的对象。 
对于稀疏表示广义测不准原理，研究正处于白热化状态，也取得了不少进展，比如已有不少文献中

的相关工作就涵盖了当前稀疏表示广义测不准原理的研究成果[57]-[59] [61] [63]-[70] [72]-[74] [76] [81] 
[86]。本文对这些广义测不准原理中所涉及到的主要数学问题也进行了总结，分析了不同的范数、优化算

法等，并给出了几个典型的数学应用示例。 
然而，尽管前期关于稀疏表示广义测不准原理取得了开创性成果，但这些理论结果大多不具备工程

可行性，无法在信号的稀疏表示中进行有效的应用，而且这些成果仅限于稀疏表示的广义 Heisenberg 测

不准原理。Denoho、Elad 等人给出的结论都包含了信号的 0-范数[59] [63] [64]，而 0-范数既是分解的结

果又是稀疏表示的条件。也就是说，如果得到了信号的 0-范数，也就得到了信号稀疏表示，则上述理论

条件也就起不到对 0-范数求解的指导作用。相反，要验证上述理论条件，必须首先求解“信号的 0-范数”。 
同样，Patrick 以及 Yonina 的结论也存在类似的问题[65]-[70]。所以，这些条件无法应用于工程，尽管它

们是充要条件。而且，对于熵测不准原理，目前也还没有公开的报道涉及稀疏分解问题，包括信号唯一

最佳稀疏表示条件、最小范数和熵等价条件、工程判据等。因此，关于熵的广义测不准原理的稀疏表示

问题有必要开展相关的理论研究，特别是数学问题的理论研究。 
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