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Abstract 
In this paper, using the fixed-point theorem in partially ordered sets and the properties of the 
Green function, the uniqueness of positive solutions to the higher order boundary value problem 
is obtained. Our results make up the related conclusion in the existing literature. 
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摘  要 

本文利用偏序集上的不动点定理结合相关格林函数的性质研究了一类高阶非线性分数次多点边值问题正

解的唯一性，我们的结果弥补了已有文献中的相关结论。 
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1. 引言 

近年来，随着分数阶微分方程在物理、力学、化学、控制、工程等各个领域的重要应用[1]，对这类

问题的研究也与日俱增[2]-[5]。从这些文献里可以发现，虽然一些作者已经给出关于非线性分数次多点边

值问题解的存在性和多解性，但是对高阶分数次非线性多点边值解的存在性和唯一性的结果相对较少。

为此，在本文中，我们将研究下列高阶分数次非线性边值问题 

( ) ( )( )0 , 0D u t f t u tα
+ + = ， 0 1t< < ， 1n nα− < ≤                       (1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )20 0 0 0 0nu u u u −′ ′′= = = = = ， ( ) ( )2 1 0nu − =                     (2) 

其中 0Dα
+ 是标准的 Riemann-Liouville 导数。 

在本文中，我们将利用偏序集上的不动点定理证明问题(1)~(2)正解的存在性和唯一性。对于偏序集

上的不动点定理，可以参考文献[6]-[8]。 
下面我们给出偏序集上的不动点定理以供读者参考。 
定理1.1. 设 )( ,E ≤ 是偏序集，在 E 中存在一个度量单位 d ，则 ( ),E d 是一个完备的度量空间。假设 E

满足下列条件： 
如果{ }nx 在 E 中为一个单调非增数列，且 nx x→ ， 

那么 nx x≤ ， n N∀ ∈ 。                                 (3) 

设 :T E E→ 为一个单调非增的映射，且 

( ) ( ) ( )( ), , ,d Tx Ty d x y d x y≤ −Ψ ， x y≥ ， 

其中 [ ) [ ): 0, 0,Ψ +∞ → +∞ 是连续的且为单调非增的函数， Ψ 在 ( )0,+∞ 上有定义且 ( )0 0Ψ = ，

( )lim
t

t
→∞

Ψ = ∞。如果存在 0x E∈ 使得 ( )0 0x T x≤ ，那么T 有一个不动点。 

如果我们考虑 )( ,E ≤ 满足下面条件 

由于 x 和 y 是可以比较的，根据 x ， y E∈ 且存在 z E∈ 。                  (4) 

我们可以得到下面的结果。 
定理1.2 假设定理1.1的条件和(4)成立，则得到正解的唯一性。 

2. 相关引理 

引理2.1 如果 [ ]0,1h C∈ ，那么边值问题 

( ) ( )0 0D u t h tα
+ + = ， 0 1t< < ， 1n nα− < ≤ ，                        (5) 

关于边值条件(2)有唯一的解 

( ) ( ) ( )1

0
, du t G t s h s s= ∫                                   (6) 

其中 
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( ) ( )
( ) ( )
( )

1 11

11

1 ,0 1,1,
1 ,0 1.

n

n

t s t s s t
G t s

t s t s

α αα

ααα

− + −−

− +−

 − − − ≤ ≤ ≤= Γ − ≤ ≤ ≤
                    (7) 

引理2.2 ( ),G t s 如(7)所给出给出，则 
(i) ( ),G t s 在 [ ] [ ]0,1 0,1× 上是一个连续函数，并且 ( ), 0G t s > ； 

(ii) ( ),G t s 关于第一个变量是严格的递增函数； 

(iii) 
[ ]

( ) ( ) ( )
1

00,1

2sup , d
2 1t

nL G t s s
nα α∈

−
= =

− + Γ +∫ 。 

3. 问题(1)~(2)非减正解的存在性和唯一性 

在本部分中，运用偏序集上的不动点定理证明问题(1)~(2)中解的存在性和唯一性结果。此处使用的 
基本空间是 [ ]0,1E C= 。E 是实的Banach空间，其范数为 ( )

0 1
max

t
u u t

≤ ≤
= 。注意这个空间通过下列条件能

定义偏序集 

[ ], 0,1x y C∈ ， ( ) ( )x y x t y t≤ ⇔ ≤ ， [ ]0,1t∈ 。 

利用 

( ) ( ) ( ){ }
0 1

, sup
t

d x y x t y t
≤ ≤

= −  

可以证明 [ ]( )0,1 ,C ≤ 完备的度量，满足定理1.1中的条件(3)。此外，对任意的 [ ], 0,1x y C∈ ，及函数

{ } [ ]max , 0,1x y C∈ ， [ ]( )0,1 ,C ≤ 满足条件(4)。 

定理3.1 边值问题(1)~(2)有唯一的正解 ( )u t 且这个解是严格递增的，如果下列条件成立： 
(a) 当 ( )( ), 0f t u t ≠ ，其中 [ ]0,1t Z∈ ⊂ ， ( ) 0Zµ >  ( µ 指的是测度)时，那么 [ ] ) ): 0,1 0, 0,f × +∞ → +∞  

是关于第二个变量的单调非增的连续函数； 
(b) 当 ), 0,u v∈ +∞ ，且 u v≥ ， [ ]0,1t∈ 时，存在 10 Lλ −< < ，使得 

( ) ( ) ( ), , ln 1f t u f t v u vλ− ≤ ⋅ − + 。 

证明：考虑锥 

[ ] ( ){ }0,1 : 0K u C u t= ∈ ≥ 。 

则 K 是 [ ]0,1C 中一个闭集且为完全的度量空间，距离 ( )
[ ]

( ) ( )
0,1

, sup
t

d u v u t v t
∈

= − 。 

定义算子T 为 

( ) ( ) ( )( )1

0
, , dTu t G t s f s u s s= ∫ ， 

通过引理2.2和条件(a)可知 ( )T K K⊂ 。 
下面我们将验证满足定理1.1和1.2所有的条件。 
首先，当 ,u v K∈ 且 u v≥ 时，通过定理中的条件(a)我们有 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1

0 0
, , d , , dTu t G t s f s u s s G t s f s v s s Tv t= ≥ =∫ ∫ 。 

这就证明了T 是单调非减的算子。 
另一方面，当 u v≥ 时，通过定理3.1中的条件(b)我们有 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( )

0 1 0 1
1

00 1
1

00 1

, sup sup

sup , , , d

sup , ln 1 d

t t

t

t

d Tu Tv Tu t Tv t Tu t Tv t

G t s f s u s f s v s s

G t s u s v s sλ

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

= − = −

≤ −

≤ ⋅ − +

∫

∫

。 

由于函数 ( ) ( )ln 1h x x= + 单调非减，通过条件(b)可知 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

1

00 1
, ln 1 sup , d ln 1

ln 1
t

d Tu Tv u v G t s s u v L

u v u v u v

λ λ
≤ ≤

≤ − + = − + ⋅

≤ − − − − − +

∫
。 

设 ( ) ( )ln 1x x xψ = − + ，显然在 ) ): 0, 0,ψ +∞ → +∞   上是连续函数且单调非减，在 ( )0,+∞ 上有

( )0 0ψ = 和 ( )lim
x

xψ
→+∞

= +∞。此外，当u v≥ 时，我们有 

( ) ( ) ( )( ), , ,d Tu Tv d u v d u vψ≤ − 。 

由于 ( ), 0G t s ≥ ， 0f ≥ ，那么 ( ) ( ) ( ) ( )1

0
0 , , 0 dT t G t s f s s= ∫ 。 

由定理1.1可知问题(1)~(2)至少有一个正解。由于 ( ),K ≤ 满足条件(4)，则由定理1.2可知问题(1.1)~(1.2)
有唯一的正解。 

最后，我们将证明解 ( )u t 是一个严格的递增函数。因为 ( ) ( ) ( )( )1

0
0 0, , du G s f s u s s= ∫ ，且 ( )0, 0G s = ，

所以 ( )0 0u = 。 

此外，令 [ ]1 2, 0,1t t ∈ ，且 1 2t t< ，我们考虑下列情形。 

情形I：当 1 0t = 时。在这种情况下， ( )1 0u t = ，由于 ( ) 0u t ≥ ，假定 ( )2 0u t = ，那么 

( ) ( ) ( )( )1
2 20

0 , , du t G t s f s u s s= = ∫ 。 

其中 ( ) ( )( )2 , , 0G t s f s u s⋅ = ，由于 ( )2 , 0G t s ≠ ，那么 ( )( ), 0f s u s = 。另外， f 是关于第二个变量是单调

非增的，那么 ( ) ( )( ), 0 , 0f s f s u s≤ = 与定理中的条件(a)当 ( ), 0 0f t ≠ 时，其中 [ ] ( )( )0,1 0t Z Zµ∈ ⊂ ≠ ，

那么 ( ) ( )1 20u t u t= < 矛盾。 

情形II：当 10 t< 时。在这种情形中，令 2t ， [ ]1 0,1t ∈ 且 1 2t t< ，那么 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1
2 1 2 1 2 10

, , , du t u t Tu t Tu t G t s G t s f s u s s− = − = −∫ 。 

由引理2.2和 0f ≥ 可知 ( ) ( )2 1 0u t u t− ≥ 。 

如果 ( ) ( )2 1u t u t= ，那么 ( ) ( )( ) ( )( )1
2 10
, , , d 0G t s G t s f s u s s− =∫ ，即 

( ) ( )( ) ( )( )2 1, , , 0G t s G t s f s u s− =  

并且由引理2.2知 ( )( ), 0f s u s = 。类似情形I可得矛盾，那么 ( ) ( )1 20u t u t= < 。证毕 
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