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Abstract 
In this paper, we investigate the optimal harvesting for a class of size-structured population sys-
tem in a polluted environment, making the maximum revenue by controlling the species harvest 
and inputting rates of the external toxin into the environment. Fixed point theory is used to obtain 
the existence and uniqueness of solution of the system. Optimality conditions are derived by 
means of tangent-normal cones and the technique of adjoint system. Some results in references 
are extended. 
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摘  要 

本文首次研究了环境污染下一类具有尺度结构的种群系统的最优控制问题，通过控制种群的收获和外界

毒素向环境的输入率使得人们的总收益最大。利用不动点定理得到了系统解的存在唯一性，借助法锥切

锥理论结合共轭系统的技巧推导了收获控制为最优的必要条件，从而推广了一些文献中的已有结果。 
 
关键词 

最优控制，尺度结构，污染环境，不动点定理 

 
 

1. 引言 

众所周知，环境污染对种群的发展非常不利。因此，研究环境污染下种群的最优收获问题是十分有

必要的。Hallam T G 在文[1]中首次提出了有关毒物对生物种群影响的数学模型，自此之后，关于毒素影

响下的种群被广泛研究，相继出现了很多成果[2] [3]。虽然他们利用动力学的方法研究不同情形下种群持

续生存或绝灭的阈值，但他们讨论的指标泛函中没有考虑种群个体的年龄因素，这不太符合实际问题。

最近，雒志学在[4] [5]中将年龄结构的种群系统与环境污染下的种群系统有机的结合起来，考虑了在环境

污染下具有年龄结构的种群系统的最优收获问题。但是相比年龄结构，尺度结构在种群演化过程中更为

重要，因此，尺度结构的种群模型被广泛研究[6]-[9]。 
到目前为止，对毒素作用下具有尺度结构的种群问题还没有研究，为了弥补这一缺陷，本文首次研

究一类在环境污染下具有尺度结构种群的最优控制问题。我们首先提出最优控制问题 ( )Maximize ,J u v ，

而 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 20 0 0

1 1, , , , , d d d
2 2

T m T
J u v f s t u s t p s t c u s t s t c v t t = − −        ∫ ∫ ∫          (OH) 

其中 ( ),f s t 表示种群的销售价格， 1c 为收获种群的成本， 2c 为治理环境污染所需费用，而 0, , ep c c 为下列

系统 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

0

0
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0

, , ,

d
,

d
d

,
d

0, , , d ,

, 0 ,

, d , , ,

e

e
e e

m

m

g s pp s c t p u s t p
t s
c t

kc t gc t mc t
t

c t
k c t P t g c t P t hc t v t

t

p t s c t p s t s

p s p s

P t p s t s s t Q

µ

β

 ∂  ∂  + = −
∂ ∂


= − −




= − + − +

 =
 =
 = ∈

∫

∫

                   (1.1) 

的解，其中 ( ) ( ) 0, 0,Q m T= × ， ( ),p s t 表示在 t 时刻尺度为 s 的种群密度， ( )P t 为时刻 t 种群的总数量，

( )g s 为种群的个体增长率，µ 和 β 分别为种群的死亡率和出生率，常数m 为种群个体的最大尺度，控制

函数 u 代表收获努力度，生物体内毒素的浓度为 ( )0c t ，环境中毒素的浓度为 ( )ec t ，而 1 1, , , ,k k g g m 均为

常数。 ( )ekc t 表示 t 时刻个体对环境中毒素浓度的吸收率； ( )v t 表示外界输入到环境的毒素，也为控制函
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数， ( )0gc t 表示 t 时刻个体体内毒素的排泄率； ( )0mc t 表示由于新陈代谢等因素作用 t 时刻个体体内毒素

的净化率。 
为方便后文，现作如下假设： 
(H1) ( )( ) ( ) ( )( ) 0

0 0, , 0 ,locs c t L Q s c tβ β β∞∈ ≤ ≤ ， 0β 为常数。 

(H2) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )0 1
0 0 0

, , 0 , d, ,
m

locs c t L Q s c t m s x sµ µ µ µ∞ −∈ ≤ ≤ Ψ Ψ − = +∞∫ 。 

(H3) ( ) [ ] ( ) ( )2 0
1 00, , 0 ,0v L T v t v p s p⋅ ∈ ≤ ≤ ≤ +∞ ≤ ≤ ， 0p 为常数。 

(H4) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1, , , , ,,x R s x s x L x x s x s x L x xβ µβ β µ µ+∀ ∈ − ≤ − − ≤ − 。 

(H5) ( ) ( ) ( )1 *
00, , 0g s C m g g s g∈ ≤ ≤ ≤ ， 0g 和 * g 均为正常数，其中 

( ) ( ) ( ) ( )0

d d 10, 0, d ,0
d d

sg s g s
u s z s m

s s g z
µ≤ + + ≥ Ψ = ≤ ≤∫ 。 

定义 1.1 控制集 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]{ }1 2, 0, | 0 , . . 0 . . ,; 0U u v L Q L T u s t H a e v t H e TQ a∞ ∞= ∈ × ≤ ≤ ≤ ≤ 。 

定义 1.2 解空间 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){
( ) }

2

0 0

0

, , 0, | 0 1,0 1,

0 , d . .

e e

m

X p c c L Q L T c t c t

p s t s M a e Q

∞ ∞= ∈ × ≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤∫ 。
 

定义 1.3 系统(1.1)中 p 的解是指 ( );p L Q R∞∈ 在每条特征线 ( )t s k−Ψ = 上绝对连续且满足 

( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )

( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

1
000

1
0

0

0

, , ,

lim , , , ,

lim , ,

, d , , ,

m

m
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t s

p t s c t p s t ds

p s p s

P t p s t s s t Q

ε

ε
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ε ε β

ε ε

+

+

−

→

−

→

 ∂  ∂  + = −
∂ ∂

 Ψ + =

 Ψ Ψ + =


= ∈

∫

∫

 

应用特征线法和常数变易法，系统(1.1)的解可表示为： 

( )
( )( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

1
0 , , ; , ,

,
; , , ; , ,

p s t s t t P s t
p s t

B t s P s t s P s t

− Ψ Ψ − Π Ψ Ψ ≥= 
−Ψ Π Ψ Ψ Ψ <

                (1.2) 

其中 ( ) ( )0,B t p t= ， 

( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1
00

, , ; exp , , ds t P g s s c t u s t
τ

τ θ µ θ θ θ θ θ− −  ′Π Ψ = − Ψ Ψ − + Ψ Ψ − − + Ψ − −   ∫ ， 

由常数变易法知 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }0 0 0
0 exp exp d

t
ec t c g m t k c s s t g m s= − + + − +∫ ，             (1.3) 

( ) ( ) ( )( ){ } ( ) ( ) ( )( ) ( )( ){ }1 1 0 10 0
0 exp d exp d d

t t s
e e t

c t c k P h g c s P s v s k P h sτ τ τ τ= − + + + +∫ ∫ ∫ ，   (1.4) 

引理 1.1 [10]对于系统(1.1)，如果 1,g k g m v h≤ ≤ + ≤ ，那么对 [ ] 0,t T∀ ∈ 有 ( )00 1c t≤ ≤ ， ( )0 1ec t≤ ≤ 。 
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定理 1.1 如果(H1)~(H5)成立，系统(1.1)有唯一的非负解 ( ) ( ) ( )( )0, , , ep s t c t c t 使得 

1) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0, , , 0, 0,ep s t c t c t L Q L T L T∞ ∞ ∞∈ × × ， 

2) ( ) ( )00 1, 0 1ec t c t≤ ≤ ≤ ≤ 。 

证明：首先在 X 中定义映射 :G X X→ ，则 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 0 2 0 3 0, , , , , , , , , ,e e e eG p c c G p c c G p c c G p c c=  

其中 

( )
( )( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

1
0

1 0

, , ; , ,
, ,

; , , ; , ,
e

p s t s t t P s t
G p c c

B t s P s t s P s t

− Ψ Ψ − Π Ψ Ψ ≥= 
− Ψ Π Ψ Ψ Ψ <

 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }2 0 0 0
, , 0 exp exp d

t
e eG p c c c g m t k c t g m sτ τ= − + + − +∫ ， 

( ) ( ) ( )( ){ } ( ) ( ) ( )( ) ( )( ){ }3 0 1 1 0 10 0
, , 0 exp d exp d d

t t
e e t

G p c c c k P h g c P v k P h s
τ

τ τ τ τ τ τ τ= − + + + +∫ ∫ ∫ ， 

容易证明 ( )0, , eG p c c X∈ 。事实上 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( )( )

( )

1

1

1

1 0 1 0 1 00 0

0 1
00 0 0

0 0
0 0

, , d , , d , , d

, d d d

, d d

m t m
e e et

t m m

t m

G p c c s G p c c s G p c c s

p r t s r s p s t s

mp p s s

β

β τ τ

−

−

−

Ψ

Ψ

Ψ −

= +

≤ −Ψ + Ψ Ψ −

≤ +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ，

 

利用 Gronwall 引理，则有 

( ) { }0 0
1 00

, , d exp :
m

eG p c c s mp p Mβ≤ =∫ 。 

令 ( )0, , , 1, 2i i i i
ex p c c i= = 。当 0 t m< < 时，则有 

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )( )
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−

−

−

Ψ
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Ψ

Ψ

Ψ − −

−

= −Ψ Π Ψ Ψ − −Ψ Π Ψ Ψ

+ Ψ Ψ − Π Ψ −Π Ψ

≤ −Ψ −Ψ − −Ψ −Ψ

+ Ψ Ψ − − − Ψ Ψ − −

∫

∫

∫

∫ ∫

∫

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

1
0 1 1 1 2

0 00

0 1 2 0 1 2
0 00 0 0

1 2 1 2
1 0 00 0 0

, , d d

, , d d d

, , d d d

t

m t

t

t m t

t m t

p s c t s c t s

p s p s s ML ML T L p m c c

M p s p s s c c

β µ µ

µ θ θ µ θ θ θ

β τ τ τ τ τ τ

τ τ τ τ τ τ

−
− −

Ψ
+ Ψ Ψ − − − Ψ Ψ − −

≤ − + + + −

≤ − + −

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ，

     (1.5) 

其中 { }0 0
1 max ,M ML ML T L p mβ µ µβ= + + 为正数。当m t T≤ ≤ 时，上式仍然成立。 
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( ) ( ) ( )
( ) ( )( ){ } ( ) ( )( ){ }

( ) ( )

1 2
2 2

1 2
0 0

1 2
0

exp d exp d

d

t t
e e

t
e e

G x G x t

k c t g m k c t g m

k c c

τ τ τ τ τ τ

τ τ τ

−

= − + − − +

≤ −

∫ ∫

∫ ，

           (1.6) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ } ( ) ( )( ){ }
( ) ( ) ( )( ) ( )( ){ }
( ) ( ) ( )( ) ( )( ){ }

( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2 1 1 2 2
3 3 1 10 0

1 1 1
1 0 10

2 2 2
1 0 10

1 2 1 2
2 0 00 0 0

0 exp d 0 exp d

exp d d

exp d d

, , d d d

t t
e e

t

t

t

t

t m t

G x G x t c k P h c k P h

g c P s v k P h

g c P v k P h

M p s p s s c c

τ

τ

τ τ τ τ

τ τ τ τ τ

τ τ τ τ τ τ

τ τ τ τ τ τ

− = − + − − +

+ + +

− + +

≤ − + −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ，

      (1.7) 

其中 { }2 1 1 1 1 1 1 1max ,M k g Tk h TMg k g M= + + + 。 

其次在 X 中定义等价范数如下： 

( )
( )

( ) ( ) ( ){ }0 0* 00,
, , sup e , d

mt
e e

t T
p c c Ess p s t s c t c tλ−

∈
= + +∫  

由(1.5)~(1.7)，则有 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( )
{ }

1 2

*

1 2 1 2
1 1 2 2 *

1 2 1 2 1 2
3 0 00 00,

1 2 1 2 1 2
3 0 00 00,

1 2
3 0* 0,

1 23
*

,

sup e , , d d

 sup e e e , , d d

sup e e d

t mt
e e

t T

t mt
e e

t T

t

t T

G x G x

G x G x G x G x

M Ess p s p s s c c c c

M Ess p s p s s c c c c

M x x Ess

M x x

λ

λ λτ λτ

λτ λτ

τ τ τ τ τ τ τ

τ τ τ τ τ τ τ

τ

λ

−

∈

− −

∈

−

∈

= − −

≤ − + − + −

≤ − + − + −

≤ −

≤

−

−

∫ ∫

∫ ∫

∫

 

其中 { }3 1 2max ,M M M= ，因此当 3Mλ > 时，根据不动点定理，该系统存在唯一的非负解，定理证毕。 

2. 最优性条件 

定理 2.1 若 ( )* *,u v 是控制问题(OH)的最优对， ( )* * *
0, , ep c c 是系统(1.1)相应于 * *,u u v v= = 的解，那么 

( ) ( ) ( )( ) *
1*

1
1

, ,
,

f s t q s t p
u s t

c
 −

=   
 

 ， 

( ) ( )3*
2

2

q t
v t

c
 

=  
 

 。 

其中 

( ) 0
0 0

      1, 2i i

i i

x
x x x H i

H x H

<
= ≤ ≤ =
 >

 。 
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而 ( )1 2 3, ,q q q 为下列共轭系统的解 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )( )

( )

* * * *1 1
1 0 1 1 1 0 3

* *
1 0

*
0 * *2

1 2 1 1 30
0

*
0 *

1 0
0

3
2

, , ,

                       0, , , , ,

,d , , d
d

,
        0, , d ,

d
d

e

m

m

q qg s s c t u s t q s t k c t g c t q t
t s

q t s c t f s t u s t

s c tq p s t q s t s g m q t g P t q t
t c

s c t
q t p s t s

c
q kq
t

µ

β

µ

β

∂ ∂    + = + + −  ∂ ∂
− +

∂
= + + −

∂

∂
+

∂

= −

∫

∫

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

*
1 3

1 1 2 3

* *
0

,

, , 0, 0,

, d ,
m

t k P t hq t

q s T q m t q T q T

P t p s t s














 + +

 = = = =

 = ∫

          (2.1) 

证明：系统(2.1)解的存在唯一性由定理 1.1 保证，用 ( )* *,U u v 表示U 在 ( )* *,u v 处的法锥，

( )1 2,v v v= ，当 0ε > 充分小时，有 ( )* *
1 2,u v v v Uε ε+ + ∈ ，从而 

( ) ( )* * * *
1 2, ,J u v v v J u vε ε+ + ≤ ，                           (2.2) 

将(OH)带入(2.2)有 

( ) ( )( )( )* * * *
1 1 1 2 20 0 0

, , d d d 0
T m T

f s t u z f s t p c u v s t c v v t + − − ≤ ∫ ∫ ∫ ，              (2.3) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * *
0 0

1 2 3
0 0 0

, ,
lim , lim , lim ,e ep s t p s t c t c t c t c t

z z z
ε ε ε

ε ε εε ε ε+ + +→ → →

− − −
= = =  

( )1 2 3, ,z z z z= 满足下列系统 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

*
01 * * * *1

0 1 2 1
0

2
3 2 2

* * * *3
1 1 1 3 1 0 1 1 2

*
0* *

1 0 1 20 0
0

1 2 3

1

,
, , , ,

d ,
d
d , ,
d

,
0, , , d , d ,

, 0 0 0 0,

e

m m

s c tg s zz s c t u s t z s t z t p t v p
t s c
z kz t gz t mz t
t
z k c t Z t k P t z t g c t z s t g P t z t
t

s c t
z t s c t z s t s p s t z t s

c
z s z z

Z

µ
µ

β
β

∂∂  ∂    + = − + − − ∂ ∂ ∂

= − −

= − − + +

∂
= +

∂

= = =

∫ ∫

( ) ( )

( ) ( )
10

* *
0

, d ,

, d ,

m

m

t z s t s

P t p s t s

















=

 =

∫

∫

      (2.4) 

给系统(2.4)的第一、二、三式分别乘以 ( ) ( )1 2, ,q s t q t 和 ( )3q t ，并在 ( ) , 0,Q T 和 ( )0,T 上积分得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *
1 1 1 2 30 0 0 0 0

, d d , d d d
T m T m T

fu z s t s t q p v s t s t v t q t t= − +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ，             (2.5) 

将(2.5)代入(2.3)则有 
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( ) ( ) ( ) ( )* *
1 1 2 3 20 1 0

*
0

d d d 0,
T m T

c u s tf q p v s t c v q v t t − + − + ≤ −∫ ∫ ∫ ， 

从而根据文献[11]有 ( )( ) ( )* * * * *
1 1 2 3, ,Uf q p c u c v q u v− − − + ∈ ，再利用法向量的特征性质[12]知定理

证毕。 
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