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Abstract 
In this paper, based on the MLH (Least-Hardy Moving) method, we present a modified MLS (Mov-
ing Least-Squares) method by introducing the correction weight in MLS method. The method is the 
same as the MLH method, which can effectively approximate the scattered data with outliers. At 
the same time, this method avoids the problem of MLS method to approximate this kind of scat-
tered data, and its computing efficiency is significantly better than that of MLH method. In order to 
improve the accuracy of approximation, we also introduce the natural neighbor points, which re-
place the role of MLS weight function. 
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摘  要 

本文在MLH (Moving Least-Hardy)逼近方法的基础上，通过在MLS (Moving Least-Squares)方法中引入
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修正权给出了一种修正的MLS方法。该方法与MLH方法一样，能够对带有奇异值的散乱数据进行有效的

逼近，避免了MLS方法对这类数据逼近的不理想问题，并且其计算效率明显高于MLS方法。为了提高逼

近值精度，该方法还引入了自然邻点，以自然邻点替代目标函数中权函数的作用。 
 
关键词 

散乱数据，奇异值，移动最小二乘(MLS)，移动最小Hardy逼近(MLH)，修正移动最小二乘(MMLS) 

 
 

1. 引言 

散乱数据的函数逼近是函数逼近论中的一个重要问题，可以用于数据拟合、几何建模、CAD、医学

成像、微分方程数值解等许多领域。构造逼近函数的常用方法有插值和拟合两类方法。McLain [1]在 1974
年提出了一种移动最小二乘逼近方法(Moving Least-Squares 简记为 MLS)。这种方法可以用于任意维的散

乱数据逼近且已用于计算机图形学、微分方程数值解等领域，见文献[2] [3] [4]。Zuppa，Armentano 等在

[5] [6]给出了 MLS 方法关于函数值、一阶和二阶导函数值的逼近误差分析。MLS 方法在含有噪音数据的

情况下，其逼近能力也有一定的保证。但是对于存在奇异值(采样值远远偏离真实值)的散乱数据，MLS
方法的逼近效果就变得非常不理想，见[7]。针对采样数据中存在奇异值的情况，Levin [7]在 MLS 的方法

基础上提出了一种叫 MLH (Moving Least-Hardy)的逼近方法。该方法对带奇异值的散乱数据逼近有着理

想的逼近效果。 
MLH 方法是引进了 Hardy’s multiquadric 函数[8]并结合了 MLS 和 1MLl  (移动最小 1l 逼近)两种逼近方

法的思想。当数据中存在奇异值时，MLH 方法中发挥主要作用的是 1MLl 部分，而 1MLl 具有对奇异值不

敏感性。与 MLS 不同的是 MLH 方法不是仅通过求解一次法方程就能获得解而是经过有限次迭代后的一

个近似解，属于一种效率低的逼近方法。在本文中我们提出了一种修正的 MLS (Moving Least-Squares)方
法，它不仅具有 MLH 方法处理带奇异值散乱数据的能力，而且计算效率显著高于 MLH。本文余下部分

安排如下：第二节简要介绍 MLH 方法的工作原理；第三节介绍修正的 MLS 方法的构造；第四节为数值

实验；第五节提出结论。 

2. MLH 方法概述 

给定一组散乱数据 ( ){ }
1

,
n

i i i
x f

=
， ,d

i ix f∈ ∈ 其中的某些 fξ 的采样存在奇异值 fξ ，即 1f fξ ξ−  。

MLH 方法构造逼近这类散乱数据的方法如下：设 ( ){ } 1

K m
r dr

p x
=
⊆ Π 是一组基( m

dΠ 表示所有次数不超过 m次

的 d 元多项式空间)，取误差函数 

( ) ( ) ( ), ,
1 1

d

n K

H x d i r r i i
i r

E p H f c p x x xθ θ
= =

 = − − 
 

∑ ∑                       (2.1) 

其中 ( )( ) ( )( ) 22

1 1
K

d i r r i i r r ir rH f c p x f c p x dΚ

= =
− = − +∑ ∑ ， ( )ix xθ − 是权函数， d 是一个小参数。

( ) 22
dH t t d= + 称为 multiquadric 函数，对于很小的 t ， ( ) ( ) ( )2 3 41 2 1 , 0dH t d d t d O t t∼ + + → ；对于

很大的 t ， ( ) ( )( )2 21 ,dH t t O d t t∼ + →∞。 

MLH 方法是要确定一组值(解){ } 1

K
k k

c
= 使误差函数(2.1)极小化，不难知道这组解是满足下列方程组 
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( )
( ) ( )

( )
( )1

, ,
1

1

0, 1, ,
d

K

k i r r i in
r

H x iK
ik

d i r r i
r

p x c p x f
E p x x k K

c H f c p x
θ θ=

=

=

 − ∂  = − = =
∂  − 

 

∑
∑

∑
 .             (2.2) 

奇异值点误差 ( )1 1K
r rre f c p xξ ξ ξ=

= −∑  ，该项变为 ( ) ( ) ( )( )221kp x x x O d eξ ξ ξθ − + ，是关于 d

的常数项，从而对奇异值不敏感。 
因方程组(2.2)是一个关于{ } 1

K
k k

c
=
的非线性方程组，所以 MLH 方法定义了一个迭代过程来求解。它以

( )0 0, 1, ,kc k K= =  为初始值，通过下列迭代过程由第 s 步的值得到第 s + 1 步的值 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

1

1

1

1

0, 1, , , 0,1,

K
s

k i r r i in
r

iK
si

d i r r i
r

p x c p x f
x x k K s

H f c p x
θ

+

=

=

=

 − 
  − = = =
 − 
 

∑
∑

∑
                (2.3) 

记 [ ]T1, , Kc c= c ，上面的迭代过程可以写为 

( ) ( )( )( ) ( )( )1
1s s sA b

−
+ =c c c ，                              (2.4) 

其中(2.4)右端的矩阵
( )( )s

K K
A

×
c 和向量

( )( )
1

s

K
b

×
c 具体形式为 

( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

, 1

1

1

1

,

, , 1, , .

n
is

k i j i Kk j si
d i r r i

r

n
is

i k i Kk si
d i r r i

r

x x
A p x p x

H f c p x

x x
b f p x k j K

H f c p x

θ

θ

=

=

=

=

−
=

 − 
 
−

= =
 − 
 

∑
∑

∑
∑



c

c

                (2.5) 

对于迭代格式(2.4)，文献[7]给出了以下两点结论： 
1) 该方法经有限次迭代收敛； 
2) 对带有奇异值的散乱数据具有较好的逼近性。 
MLH 方法具体描述详见[7]。该方法虽经有限次迭代达到收敛，但是每次迭代相当于求解一次移动最 

小二乘问题，就是需要计算(2.4)中 ( )( ) ( )( )1
,s sA b

−
c c ，导致其计算效率低下。我们针对这个问题提出了一 

种修正的 MLS 方法(简记为 MMLS 方法)，它只需求一次移动最小二乘问题，但对带有奇异值的散乱数据

也有类似 MLH 一样的逼近性质。 

3. 修正的 MLS 方法(MMLS) 

MLS 的目标是欲在 m
dΠ 中找到一个多项式 ( )1

K
r rr c p x

=∑ ，使下列误差达到极小： 

( ) ( )
2

, ,
1 1

n K

p x i r r i i
i r

E f c p x x xθ θ
= =

 = − − 
 

∑ ∑ .                       (3.1) 

优化问题(3.1)的解向量 [ ]T1 2 Kc c c=c  是下列法方程 

=Ac b ，                                     (3.2) 

的解，其中 A， b 的表达式如下： 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1
1 1

1
1 1

n n

i i i i K i i
i i

n n

K i i i K i K i i
i i

p x p x x x p x p x x x

p x p x x x p x p x x x

θ θ

θ θ

= =

= =

 − − 
 

=  
 
 − − 
 

∑ ∑

∑ ∑

A



  



，

( ) ( )

( ) ( )

1
1

1

n

i i i
i

n

K i i i
i

p x f x x

p x f x x

θ

θ

=

=

 − 
 

=  
 
 − 
 

∑

∑

b . (3.3) 

如果从给定的散乱数据集 ( ){ } 1
,

n
i i i

x f
=
中去掉数据点 ( )1 1,x f ，此时相应的 MLS 逼近问题的解是下列方

程组的解 

′ ′ ′=A c b ，                                     (3.4) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

1 1 1 1 1 1 1

,
K

K K K

p x p x x x p x p x x x

p x p x x x p x p x x x

θ θ

θ θ

 − −
 

′ = − =  
  − − 



  



A A A A ，         (3.5) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1
2 2

1
2 2

n n

i i i i K i i
i i

n n

K i i i K i K i i
i i

p x p x x x p x p x x x

p x p x x x p x p x x x

θ θ

θ θ

= =

= =

 − − 
 

′ =  
 
 − − 
 

∑ ∑

∑ ∑



  



A ，            (3.6) 

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1

1 1

1 1 1

,

K

p x f x x

p x f x x

θ

θ

 −
 

′ = − =  
  − 

b b b b

，

( ) ( )

( ) ( )

1
2

2

n

i i i
i

n

K i i i
i

p x f x x

p x f x x

θ

θ

=

=

 − 
 

′ =  
 
 − 
 

∑

∑

b .           (3.7) 

由(3.2)~(3.4)得 

( ) 1 1′ ′− = −A c c b A c 。                                (3.8) 

把(3.5)和(3.7)代入(3.8)式的右端，展开得到 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1
1

1 1 1 1
1

K

r r
r

K

K r r
r

p x f c p x x x

p x f c p x x x

θ

θ

=

=

  − −  
  

 ′ ′− =
 

  − −    

∑

∑

A c c .                   (3.9) 

文献[2] [3] [4] [7]给出：如果真实采样函数
1k

reallyf C +∈ ，那么 MLS 的逼近误差 

( )1k
really MLSf f O h +− < ，                              (3.10) 

这里 MLSf 通过 MLS 方法得到的逼近函数值， h 是网格范数。那么通过(3.9)和(3.10)得到 

( ) ( ) ( )1
1

k
p x x O hθ +′ ′− ≤ −A c c M ， ( ) ( )

T

1 1 1p Kp x p x =  M . 

由于 ′A 是对称正定的，有 0
lim
h→

′=c c 。关于这个极限我们可以理解为当采样点取得非常密集时，去掉
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某一个散乱数据点对我们逼近的结果影响可以忽略。 

假设在散乱点集 { }( ) 1
,

n
i i i

x f
=
中，某些点处有 1e ef f−    ( ef 是真实的值， ef 是采样得到的值)。不失

一般性我们设 ( )1 1,x f 为奇异点( 1 1 1f f−   )。那么，此时 MLS 的法方程是 c′ = A b ，其中 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1
2

1 1 1
2

n

i i i
i

n

K K i i i
i

p x f x x p x f x x

p x f x x p x f x x

θ θ

θ θ

=

=

 − + − 
 

=  
 
 − + − 
 

∑

∑









b .                   (3.11) 

可以发现，奇异值的存在主要是将列向量 b 变成了 b ，进而影响了解向量 c 。根据前述的记号 

( ) ( )1′ ′ ′ ′+ = = + − A A c b b b b 。                            (3.12) 

为了使得逼近多项式对应的权系数 ε
∞
′− <c c ，ε 是任意正常数。根据线性方程组解的稳定性理论，

如果 1 1η<A ， 2η′− <b b ， 1 2,η η 是很小的正常数，那么 ′c 可以满足 ε
∞
′− <c c ，这里 c 是无奇异值采

样时最小二乘(3.2)的解。因此我们希望在带有奇异值的散乱数据的 MLS 逼近问题得到的法方程形式为 

( )1w w
η η ′ ′ ′+ = + − 

 


'A A c b b b ，                           (3.13) 

其中要求 0w η > 。这样，奇异值就被削弱成了一个较小的扰动项加在了不含奇异值的节点组法方程中。 
基于以上两种假设分析，我们可以构造一个修正的 MLS 方法来处理带奇异值的散乱数据逼近问题，

其思想是：在我们修正的 MLS 方法中使用下列误差函数 

( ) ( ) ( )
2

, , ,
1 1

n K

w p x i i i r r i
i r

E w f x x f c p xθ θ
= =

 = − − 
 

∑ ∑ ，                    (3.14) 

其中 ( ){ } 1

K m
r dr

p x
=
⊆ Π ， ( )ix xθ − 是标准 MLS 方法中的权函数， ( )iw f 是对采样函数值 if 的一个修正表

达式。加入这个修正就是为了针对存在奇异点值时，满足前述 MLS 逼近中去除奇异值点或者弱化奇异值

点对逼近问题的影响。假设采样点 ( ){ } 1
,

n
i i i

x f
=
来自连续函数。 

按照求解 MLSS 问题的方法对误差函数(3.14)极小化得到 

( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,

1 1
2 0, 1, ,

n K
w p x

i i i r r i s i
i rs

E
w f x x f c p x p x s K

c
θ θ

= =

∂  = − − − = = ∂  
∑ ∑            (3.15) 

整合得到 

M M M=A c b ，                                   (3.16) 

其中， MA 是法方程矩阵， Mb 是一个列向量，它们的具体表达式如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1
1 1

1
1 1

n n

i i i i i K i i i
i i

M
n n

K i i i i K i K i i i
i i

p x p x w f x x p x p x w f x x

p x p x w f x x p x p x w f x x

θ θ

θ θ

= =

= =

 − − 
 

=  
 
 − − 
 

∑ ∑

∑ ∑



  



A  
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
1

1

n

i i i i
i

M
n

K i i i i
i

p x f w f x x

p x f w f x x

θ

θ

=

=

 − 
 

=  
 
 − 
 

∑

∑

b  .                        (3.17) 

关于修正的 MLS 问题(3.14)~(3.17)中的修正 ( ){ } 1

n
i i

w f
=
，我们希望其能根据数据 ( ){ } 1

,
n

i i i
x f

=
的不同情

况满足相应的条件： 

(i) 若数据中不存在奇异值时，我们希望当网格范数 0h → 时， ( ){ } 1

n
i i

w f
=
满足 

( ) ( ) , , 1, , ,i iw f w f i j n i j= = ≠ ，这样 ,M MA b 退化成(3.3)中 ,A b ，MMLS 逼近趋向于 MLS 逼近。 

(ii) 若存在奇异值时，不妨假设存在一个奇异点 ( )1 11 1, , 1e ex f f f−  ，
1e

f 是采样奇异值， 1f 是真实值，

可以将 ,M MA b 转化为 ( ) ( ),M e M e M e M e= + − = + −A A A A b b b b ，其中 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

K

e e

K K K

p x p x x x p x p x x x

w f
p x p x x x p x p x x x

θ θ

θ θ

 − −
 

=  
  − − 



  



A ， ( )
( ) ( )

( ) ( )

1

1

1

1 1 1

1 1

e

e e

K e

p x f x x

w f
p x f x x

θ

θ

 −
 

=  
  − 

b . (3.18) 

我们希望当网格范数 0h → 时， ( ){ } 1

n
i i

w f
=
满足 ( ) ( ) , , 2, , ;p qw f w f q p n p q= = ≠ 并且 

( ) ( )1
0p ew f w f ≥ 。当 ( )1

0ew f = 时，带有奇异点 ( )11, ex f 的逼近问题退化为关于散乱数据 ( ){ } 2
,

n
i i i

x f
=
的

MLS 逼近问题，法方程形式变为(3.4)；当 ( )1
0ew f ≠ 时，由于 ( ) ( )1p ew f w f ，可以认为在法方程(3.4)

的矩阵 M e−A A 加一个小的扰动矩阵 eA ，向量 M e−b b 加一个小的扰动向量 eb ，法方程形式变为(3.13)。

因此，有 M ε
∞

− <c c ，对 1 2,e eη η
∞ ∞
< <A b 。 

注释 1：修正的 MLS 方法是考虑了关于目标点处的函数值信息对逼近效果的影响， ( )w f 是关于采

样值的修正， if 的值与真实值的偏离越大其对逼近的影响越小。 
注释 2：修正的 MLS 方法同样也可以逼近存在 s  ( 1,s s N+> ∈ )个奇异值的散乱数据。 
根据 ( )iw f 所需要满足的条件(i)和(ii)，我们给出下列两个 ( )iw f 模型。 
模型一： 

( )
( )

( )

2

2

1
2

2

1

20,

21,

i
n

i
i

i
i

n

i
i

f d
nf d

w f
f d

nf d

=

=

 +
≥

 +


= 
+ <
+



∑

∑

 (其中 d 是一个小参数)。 

这个模型利用符号函数的性质排除奇异点。如果存在奇异值将退化为不含有奇异值的逼近问题(3.4)。
且当 0h → 时， ( )iw f 满足条件(i)、(ii)。 

模型二： 

( )
( )
( )

2

2

2

1

1 , 0i

i
n

j
j

w f d
f f

d
f f

=

= >
−

+
−∑

. 
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d 是一个小参数， 1
n

iif f n
=

= ∑ 。 ( )iw f 可以看作 if 对{ }1, , nf f 的方差贡献率的倒数，或者 if 对

集合{ }1, , nf f 的偏离程度。偏离程度越高 ( )iw f 越小，反之越大。 d 根据 f 而定， d 正比于 f 。因为

我们的模型 ( )iw f 不能严格满足(i)、(ii)中的设定，在 0h → 的条件下， ( ) ( ) ( )1
0q p ew f w f w f≈ ≥ 。但

是模型的作用同前述分析。 
为了测试这两个模型的效果，我们在第四节的数值试验中进行了验证。 

4. 数值实验 

4.1. 自然邻点 

MLS 中非负权函数 ( )ix xθ − 一般被选取成当 ix 距离 x 越大时，θ 值快速下降接近零，甚至θ 被选成

具有紧支撑性，即 ( ), 0i ix x D x xθ− > − = 。所以移动最小二乘中权函数的作用是选取目标点 x 附近的 

参与逼近的数据节点。自然邻点是“最靠近”目标点的邻域节点。在本节我们使用自然邻点来替代权函

数的这种选取性质，即修正 MLS 逼近中通过使用自然邻点作为(3.14)中的逼近节点，而不是通过权函数

来选取逼近节点集。这样做既提高了 MMLS 的计算效率同时又保证逼近精度。图 1 是二维平面上的自然

邻点的一个示例。自然邻点的详细内容和选取方法见[9] [10]。 
在目标函数(3.1)和(3.14)中，如果 n K≤ ，根据 MLS 逼近理论知道逼近函数将会是一个插值于这 n 个

散乱节点的插值多项式。因此，在使用自然邻点时，如果得到的自然邻点个数小于 K ，我们拟将自然邻

点的自然邻点也加入其中。 
图 2 给出了一组二维散乱节点，红色的点代表目标点的自然邻点，绿色的点代表红色点自然邻点，

黑色点代表绿色点的自然邻点，我们称为三层自然邻点模板。在后面的数值试验中，将统一采用这种三

层自然邻点模板进行逼近。 

4.2. MMLS 方法与 MLH 方法的逼近精度比较 

我们选取 Franke 函数作为被采样函数，其表达式为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2
2 2

9 2 9 2 9 1 9 1
, 0.75exp 0.75exp

4 49 10

9 7 9 3
0.2exp 9 4 9 7 0.5exp , 0 , 1

4

x y x y
f x y

x y
x y x y

   − + − + +
= − + − −   

      
 − + − − − − − − + − ≤ ≤     

 

选择(2.1)和(3.14)中 ( ){ } { }10 2 2 3 2 2 3
1

, 1, , , , , , , , ,r r
p x y x y x xy y x x y xy y

=
= ，目标逼近散乱点取 511 个，如图

3 中红色点表示，为了消除边界影响加入蓝色散乱点，这样散乱点总个数为 1000 个。我们加入的奇异点

为 ( ) ( )5,0.3742,0.2033 0.7078,0.8428 5f f = −=  ，其中真实值为 ( )0.3742,0.2033 0.7077f = ， 

( )0.7078,0.8428 0.0020f = 。模型中 0.01d = 。 
本文使用下列两种误差表达式 

( )
1_

n

i i
i

f f
RMS f

n
=

−
=

∑ 

， 

fi 表示精确函数值， if 表示逼近的函数值 

1, ,
_ max i ii n

MaxError f f f
=

= −


 ， 
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Figure 1. Target point x and its surrounding natural neighbor 
points { }1 5, ,x x  

图 1. 目标点 x 及其周围的自然邻点{ }1 5, ,x x  

 

 
Figure 2. Extended three layer natural neighbor points 
图 2. 扩展的三层自然邻点 

 

 
Figure 3. Two dimensional scattered nodes (red dots represent 
the point of approximation, the blue dots around the red dots are 
the scattered nodes to eliminate the influence of the boundary) 
图 3. 二维散乱节点(红色点代表待逼近点，围绕红色点的蓝色

点是为了消除边界影响加入的散乱节点) 

x
x5

x4 x3
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表 1 说明了，MMLS 模型一是将含有奇异值的散乱节点逼近问题转化为排除散乱节点后的 MLS 逼

近问题，MMLS 模型二是将奇异值的影响转化为了求解过程中法方程和右端向量的小扰动的影响。在这

里模型一优于模型二。 
从表 2 看出 MMLS 模型二的精度稍低于 MLH 方法，但计算效率却优于 MLH 方法，这和 MLH 方法

需要求解多遍移动最小二乘问题，而 MMLS 只需求解一次该问题的结论一致。 
表 3 中的噪音是按照 ( )1 %f s+ ，如果是 5%的噪音，s 是[−5,5]之间的随机数。从表中的结果看出，

在相同条件下，MLH 方法的逼近效果稍优于 MMLS 方法，但是从计算效率看，MMLS 方法明显优于

MLH 方法。这也说明了 MMLS 方法对含有奇异值和噪音的数据集逼近都能保证一定的精度，但是计算

效率优于 MLH 方法。 

5. 结论 

文中提出的 MMLS 方法同 MLH 方法一样，能够解决带有奇异点和小噪声的散乱数据集的逼近问题，

但本文中的方法较 MLH 方法在计算效率上有着显著的提高。可是本文中的 ( )w f 函数还可以进一步的改

进和提高，因为针对带有奇异点的散乱数据集的逼近中，更加合理的选择函数 ( )w f 将会直接影响我们对

于逼近问题的逼近精度。 
 
Table 1. Error comparison of MMLS method with two different correction methods 
表 1. 两种不同修正权的 MMLS 方法误差对比 

方法 RMS_f MaxError_f 执行时间(秒) 

MMLS 模型一 0.0062 0.0559 2.8790 

MMLS 模型二 0.0068 0.0577 3.2060 

 
Table 2. Error comparison between MMLS method and MLH method 
表 2. MMLS 方法与 MLH 方法误差对比 

方法 RMS_f MaxError_f 执行时间(秒) 

MLH 0.0053 0.0316 4.7860 

MMLS 模型二 0.0066 0.0577 2.5380 

 
Table 3. Scattered data approximation error comparison with outliers and noise 
表 3. 带有奇异值和噪音的散乱数据逼近对比 

方法 RMS_f MaxError_f 执行时间(秒) 

噪声比率 2% 

MLH 0.0054 0.0320 4.8750 

MMLS 模型二 0.0068 0.0575 3.2490 

噪声比率 3% 

MLH 0.0058 0.0312 5.0150 

MMLS 模型二 0.0072 0.0577 3.2660 

噪声比率 5% 

MLH 0.0066 0.0339 5.1760 

MMLS 模型二 0.0080 0.0580 3.2380 
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