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Abstract 
The paper researches the refined Bayesian Nash equilibrium of determining traveler’s route 
choice behavior under imperfect information. The opaque information between two players be-
comes an important factor which decides the final path choice. Let the route choice process under 
the imperfect information be the dynamic game process under the incomplete information, first, 
we analyze the gains obtained in the traveler route choice, then by using the knowledge of the 
game tree, the Nash equilibrium in dynamic game is determined under the condition of incom-
plete information, and furthermore whether the Nash equilibrium is the refined Bayesian Nash 
equilibrium is determined. 
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摘  要 

本文研究在不完美信息下确定出行者路径选择行为的精炼贝叶斯纳什均衡。博弈双方之间的信息不透明

成为决定最终路径选择的重要因素。将不完美信息下博弈双方路径选择过程视为不完全信息下的动态博

弈过程，首先对出行者出行路径选择获得的收益进行分析，然后运用博弈树的知识，在不完全信息条件

下确定动态博弈中的纳什均衡，进而确定纳什均衡是否为精炼贝叶斯纳什均衡。 
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1. 引言 

随着社会经济的发展和城市化水平的不断提高，城市交通的拥挤状况日益严重，经常会出现交通拥

堵现象，因此出行者的路径选择显得尤为重要。路径选择行为是出行选择行为中的重要内容，路径的选

择不仅关系着出行者的切身利益也关系着路网状况的拥挤程度。对于一般出行者的路径选择而言，路径

选择的目标是尽量满足不同出行者的需求，达到省时高效，避免拥挤，使得整个路网状态最优化。传统

的基于博弈论的路径选择行为模型是在一定的诱导信息下把任意两位出行者看成博弈双方，在整个交通

过程中双方进行重复博弈，以使交通系统最优化，双方收益最大化[1]，也就是纳什均衡状态。而不完全

信息博弈就是博弈双方不能获得对方的任何信息，只能靠猜测，即就是一种在不确定条件下个人决策行

为分析的理论。然而人们对于模型的准确性还不能满足于纳什均衡，那么就有了纳什均衡之上的精炼贝

叶斯纳什均衡[2]的研究。 
到目前为止，在博弈论方面，国内外学者将演化博弈论应用于动态路径优化的相关研究相对较少，

主要的成果基本上是关于博弈论的应用。Rosenthal [3]利用合作博弈讨论了给定节点到其余节点的最短路

问题；Su [4]等人通过建立一个简化的博弈模型对城市公共交通网络的运行过程进行了仿真；谢晓倩[5]
以管理者系统最优与出行者的用户最优之间为矛盾点，利用博弈论在诱导的管理模式下，建立了管理者

和出行者之间的博弈模型；董斌杰[1]等通过分析出行者在出行中选择路径的过程，提出了静态诱导信息

下的出行路径选择模型，并引入求解纳什均衡的划线法求解；王耀[6]等建立了以军方运输部门和敌方打

击力量为双方的博弈模型，构建各自的目标函数，并根据博弈均衡理论，选择总收益值最大的路径为军

用油料运输最优路径。在精炼贝叶斯纳什均衡方面，王伟[7]等分析了在市场效率原则下纳税人与纳税主

体，纳税人与纳税人之间，围绕纳税与征税，纳税与漏税所展开的一系列较量，构成一个完整的博弈以

寻找精炼贝叶斯纳什均衡；曾庆群[8]等分析了移动商务竞价行为中企业购买行为所涉及的基本信息及其

抽象表示，对进行博弈分析的基本假设进行定义，然后引入自然人对目标企业收益的不确定性进行贝叶

斯先验概率设定，在此基础上对购买竞价过程进行精炼贝叶斯纳什均衡研究。在路径选择方面，葛颖恩

[9]等分析了诱导信息对路径选择行为的影响，给出了不可分的路段费用函数，把诱导信息影响下的路线

选择问题组织成一个非对称网络均衡问题，并给出了用嵌入遗传算法的对角化算法求解的算例；范文博

[10]等分析了基于参考依赖法的出行者日常路径选择的行为建模，构建了与随机用户路径选择均衡的不动

点模型，设计了一个基于相继平均法 MSA 和 Logit 配流技术的启发式算法来求解该模型。上述的学者都

未曾将博弈论中的精炼贝叶斯均衡与出行者路径选择相互连接起来进行研究与应用，本文就将二者联系
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起来做简单研究。 
本文在博弈论的基础上以完全但不完美信息动态博弈模型为分析工具，构建出行路径选择的模型，

对出行者选择出行路径的收益进行分析，找出纳什均衡，进而判断在不完美信息下的纳什均衡解是否为

精炼贝叶斯纳什均衡，以进一步确定出行者的较优路径选择。 

2. 博弈模型分析 

2.1. 基本定义 

在动态博弈中出行者获得的信息都是不完美信息与不完全信息，博弈论的基本概念包括局中人，战

略，行动，信息，支付函数，结果，均衡等。其中局中人，策略，支付函数构成了博弈的三个基本要素，

局中人，行动次序，结果统称为博弈规则，而博弈分析的目的就是使用博弈规则来确定均衡。 
决策结：参与人选择的种类个数； 
信息集：指某一参与人在某一阶段的行动时由博弈历史信息反应的那一组都有可能是真实位置的决

策结的集合； 
不完美信息：有一部分已行动者所选行动的信息，但又不能完全确定先行者选择了什么；又指决策

结为单一结的情况； 
完美信息：某个人参与行动前，有足够的信息来确定已经行动的参与人选择了什么行动；又指决策

结不是单结； 
不完全信息：自然首先选择参与人类型，而且参与人自己知道自己的真实类型，其他参与人不能确

切知道，但有关于参与人类型的概率分布的公共；不完全信息是一类不完美信息； 
博弈树：连通的无圈的无向图称为树，开始于初始点，结束于终止点(即再没有箭头从此延伸)。 
纳什均衡：是一种策略组合，使得同一时间内每个参与人的策略是对其他参与人策略的最优反应。 
精炼贝叶斯纳什均衡：不完全信息动态博弈的均衡称之为精炼贝叶斯纳什均衡。 
博弈树规则[11]： 
1) 每一个节点都是初始点的后续节点，同时，初始点是唯一没有这一特性的节点。 
2) 除初始点之外的任一节点都只有一个直接前置点。初始点没有前置点。 
3) 从同一个节点引出的多个分支具有不同的行动标签。 
4) 每一个信息集只包含一个参与人的决策点。 
5) 某个信息集中的所有节点必须具有相同数量的直接后继点，而且其中的所有节点是通过具有相同

集合行动标签的分支而到达这些后继点。 

2.2. 博弈模型及求解算法 

观察下列图 1 所描述的不完美信息博弈 
如图 1 所示，该博弈有两个参与人，参与人 1 先行动，如果选择 L，则博弈结束。如果不选择 L，则

在参与人 1 选择后由参与人 2 在不知道参与人 1 选择结果的情况下进行选择。所以 L 得选择可区分，没

有参与人 2 选择的机会就意味着参与人 1 选了 L，而参与人 2 在轮到他选择时，知道参与人 1 已选择了

M 或 R，但没有更多的信息，所以有一个两个决策结构成的信息集。 
这个博弈有两个纯策略纳什均衡 ( ),M U 和 ( ),L B ，这可以用纳什均衡的定义直接验证。下面判断

( ),M U 和 ( ),L B 是否构成精炼贝叶斯均衡？ 
首先考虑 ( ),L B ；若 ( ),L B 战略组合是精炼贝叶斯均衡，则参与人 2 没有机会选择，及参与人 2 选择 
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Figure 1. The game between the strategy choices of the two participants        
图 1. 两个参与人策略选择之间的博弈 

 
的信息集不在均衡路径上。按定义只要有与战略相容的后验概率，但任何后验概率都不会使参与人

2 选 B 是最优的，若参与人选择 M 的概率为 p，选择 R 的概率为1 p− ，则在参与人 2 选择的信息集为起

点的博弈中，参与人 2 选 B 的收益应该比选U 的收益大。然而选 B 时的收益是 ( )0 1 p+ − ，而选 U 时的

收益是 ( )2 1 2p p p+ − = − ：由于 2 1p p− > − 。这表明参与人 2 在他选择的信息集为起点的博弈中，他

的选择不是最优的，按定义 ( ),L B 不是精炼贝叶斯均衡。 
再考虑 ( ),M U ；给定参与人 2 选择 U，则参与人 1 选 M 是最优的，因此参与人 1 不会偏离。在参与

人 2 选择的信息集中，既然参与人 1 选 M，则贝叶斯法则决定左边一个决策结的概率是 1，则参与人选 B
的收益为 0，选 U 的收益为 1。因此参与人 2 不会偏离。因此 ( ), , 1M U P = 是一个精炼贝叶斯均衡。 

对此博弈，也可以分析一下混合策略均衡。实际上参与人 2 在其选择的信息集中，任何后验概率下，

选 U 比选 B 好，所以只要有选择的机会，只会选 U 而不会选 B。而在此基础上参与人 1 以任何正的概率

选 L 或 R 都会比选 M 时的收益少。所以不会有混合策略精炼贝叶斯均衡。具体的，若参与人 1 以 1a 的概

率选择 L， 2a 的概率选择 M，以 3a 的概率选择 R，参与人 2 以 1b 与的概率选 2b 择 U 和 B 时，如果是最优 

策略，则进入参与人 2 的信息集左边决策结的概率是
( )

2
1

2 3

aa
a a

−
+

，右边决策结的概率是
( )

3

2 3

a
a a+

，参

与人 2 的收益是 

( )
3 3 32

1 2 1 1
2 3 2 3 2 3 2 3

2
+

a a aa b b b b
a a a a a a a a

     
⋅ + ⋅ + ⋅ = +     + + +     

 

所以 1 1b = 时是最优的，即最优的混合策略是 *
1 1b = ， *

2 0b = 。这时，参与人 1 收益是 

( )1 2 3 2 32 0 1a a a a a+ + = + −  

所以 2 1a = 时取最大， *
1 0a = ， *

2 1a = ， *
3 0a = ，因此，没有混合策略均衡。 

当然对于此例没有混合策略的均衡，并不代表所有的例子中都没有混合策略，混合策略的求解我们

放到出行者路径选择实例中讲解。 

3. 实例分析 

在出行者路径选择的博弈模型中有博弈双方进行路径的选择使得自身收益获得最大值，即就是在动

态的博弈中达到精炼贝叶斯均衡。博弈论的研究和应用需要某些基本的假设，在路径选择中，假设从 A
地到 B 地有 L，M，R 三条不同的路径可供大家选择，并且由于每个人的主观意识不同使得每个人选择每

(2, 1)              (0, 0)         (0, 2)           (0, 1)

(1, 3)

L M
P 1-P

R

U B BU

1

22
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条路径的概率不同。现假设参与人 1 选择 L，M，R 三条路径的概率分别为 1a ， 2a ， 3a ，参与人 2 选择

路径 L，M，R 三条路径的概率分别为 1b ， 2b ， 3b ，出行者 i 的收益为 iE  (其中 1, 2i = )。且易知 1 2 3 1a a a+ + = ,

1 2 3 1b b b+ + = 。那么可以得出下列图 2。 

对于图 2，用静态博弈来分析，很容易可以看出 ( ),L R ， ( ),M L ，
2 1 1 1 1 1, , , , ,
3 6 6 4 2 4

    
    
    

均为纳什均 

衡，其中前两个解可以用纳什均衡的定义直接验证，而对于混合策略纳什均衡，我们这里作进一步的求

解。 
考虑混合策略知，出行者 1 的收益为 ( ) ( ) ( )1 2 3 1 1 3 2 1 2 32 3 2E b b a b b a b b a= + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ ，出行者 2 的收

益为 ( ) ( ) ( )2 2 3 1 1 3 2 1 2 33 2E a a b a a b a a b= + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ 。可能存在的混合策略必然都是出行者 1 和出行者 2
在路径 L,M, R 上都有正概率的混合策略。对于出行者 1 而言，要取混合策略，则需要 1b ， 2b ， 3b 均不为

0，所以 ( )1 2 3, ,a a a 为出行者 1 的混合策略纳什均衡时需成立 2 3 1 3 1 23 2a a a a a a+ = + = + ，联立上式解得

1
2
3

a = ， 2
1
6

a = ， 3
1
6

a = 。同理，对于出行者 2 而言，要取混合策略，则需要 1a ， 2a ， 3a 均不为 0，所

以 ( )1 2 3, ,b b b 为出行者 2 的混合策略纳什均衡时需成立 2 3 1 3 1 22 3 2b b b b b b+ = + = + ，联立上式解得 1
1
4

b = ，

2
1
2

b = ， 3
1
4

b = ；即 ( )1 2 3
2 1 1, , , ,
3 6 6

a a a  =  
 

； ( )1 2 3
1 1 1, , , ,
4 2 4

b b b  =  
 

为一组混合策略纳什均衡。 

下面我们检验在不完美信息博弈下三个解是否为精炼贝叶斯均衡； 
情况一：检验路径 ( ),L R 是否构成精炼贝叶斯均衡：给定出行者 2 选择路径 R，则出行者 1 选择路

径 L 是最优的，因此出行者 1 不会偏离。在出行者 2 选择的信息集中，既然出行者 1 选择路径 L，则贝

叶斯法则决定最左边一个决策结的概率是 1，则出行者 2 选路径 L 的收益为 0，选路径 M 的收益为 1，选

择路径 R 的收益为 1，因此出行者 2 不会偏离。因此 ( )1, , 1L R a = 是一个精炼贝叶斯均衡。 
情况二：检验路径 ( ),M L 是否为精炼贝叶斯均衡：类似的给定出行者 2 选择 L，则出行者 1 选择路

径 M 是最优的，因此出行者 1 不会偏离。在出行者 2 选择的信息集中，既然出行者 1 选择路径 M，则贝

叶斯法则决定中间决策结的概率为 1，则出行者 2 选路径 L 的收益为 3，选择路径 M 的收益为 0，选择路

径 R 的收益为 1，因此出行者 2 不会偏离。因此 ( )2, , 1M L a = 是一个精炼贝叶斯均衡。 
 

 
Figure 2. Traveler’s choice of path.     
图 2. 出行者对路径的选择 

(0, 0)                (1, 0)            (2, 1) (3, 3)          (0, 0)      (1, 1) (2, 2)             (1, 1)               (0, 0)

L

[a1] [a2]

M
R

[a3]

[b1] [b2] [b3] [b1] [b2] [b3] [b1] [b2] [b3]

RRRL L MM L M

222

1
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情况三：混合策略，若 ( )0 1 1, 2,3ia i< < = ， ( )0 1 1, 2,3ib i< < = ，即出行者 1 选择路径 L 的概率为 1a ，

则最左边决策结的概率为 1a ，选择路径 M 的概率为 2a ，则中间决策结的概率为 2a ，选择路径 R 的概率

为 3a ，则最左边的决策结的概率为 3a 。如果出行者 2 选择路径 L 的概率为 1b ，选择路径 M 的概率为 2b ，

选择路径 R 的概率为 3b 。 
对出行者 2，他选择路径 L 的收益为 

( )2 3 2 2 1 2 1 23 2 3 2 1 2 2a a a a a a a a+ = + − − = − +                         (1) 

他选择路径 M 的收益为 

( )1 3 1 1 2 21 1a a a a a a+ = + − − = −                               (2) 

他选择路径 R 的收益为 

1 2a a+                                          (3) 

联立式子(1) (2) (3)解得： 1 2 3
2 1 1, ,
3 6 6

a a a= = = ，即 ( )1 2 3
2 1 1, , , ,
3 6 6

a a a  =  
 

； 

对于出行者 1，他选择路径 L 的收益为 

( )2 3 2 2 3 1 22 2 1 2 2b b b b b b b+ = + − − = − −                           (4) 

他选择路径 M 的收益为 

( )1 3 1 1 2 1 23 3 1 1 2b b b b b b b+ = + − − = + −                            (5) 

他选择路径 R 的收益为 

1 22b b+                                         (6) 

联立式子(4) (5) (6)解得： 1 2 3
1 1 1, ,
4 2 4

b b b= = = ，即 ( )1 2 3
1 1 1, , , ,
4 2 4

b b b  =  
 

； 

则可知上述不完美信息博弈中，即混合策略也是精炼贝叶斯均衡。 

4. 结束语 

本文基于博弈论，将博弈双方的出行路径选择行为抽象为不完全信息动态博弈，建立博弈模型并求

解其纳什均衡，进而判断模型中的纳什均衡是否为精炼贝叶斯纳什均衡，并利用案例进行验证，为出行

者出行路径的选择提供最佳的方法和依据。在以后的研究中，我们会进一步深入研究精炼贝叶斯纳什均

衡，在不完全动态信息下考虑已知自己类型可获得其他人类型的先验概率，战略空间，信息集，以及后

验概率等因素，使得所求解得精炼贝叶斯纳什均衡更加准确。 
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