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Abstract 
Nowadays, diagnosability is an important research topic and parameter in measuring the fault di-
agnosis of multiprocessor systems. In 2012, Peng et al. proposed a new measure for fault diagnosis 
of the system, which was called g-good-neighbor diagnosability that restrained every fault-free 
node containing at least g fault-free neighbors. The n-dimensional augmented k-ary n-cube is an 
important variant of the hypercube. In this paper, we prove that the 1-good-neighbor diagnosibil-
ity of augmented k-ary n-cubes under the PMC model and the MM* model is 8 9n −  for 4n ≥ ,

4k ≥ . 
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摘  要 

现如今，一个多重处理器系统的诊断度是一个非常重要的研究课题，它是度量多重处理器系统故障诊断

能力的重要参数。2012年，Peng等人提出了一个新的系统故障诊断方法，称为g好邻诊断度，它限制每

个非故障顶点至少有g个非故障邻点。n维扩展k元n立方体是超立方体的一个重要变形。在本文中，我们

证明了扩展k元n立方体在PMC模型下和MM*模型下的1-好邻诊断度是 ( )8 9 4, 4n n k− ≥ ≥ 。 
 
关键词 

互连网络，图，诊断度，PMC模型，MM*模型，扩展k元n立方体 

 
 

1. 引言 

大部分的多重处理器系统都以互联网络作为基本的拓扑结构并且通常用图来表示一个互联网络，其

中的顶点代表处理器，边代表处理器之间的通信线路。我们用图和网络互换。对于多重处理系统来说，

其网络拓扑性质的研究是非常重要的。诊断度是度量多处理器系统故障诊断能力的重要参数，它们是互

联网络中热门的研究课题之一。此外，在系统中，一些处理器可能是故障的。所以，为了保证计算机系

统的可靠性，系统中的故障处理器应该被诊断出来。处理故障系统的第一步是从非故障处理器识别故障

处理器。识别过程被称为系统诊断。在没有更换的前提下，如果所有故障处理器都可以被识别，并且被

诊断出的故障处理器个数不超 t ，那么这个系统称为 t -可诊断。系统G 的诊断度是所有 t -可诊断中 t 的
最大值[1] [2]。为了测量多重处理系统的诊断度，很多诊断模型已经被提出。尤其是 PMC 模型[3]和 MM*
模型[4]，这两个模型被广泛使用。PMC 模型是通过两个相邻的处理器之间相互测试来完成系统的诊断。

MM*模型下，一个顶点分别给它相邻的两个顶点发出相同的任务，然后比较它们反馈的结果。在 PMC
模型和 MM*模型下已经有无数的研究[5] [6]。 

传统的诊断度允许点的邻点全为故障点，但是在大型多处理器系统中这种故障出现的概率极小。因

此 Lai [2]等提出了系统的条件诊断度，它限制系统中任意一个处理器至少与一个非故障处理器相邻。近

些年，Peng [7]等提出了系统的 g-好邻诊断度，它限制每个非故障顶点都至少有 g 个非故障邻点与之相邻，

并且研究了超立方体在 PMC 模型下的 g 好邻诊断度。随后，很多学者在 PMC 模型和 MM*模型下研究

了更多网络的 g-好邻诊断度[6] [8] [9]。作为一个良好的互连网络拓扑结构，扩展 k 元 n 立方体有许多好

的性质。在文献[10]中，王牟江山等证明了网络的 1-好邻诊断不超过条件诊断度。因此，研究网络的 1-
好邻诊断度也是很有意义的。近些年来，扩展 k 元 n 立方体[11]被 Xiang 和 Stewart 提出应用与并行运算。

在本文中，我们采用 PMC 模型和 MM*模型作为故障诊断模型，来研究扩展 k 元 n 立方体在 PMC 模型

和 MM*模型下的 1-好邻诊断度，最后得出扩展 k 元 n 立方体在 PMC 模型和 MM*模型下的 1-好邻诊断

度 ( )8 9 4, 4n n k− ≥ ≥ 。 

2. 预备知识 

在这一节，我们将介绍一些基本概念、符号、PMC 模型、MM*模型及扩展 k 元 n 立方体。 
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2.1. 基本概念及符号说明 

我们用一个无向简单图 ( ),G V E= 是来表示一个多重处理系统，其中 ( )V V G= ， ( )E E G= 分别表示

网络中的处理器和处理器之间的连接。对于任意的非空顶点子集V V′ ⊂ ，则以两端点均在V ′中的边的全

体为边集所组成的子图，称为V ′在G 中的导出子图，记作 [ ]G V ′ 。 ( )Gd v 是指G 中与 v 关联边的数目，

( )Gδ 和 ( )G∆ 分别表示 G 中顶点的最小度和最大度。对于G 中任意一个顶点 v ，都有 ( )Gd v k= ，则称

图 G 是 k 正则的。对于任意 v V∈ ， ( )GN v 表示 G 中与 v 相邻的所有顶点组成的集合。若 S G⊆ ，则

( ) ( ) \G Gv SN S N v S
∈

=


。定义 ( ) ( ) ( )G GC S N v V S= ∪ 。对于任意两点 ,u v V∈ ， ( ): ,cn G u v 表示G 中与 ,u v
均相邻的点的个数，也即为 ( ) ( ) ( ): , G Gcn G u v N u N v= ∩ 。 

对于任意的一个故障集 F V⊂ ，若对于每一个非故障点 v 均有 ( ) ( )\N v V F g∩ ≥ ，则称 F 为G 的

g-好邻故障集。如果G F− 不连通且 F 为G 的 g-好邻故障集，则称 F 是一个 g-好邻割。G 的 g-好邻连通

度等于G 中最小 g-好邻割所含的顶点数，记作 ( ) ( )g Gκ 。文中其它未定义而直接使用的符号和术语参见

文献[12]。 

2.2. PMC 模型和 MM*模型 

在 PMC 模型[3]中，相邻两点之间可以相互测试。图G 中，对于任意的 ( ) ( ),u v E G∈ 表示从 u 到 v 的

测试，其中 u 是测试者而 v 是被测试者。若 u 是非故障点而 v 是故障点(或非故障点)，则测试结果是 1 (或
0)。在 PMC 模型中，我们假定，若测试点 u 是非故障点，则测试结果可靠。否则，测试结果不可靠。它

可以用一个有向图 ( ),T V L= 表示,其中 ( ),u v L∈ 表示 ( )uv E G∈ 。所有测试结果的集合称为系统G 的症

候，记作σ 。一个症候是一个函数 { }: 0,1Lσ  。 
1) 若 ( )u V G F∈ − ， v F∈ ， ( ) 1vuσ ∗ = ； 
2) 若 ( ),u v V G F∈ − ， ( ) 0vuσ ∗ = 。 
对两不同的顶点子集 ( )1 2,F F V G⊆ ，若 ( ) ( )1 2F Fσ σ = ∅ ，则称 1F 和 2F 是可区分的，记 ( )1 2,F F 为

可区分的点对;否则，称 1F 和 2F 是不可区分的，记 ( )1 2,F F 为不可区分的点对。 
在 MM*模型下，与一个结点 w 相邻的两个结点 u ，v 被分配一个相同的任务，再把测试结果返回给

结点 w ，w 再对这两个结点返回的结果进行比较。用 ( ), wu v 来表示 w 比较 u , v 输出的比较结果，如果这

两个结果是相同的，则 ( ), 0wu v = ；否则，( ), 1wu v = 。全部的测试结果叫做这个系统的比较症候，记作 *σ 。 
1) 若 ,u v F∈ ， ( )w V G F∈ − ， ( )( ), 1wu vσ ∗ = ； 

2) 若 u F∈ ， ( ),v w V G F∈ − ， ( )( ), 1wu vσ ∗ = ； 

3) 若 ( ), ,u v w V G F∈ − ， ( )( ), 0wu vσ ∗ = 。 

在一个系统 ( ),G V E= 中，对于任意两个不同的 g 好邻故障集 1F ， 2F ，其中 1F t≤ 和 2F t≤ ，若 1F ,

2F 是可区分的，则G 是 g-好邻条件 t-可诊断的。G 的 g 好邻诊断度 ( )gt G 是使得G 是 g-好邻条件 t-可诊

断的最大值 t 。 

2.3. 扩展 k 元 n 立方体 

扩展 k 元 n 立方体一直被称为著名的拓扑结构。在文献[11]中，作者介绍了如下的定义和一些有用的

性质。 
定义 1  扩展 k 元 n 立方体 ,n kAQ 的顶点集为 { }{ }1 1 0,1, , 1 ,1n n iv v v v k i n− ∈ − ≤ ≤  ，两个顶点 

1 1n nu u u u−=  ， 1 1n nv v v v−=  相邻当且仅当满足以下条件之一。 

1) 1i iv u= − (或者 1i iv u= + ) { }( )1,2, ,i n∈  ，且 j jv u= { } { }( )1,2, , \j n i∈  ；则 ( ),u v 称为 ( ), 1i − -边
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(或者 ( ), 1i + -边)。 

2) 1 1 1 11, 1, , 1i i i iv u v u v u− −= − = − = −  (或者 1 11, 1, , 1i i i i i iv u v u v u− −= + = + = + ) { }( )2,3, ,i n∈  ，且

j jv u= { }( )1, 2, ,j i i n∈ + +  ；则 ( ),u v 称为 ( ), 1i≤ − -边(或者 ( ), 1i≤ + -边)。 

性质 1 当 4, 4n k≥ ≥ 时， ,n kAQ 是点传递的，且 ( ), 4 2n kAQ nκ = − 。 
性质 2 ,

i
n kAQ 表示由 ,n kAQ 中顶点的第 n 位都是 i 的顶点生成的子图 { }( )0,1, , 1i k∈ − ，且

, 1,
i
n k n kAQ AQ −≅ 。 

性质 3 如果 ( )( ), 1, iu u − ， ( )( ), 1, iu u ≤ − 分别是 ,n kAQ 的一条 ( ), 1i − -边和 ( ), 1i≤ − -边，则： 

1) 当 2n = 且 3k = 时 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){ }2,3 2,3 , 1 1, 1 2, 1 2, 1, ,AQ AQ iN u N u u u u− + ≤ − +∩ = ； 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){ }2,3 2,3 2, 1 1, 1 2,+1 2, 1, ,AQ AQN u N u u u u≤ − − ≤ −∩ = .   

2) 当 2n = 且 4k ≥ 时 

( ) ( )( ) ( ) ( ){ }( )
2, 2, , 1 2, 1 2, 1, 1

k kAQ AQ iN u N u u u i− ≤ − +∩ = = ； 

( ) ( )( ) ( ) ( ){ }( )
2, 2, , 1 2, 1 1, 1, 2

k kAQ AQ iN u N u u u i− ≤ − +∩ = = ； 

( ) ( )( ) ( ) ( ){ }2, 2, 2, 1 1, 1 2, 1,
k kAQ AQN u N u u u≤ − − −∩ = 。 

3) 当 3n ≥ 且 3k = 时 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){ }( )
,3 ,3 , 1 2, 1 2, 1 , 1, , 1

n nAQ AQ i iN u N u u u u i− ≤ − + +∩ = = ； 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){ }( )
,3 ,3 , 1 , 1 , 1 1, 1, , 2

n nAQ AQ i i i iN u N u u u u i n− + ≤ − − +∩ = ≤ ≤ ； 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }( )
,3 ,3 , 1 , 1 , 1 1, 1 1, 1 1, 1, , , , 2 1

n nAQ AQ i i i i i iN u N u u u u u u i n≤ − ≤ + − ≤ + − + + ≤ − −∩ = ≤ ≤ − ； 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){ }( )
,3 ,3 , 1 , 1 , 1 1, 1, ,

n nAQ AQ i i i iN u N u u u u i n≤ − ≤ + − ≤ − −∩ = = 。 

4) 当 3n ≥ 且 4k ≥ 时 

( ) ( )( ) ( ) ( ){ }( )
, , , 1 2, 1 2, 1, 1

n k n kAQ AQ iN u N u u u i− ≤ − +∩ = = ； 

( ) ( )( ) ( ) ( ){ }( )
, , , 1 , 1 1, 1, 2

n k n kAQ AQ i i iN u N u u u i n− ≤ − ≤ − +∩ = ≤ ≤ ； 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }( )
, , , 1 1, 1 1, 1 1, 1 , 1, , , 2 1

n k n kAQ AQ i i i i iN u N u u u u u i n≤ − ≤ + − ≤ − − + + −∩ = ≤ ≤ − ； 

( ) ( )( ) ( ) ( ){ }( )
, , , 1 1, 1 , 1,

n k n kAQ AQ i i iN u N u u u i n≤ − ≤ − − −∩ = = 。  

对于 ( ), 1i + -边和 ( ), 1i≤ + -边，这个结果也是类似的。 
性质 4 当 2, 3n k≥ ≥ 时，且 ,n k 均为整数，设 ,u v 是 ,n kAQ 中任意两个不同的点，则有： 
1) 当 2, =3n k≥ 时， ( ),3 : , 6ncn AQ u v ≤ ；  

2) 当 2, 4n k= ≥ 时， ( )2, : , 2kcn AQ u v ≤ ；  

3) 当 3, 4n k≥ ≥ 时， ( ), : , 4n kcn AQ u v ≤ 。  
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3. 扩展 k 元 n 立方体 n kAQ , 在 PMC 模型下的 1-好邻诊断度 

在这一节，我们将证明扩展 k 元 n 立方体 ,n kAQ 在 PMC 模型下的 1-好邻诊断度。 
在一个系统 ( ),G V E= 中，对于 V 中任意两个不同的子集 1F ， 2F ，我们定义对称差

( ) ( )1 2 1 2 2 1\ \F F F F F F∆ = ∪ 。Yuan [6]提出了一个系统在 PMC 模型下是 g-好邻 t-可诊断的充分必要条件。 
定理 3.1  一个系统 ( ),G V E= 在 PMC 模型下是 g-好邻 t-可诊断的当且仅当对于V 中任意两个不同

的 g-好邻故障集 1F ， 2F 及其 1F t≤ 和 2F t≤ ，存在 ( )1 2\u V F F∈ ∪ 和 1 2v F F∈ ∆ ，使得 uv E∈  (如图 1)。 
引理 3.2 最小度为 1 的图至少有两个顶点。 

引理 3.3 [13]当 4, 4n k≥ ≥ 时，扩展 k 元 n 立方体 ,n kAQ 的 1-好邻连通度 ( ) ( )1
, 8 10n kAQ nκ = − 。 

引理 3.4 当 4, 4n k≥ ≥ 时，设 22 222u =  ， 22 211v =  ， { },A u v= ， ( )
,1 n kAQF N A= ， 

( )
,1 n kAQF A N A= ∪ ，则 1 8 10F n= − ， 2 8 8F n= − ， ( ), 1 1n kAQ Fδ − ≥ ， ( ), 2 1n kAQ Fδ − > 。 

证明：由性质 4(3)，当 4, 4n k≥ ≥ 时， ( ), : , 4n kcn AQ x y ≤ ，其中 x ， y 是 ,n kAQ 中任意两个不同的点。

设 { },A u v= ，显然 u ，v 相邻，所以 ( ) ( )
,

\ 4 2 1 4 3
n kAQN u A n n= − − = − ， ( ) ( )

,
\ 4 2 1 4 3

n kAQN v A n n= − − = − ，

同时由图 2 可知：  

( ) ( ) { }
, ,

22 111,22 221,22 322,22 212
n k n kAQ AQN u N v∩ =     ，因此 ( ) ( )

,, 4
n kAQn k AQN u N v∩ = 达到了

最大。 
则 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, , , ,1 \ \ 2 4 3 4 8 10
n k n k n k n kAQ AQ AQ AQF N u A N v A N u N v n n= + − ∩ = × − − = − ， 

2 1 2 8 10 8 8F A F n n= + = + − = − 。 

首先，我们先证明 ( ), 2 1n kAQ Fδ − > 。  

对任意的 , 2n kx AQ F∈ − ，由性质 4 可知：当 4, 4n k≥ ≥ 时， ( ), : , 4n kcn AQ u x ≤ ， ( ), : , 4n kcn AQ v x ≤ 。

因此 ( )( ), 1 4 2 8
n kAQN x F∩ ≤ × = ， ( )

,
4 2

n kAQN x n= − 。于是，当 4, 4n k≥ ≥ ， 

( )
, 2

4 2 8 4 10 6
n kAQ FN x n n− ≥ − − = − ≥ 。所以，当 4, 4n k≥ ≥ 时， ( ), 2 6 1n kAQ Fδ − ≥ > 。由于 , 1n kAQ F− 有

2 部分： [ ],n kAQ A ， , 2n kAQ F− 。注意到 [ ]( ), 1n kAQ Aδ = ，又因为 ( ), 2 1n kAQ Fδ − > 。所以， ( ), 1 1n kAQ Fδ − ≥ 。 

引理 3.5 当 4, 4n k≥ ≥ 时，扩展 k 元 n 立方体 ,n kAQ 的在 PMC 模型下的 1 好邻诊断度 

( )1 , 8 9n kt AQ n≤ − 。 

证明 令 A， 1F ， 2F 由引理 3.4 定义(如图 3)。由引理 3.4 可知： 1 8 10F n= − ， 2 8 8F n= − ，

( ), 1 1n kAQ Fδ − ≥ ， ( ), 2 1n kAQ Fδ − > 。因此， 1F 和 2F 都是 ,n kAQ 的 1-好邻故障集。因为 1 2A F F= ∆ ，

( )
, 1 2n kAQN A F F= ⊂ ，且 ( ) ( ), 1 2\n kV AQ F F∪ 和 1 2F F∆ 之间没有边。由定理 3.1，我们可知在 PMC 模型下 

 

 

Figure 1. A distinguishable pair ( )1 2,F F  under the PMC model 

图 1. 在 PMC 模型下 ( )1 2,F F 可区分 

F1

v

u

F2
F1 F2

u

v
or
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Figure 2. All the neighboring vertices of u and v respectively 
图 2. u 和 v 的全部邻点 

 

 
Figure 3. An illustration about the proofs of the Lemma 3.5 
and 4.2 
图 3. 关于引理 3.5 和 4.2 的证明 

 

,n kAQ 不是 1-好邻 ( )8 8n − -可诊断的。所以，根据 1-好邻诊断度的定义，我们可知 ,n kAQ 在 PMC 模型下

的 1 好邻诊断度小于 8 8n − ，也即为 ( )1 , 8 9n kt AQ n≤ − 。 

引理 3.6 当 4, 4n k≥ ≥ 时，扩展 k 元 n 立方体 ,n kAQ 在 PMC 模型下的 1 好邻诊断度 ( )1 , 8 9n kt AQ n≥ − 。 

证明 根据 1 好邻诊断度的定义，需要证明 ,n kAQ 是 1-好邻 ( )8 9n − -可诊断的。根据定理 3.1，等价

于证明任意两个不同的 1-好邻故障集 1F ， 2F ，其中 1 8 9F n≤ − 和 2 8 9F n≤ − ，存在 ( ) ( ), 1 2\n ku V AQ F F∈ ∪

和 1 2v F F∈ ∆ ，使得 ( ),n kuv E AQ∈ 。 
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反证法。假设存在两个不同的 1-好邻故障集 1F ， 2F ，其中 1 8 9F n≤ − 和 2 8 9F n≤ − ，对任意的

( ) ( ), 1 2\n ku V AQ F F∈ ∪ 和 1 2v F F∈ ∆ ，使得 ( ),n kuv E AQ∉ 。不失一般性，假设 2 1\F F ≠ ∅。分以下两种情

况进行讨论： 
情形 1 ( ), 1 2n kV AQ F F= ∪ 。 

( ), 1 2 1 2 1 2 8 9 8 9 16 18n
n kk V AQ F F F F F F n n n= = + − ∩ ≤ + ≤ − + − = − 。当 4, 4n k≥ ≥ 时，上述不

等式矛盾。 
情形 2 ( ), 1 2n kV AQ F F≠ ∪ 。 
根据假设 ( ) ( ), 1 2\n kV AQ F F∪ 与 1 2F F∆ 之间没有边和 1F 是 1-好邻条件故障集，由于由于 , 1n kAQ F− 有

2 部分： , 1 2n kAQ F F− − ， [ ], 2 1\n kAQ F F 。因此可得 ( ), 1 2 1n kAQ F Fδ − − ≥ 和 [ ]( ), 2 1\ 1n kAQ F Fδ ≥ 。同理，

当 1 2\F F ≠ ∅， [ ]( ), 1 2\ 1n kAQ F Fδ ≥ 。所以， 1 2F F∩ 也是 1-好邻条件故障集。又因为 ( ), 1 2n kV AQ F F− − 与

1 2F F∆ 之间没有边，所以 1 2F F∩ 是 ,n kAQ 的 1-好邻割。根据引理 3.3，可得 1 2 8 10F F n∩ ≥ − 。根据引理

3.2，可得 2 1\ 2F F ≥ 。因此， 2 2 1 1 2\ 2 8 10 8 8F F F F F n n= + ∩ ≥ + − = − 。这与 2 8 9F n≤ − 相矛盾。 

由于以上两种情况都产生矛盾，故 ,n kAQ 是 1-好邻 ( )8 9n − -可诊断的。于是， ( )1 , 8 9n kt AQ n≥ − 。 
结合引理 3.5 和引理 3.6，可得以下定理： 
定理 3.7 当 4, 4n k≥ ≥ 时，扩展 k 元 n 立方体 ,n kAQ 在 PMC 模型下的 1-好邻诊断度 ( )1 , 8 9n kt AQ n= − 。 

4. 扩展 k 元 n 立方体 n kAQ , 在 MM*模型下的 1-好邻诊断度 

定理 4.1 [7]一个系统 ( ),G V E= 在 MM*模型下是 g 好邻 t-可诊断的当且仅当对于V 中任意两个不同

的 g-好邻故障集 1F ， 2F 及其 1F t≤ 和 2F t≤ ，满足以下其中一个条件(如图 4)： 
1) 存在 ( )1 2, \u w V F F∈ ∪ 和 1 2v F F∈ ∆ 满足 ,uw vw E∈ 。 

2) 存在 1 2, \u v F F∈ 和 ( )1 2\w V F F∈ ∪ 满足 ,uw vw E∈ 。 

3) 存在 2 1, \u v F F∈ 和 ( )1 2\w V F F∈ ∪ 满足 ,uw vw E∈ 。 

引理 4.2 当 4, 4n k≥ ≥ 时，扩展 k 元 n 立方体 ,n kAQ 在 MM*模型下的 1-好邻诊断度 ( )1 , 8 9n kt AQ n≤ − 。 

证明 令 A， 1F ， 2F 由引理 3.4 定义(如图 3)。由引理 3.4 可知： 1 8 10F n= − ， 2 8 8F n= − ， 

( ), 1 1n kAQ Fδ − ≥ ， ( ), 2 1n kAQ Fδ − > 。因此， 1F 和 2F 都是 ,n kAQ 的 1-好邻故障集。由 1F 和 2F 的定义可知：

1 2F F A∆ = ，由于 1 2\F F = ∅， 1 2\F F A= 和 ( ) ( )( ), 1 2\n kV AQ F F A∪ ∩ =∅，因此 1 2,F F 不满足定理 4.1 中

的(1)~(3)。所以， ,n kAQ 不是 1-好邻条件 8 8n − 可诊断的。故 ( )1 , 8 9n kt AQ n≤ − 。 
 

 
Figure 4. A distinguishable pair ( )1 2,F F  under the MM* model 

图 4. 在 MM*模型下 ( )1 2,F F 可区分 

F1

w

(2)

F2

vu v v v u

w w w

u u

(2)(1) (1)
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引理 4.3 当 4, 4n k≥ ≥ 时，扩展 k 元 n 立方体 ,n kAQ 在 MM*模型下的 1-好邻诊断度 ( )1 , 8 9n kt AQ n≥ − 。 

证明 根据 1-好邻诊断度的定义，只需要证明是 ,n kAQ 是 1-好邻条件 8 9n − 可诊断的。用反证法证明。

根据定理 4.1，假设 ( ),n kV AQ 中存在两个不同的 g-好邻故障集 1F ， 2F 及其 1 8 9F n≤ − 和 2 8 9F n≤ − ，但

不满足定理 4.1 中的(1)~(3)。不失一般性，假设 2 1\F F ≠ ∅。类似于在引理 3.6 对 ( ), 1 2n kV AQ F F= ∪ 讨论

可知： ( ), 1 2n kV AQ F F≠ ∪  

断言 1  , 1 2n kAQ F F− − 没有孤立点。 
反证法。假设 , 1 2n kAQ F F− − 至少有一个孤立点 w 。因为 1F 是一个 1-好邻故障集，所以至少存在一

点 2 1\u F F∈ 使得 ( ),n kuw E AQ∈ 。因为 1 2,F F 不满足定理 4.1 中的(1)~(3)，所以至多存在一点 2 1\u F F∈ 使

得 ( ),n kuw E AQ∈ 。因此仅有一点 2 1\u F F∈ 使得 ( ),n kuw E AQ∈ 。同理，如果 1 2\F F = ∅，那么 1 2F F⊆ 。

因为 2F 是一个 1-好邻故障集，所以有 ( ) ( ), 2 , 1 2 1n k n kAQ F AQ F Fδ δ− = − − ≥ ，这与 w 是一个孤立点矛盾。

因此，我们可以得到点 1 2\F F ≠ ∅ 。同理可知，仅有一点 1 2\v F F∈ 使得 ( ),n kvw E AQ∈ 。设 W 是

( ) ( ), , 1 2\n k n kAQ V AQ F F ∪ 中的孤立点集， ( ), , 1 2n k n kH AQ V AQ F F W = − − − 。因此，对任意的 w W∈ ，

存在 ( )4 4n − 个邻点在 1 2F F∩ 中。由于 2 8 9F n≤ − ，故 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

,, 1 2
1 2

1 2

2

4 4 4 2

8 10 4 2 32 56 20

n kn k AQAQ F F W
w W v F F

N w W n d v F F n

n n n n

∩ ∪  
∈ ∈ ∩

≤ − ≤ ≤ ∩ −

≤ − − = − +

∑ ∑
。因为 4n ≥ ，所以 8 7W n< − 。

假设 ( ) 0v H = ，由于 

( ) ( )1 2 1 2 1 2 2 8 9 4 4 12 14F F F F F F n n n∪ = + − ∩ ≤ − − − = − 因此， 

( ), 1 2 12 14 8 7 20 21n
n kk V AQ F F W n n n= = ∪ + ≤ − + − = − 。显然，当 4, 4n k≥ ≥ 时，这是矛盾的。因此

( ) 0v H ≠ 。因为顶点对 ( )1 2,F F 不满足定理 4.1 中的(1)~(3)且 H 中任意一点都不是孤立点，所以我们可以

得到 ( )V H 与 1 2F F∆ 之间没有边。因此， 1 2F F∩ 是 ,n kAQ 的点割。由于 1F 和 2F 是 ,n kAQ 的 1-好邻故障集，

因此 ( )( ), 1 2 1n kAQ F Fδ − ∩ ≥ ，和 1 2F F∩ 是 ,n kAQ 的一个 1-好邻割。根据引理 3.4， 1 2 8 10F F n∩ ≥ − 。因

为 1 8 9F n≤ − 和 2 8 9F n≤ − ，且 1 2\F F ≠ ∅ 和 2 1\F F ≠ ∅ ，所以 1 2 2 1\ \ 1F F F F= = 。于是，不妨设

{ }1 2 1\F F v= 和 { }2 1 2\F F v= 。故对于任意的 w W∈ 满足 ( )1 2 ,, n kwv wv E AQ∈ 。根据性质 4，当 4, 4n k≥ ≥ 时，

,n kAQ 中任意一对顶点至多有四个公共邻点。因此， , 1 2n kAQ F F− − 至多有四个孤立点，即为 4W ≤ 。 

情形 1 1W = 。 
设 u W∈ ，则 ( )1 2 ,, n kuv uv E AQ∈ 。因为 ,n kAQ 包含三圈，所以需要进一步讨论 1 2,v v 是否相邻。 
情形 1.1 1 2,v v 相邻。 

( ) { }
, 1 2 1 2\ ,

n kAQN u v v F F⊆ ∩ ， ( ) { }
, 1 2 1 2\ ,

n kAQN v u v F F⊆ ∩ ， ( ) { }
, 2 1 1 2\ ,

n kAQN v u v F F⊆ ∩ 。根据性质 4，

当 4, 4n k≥ ≥ 时， ,n kAQ 中任意一对顶点至多有四个公共邻点。因此， 

( ) { }( ), 1 2 1 1, : , 3n kcn AQ F F u v u v∩ ∪ ≤   ， ( ) { }( ), 1 2 2 2, : , 3n kcn AQ F F u v u v∩ ∪ ≤   ， 

( ) { }( ), 1 2 1 2 1 2, : , 3n kcn AQ F F v v v v∩ ∪ ≤   ，则 

( ) { } ( ) { } ( ) { }

( ) { }( ) ( ) { }( )
( ) { }( ) ( )

, , ,1 2 1 2 1 2 2 1

, 1 2 1 1 , 1 2 2 2

, 1 2 1 2 1 2

\ , \ , \ ,

, : , , : ,

, : , 3 4 4 3 3 12 21

n k n k n kAQ AQ AQ

n k n k

n k

F F N u v v N v u v N v u v

cn AQ F F u v u v cn AQ F F u v u v

cn AQ F F v v v v n n

∩ ≥ + +

− ∩ ∪ − ∩ ∪      

− ∩ ∪ ≥ − − × = −   。

 



郝燕丽，王世英 
 

 
770 

于是 ( )2 2 1 1 2\ 1 12 21 12 20 8 9 4F F F F F n n n n= + ∩ ≥ + − = − > − ≥ ，与 2 8 9F n≤ − 矛盾。 

情形 1.2 1 2,v v 不相邻。 
( ) { }

, 1 2 1 2\ ,
n kAQN u v v F F⊆ ∩ ， ( ) { }

, 1 1 2\
n kAQN v u F F⊆ ∩ ， ( ) { }

, 2 1 2\
n kAQN v u F F⊆ ∩ 。根据性质 4，当

4, 4n k≥ ≥ 时， ,n kAQ 中任意一对顶点至多有四个公共邻点。因此， ( ) { }( ), 1 2 1 1, : , 4n kcn AQ F F u v u v∩ ∪ ≤   ，

( ) { }( ), 1 2 2 2, : , 4n kcn AQ F F u v u v∩ ∪ ≤   ， ( ) { }( ), 1 2 1 2 1 2, : , 3n kcn AQ F F v v v v∩ ∪ ≤   ，则 

( ) { } ( ) { } ( ) { }

( ) { }( ) ( ) { }( )
( ) { }( ) ( ) ( )

, , ,1 2 1 2 1 2

, 1 2 1 1 , 1 2 2 2

, 1 2 1 2 1 2

\ , \ \

, : , , : ,

, : , 4 4 2 4 3 2 4 3

12 21

n k n k n kAQ AQ AQ

n k n k

n k

F F N u v v N v u N v u

cn AQ F F u v u v cn AQ F F u v u v

cn AQ F F v v v v n n

n

∩ ≥ + +

− ∩ ∪ − ∩ ∪      

− ∩ ∪ ≥ − + − − × −  
= −

 

于是 ( )2 2 1 1 2\ 1 12 21 12 20 8 9 4F F F F F n n n n= + ∩ ≥ + − = − > − ≥ ，与 2 8 9F n≤ − 矛盾。 

情形 2  2W = 。 

设 ,u v W∈ ，则 ( )1 2 1 2 ,, , , n kuv uv vv vv E AQ∈ 。因为 ,n kAQ 包含三圈，所以需要进一步讨论 1 2,v v 是否相邻。 

情形 2.1 1 2,v v 相邻。 

( ) { }
, 1 2 1 2\ ,

n kAQN u v v F F⊆ ∩ ， ( ) { }
, 1 2 1 2\ ,

n kAQN v v v F F⊆ ∩ ， ( ) { }
, 1 2 1 2\ , ,

n kAQN v u v v F F⊆ ∩ ， 

( ) { }
, 2 1 1 2\ , ,

n kAQN v u v v F F⊆ ∩ 。根据性质 4，当 4, 4n k≥ ≥ 时， ,n kAQ 中任意一对顶点至多有四个公共邻点。

因此， ( ) { }( ), 1 2 1 1, : , 3n kcn AQ F F u v u v∩ ∪ ≤   ， ( ) { }( ), 1 2 2 2, : , 3n kcn AQ F F u v u v∩ ∪ ≤   ， 

( ) { }( ), 1 2 1 1, : , 3n kcn AQ F F v v v v∩ ∪ ≤   ， ( ) { }( ), 1 2 2 2, : , 3n kcn AQ F F v v v v∩ ∪ ≤   ， 

( ) { }( ), 1 2 , : , 2n kcn AQ F F u v u v∩ ∪ ≤   ， ( ) { }( ), 1 2 1 2 1 2, : , 2n kcn AQ F F v v v v∩ ∪ ≤   ， 

则 

( ) { } ( ) { } ( ) { } ( ) { }

( ) { }( ) ( ) { }( )
( ) { }( ) ( ) { }( )
( ) { }( )

, , , ,1 2 1 2 1 2 1 2 2 1

, 1 2 1 1 , 1 2 2 2

, 1 2 1 1 , 1 2 2 2

, 1 2

\ , \ , \ , , \ , ,

, : , , : ,

, : , , : ,

, : ,

n k n k n k n kAQ AQ AQ AQ

n k n k

n k n k

n k

F F N u v v N v v v N v u v v N v u v v

cn AQ F F u v u v cn AQ F F u v u v

cn AQ F F v v v v cn AQ F F v v v v

cn AQ F F u v u v c

∩ ≥ + + +

− ∩ ∪ − ∩ ∪      

− ∩ ∪ − ∩ ∪      

− ∩ ∪ −   ( ) { }( )
( ) ( )

, 1 2 1 2 1 2, : ,

2 4 4 2 4 5 4 3 2 2 16 34
n kn AQ F F v v v v

n n n

∩ ∪  
≥ − + − − × − × = − 。

 

于是 ( )2 2 1 1 2\ 1 16 34 16 33 8 9 4F F F F F n n n n= + ∩ ≥ + − = − > − ≥ ，与 2 8 9F n≤ − 矛盾。 

情形 2.2 1 2,v v 不相邻。 

( ) { }
, 1 2 1 2\ ,

n kAQN u v v F F⊆ ∩ ， ( ) { }
, 1 2 1 2\ ,

n kAQN v v v F F⊆ ∩ ， ( ) { }
, 1 1 2\ ,

n kAQN v u v F F⊆ ∩ ， 

( ) { }
, 2 1 2\ ,

n kAQN v u v F F⊆ ∩ 。根据性质 4，当 4, 4n k≥ ≥ 时， ,n kAQ 中任意一对顶点至多有四个公共邻点。

因此， ( ) { }( ), 1 2 1 1, : , 4n kcn AQ F F u v u v∩ ∪ ≤   ， ( ) { }( ), 1 2 2 2, : , 4n kcn AQ F F u v u v∩ ∪ ≤   ， 

( ) { }( ), 1 2 1 1, : , 4n kcn AQ F F v v v v∩ ∪ ≤   ， ( ) { }( ), 1 2 2 2, : , 4n kcn AQ F F v v v v∩ ∪ ≤   ， 

( ) { }( ), 1 2 , : , 2n kcn AQ F F u v u v∩ ∪ ≤   ， ( ) { }( ), 1 2 1 2 1 2, : , 2n kcn AQ F F v v v v∩ ∪ ≤   ， 

则 
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( ) { } ( ) { } ( ) { } ( ) { }

( ) { }( ) ( ) { }( )
( ) { }( ) ( ) { }( )
( ) { }( )

, , , ,1 2 1 2 1 2 1 2

, 1 2 1 1 , 1 2 2 2

, 1 2 1 1 , 1 2 2 2

, 1 2 ,

\ , \ , \ , \ ,

, : , , : ,

, : , , : ,

, : ,

n k n k n k n kAQ AQ AQ AQ

n k n k

n k n k

n k n k

F F N u v v N v v v N v u v N v u v

cn AQ F F u v u v cn AQ F F u v u v

cn AQ F F v v v v cn AQ F F v v v v

cn AQ F F u v u v cn AQ

≥ + + +

− ∩ ∪ − ∩ ∪      

− ∩ ∪ − ∩ ∪      

− ∩ ∪ −  



( ) { }( )
( )

1 2 1 2 1 2, : ,

4 4 4 4 4 2 2 16 36

F F v v v v

n n

∩ ∪  
≥ − − × − × = − 。

 

于是 ( )2 2 1 1 2\ 1 16 36 16 35 8 9 4F F F F F n n n n= + ∩ ≥ + − = − > − ≥ ，与 2 8 9F n≤ − 矛盾。 

情形 3 3W = 。 
设 , ,u v w W∈ ，则 ( )1 2 1 2 1 2 ,, , , , , n kuv uv vv vv wv wv E AQ∈ 。 

( ) { }
, 1 2 1 2\ ,

n kAQN u v v F F⊆ ∩ ， ( ) { }
, 1 2 1 2\ ,

n kAQN v v v F F⊆ ∩ ， ( ) { }
, 1 2 1 2\ ,

n kAQN w v v F F⊆ ∩ 。根据性质 4，

当 4, 4n k≥ ≥ 时， ,n kAQ 中任意一对顶点至多有四个公共邻点。因此， 

( ) { }( ), 1 2 , : , 2n kcn AQ F F u v u v∩ ∪ ≤   ， ( ) { }( ), 1 2 , : , 2n kcn AQ F F u w u w∩ ∪ ≤   ， 

( ) { }( ), 1 2 , : , 2n kcn AQ F F v w v w∩ ∪ ≤   ，则 ( ) { } ( ) { }
, ,1 2 1 2 1 2\ , \ ,

n k n kAQ AQF F N u v v N v v v≥ +   

( ) { } ( ) { }( ) ( ) { }( ), 1 2 , 1 2 , 1 2\ , , : , , : ,
n kAQ n k n kN w v v cn AQ F F u v u v cn AQ F F u w u w+ − ∩ ∪ − ∩ ∪         

( ) { }( ) ( ), 1 2 , : , 3 4 4 3 2 12 18n kcn AQ F F v w v w n n− ∩ ∪ ≥ − − × = −   。 

于是 ( )2 2 1 1 2\ 1 12 18 12 17 8 9 4F F F F F n n n n= + ∩ ≥ + − = − > − ≥ ，与 2 8 9F n≤ − 矛盾。 
情形 4 4W = 。 
设 , , ,u v w x W∈ ，则 ( )1 2 1 2 1 2 1 2 ,, , , , , , , n kuv uv vv vv wv wv xv xv E AQ∈ 。 

( ) { }
, 1 2 1 2\ ,

n kAQN u v v F F⊆ ∩ ， ( ) { }
, 1 2 1 2\ ,

n kAQN v v v F F⊆ ∩ ， ( ) { }
, 1 2 1 2\ ,

n kAQN w v v F F⊆ ∩ ， 

( ) { }
, 1 2 1 2\ ,

n kAQN x v v F F⊆ ∩ 。根据性质 4，当 4, 4n k≥ ≥ 时， ,n kAQ 中任意一对顶点至多有四个公共邻点。

因此， ( ) { }( ), 1 2 , : , 2n kcn AQ F F u v u v∩ ∪ ≤   ， ( ) { }( ), 1 2 , : , 2n kcn AQ F F u w u w∩ ∪ ≤   ， 

( ) { }( ), 1 2 , : , 2n kcn AQ F F u x u x∩ ∪ ≤   ， ( ) { }( ), 1 2 , : , 2n kcn AQ F F v w v w∩ ∪ ≤   ， 

( ) { }( ), 1 2 , : , 2n kcn AQ F F v x v x∩ ∪ ≤   ， ( ) { }( ), 1 2 , : , 2n kcn AQ F F w x w x∩ ∪ ≤   ， 

则 

( ) { } ( ) { } ( ) { } ( ) { }

( ) { }( ) ( ) { }( )
( ) { }( ) ( ) { }( )
( ) { }( ) ( )

, , , ,1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

, 1 2 , 1 2

, 1 2 , 1 2

, 1 2 , 1 2

\ , \ , \ , \ ,

, : , , : ,

, : , , : ,

, : ,

n k n k n k n kAQ AQ AQ AQ

n k n k

n k n k

n k n k

F F N u v v N v v v N w v v N x v v

cn AQ F F u v u v cn AQ F F u w u w

cn AQ F F u x u x cn AQ F F v w v w

cn AQ F F v x v x cn AQ F F

∩ ≥ + + +

− ∩ ∪ − ∩ ∪      

− ∩ ∪ − ∩ ∪      

− ∩ ∪ − ∩ ∪   { }( )
( )

, : ,

4 4 4 6 2 16 28

w x w x

n n

  
≥ − − × = − 。

 

于是 ( )2 2 1 1 2\ 1 16 28 16 27 8 9 4F F F F F n n n n= + ∩ ≥ + − = − > − ≥ ，与 2 8 9F n≤ − 矛盾。 

若 1 2\F F = ∅，则 1 2F F⊆ 。因为 2F 是一个 1-好邻故障集，所以 , 2 , 1 2n k n kAQ F AQ F F− = − − 没有孤立

点。断言 1 证明完毕。 
设 ( ) ( ), 1 2\n ku V AQ F F∈ ∪ 。根据断言 1，u 在 , 1 2n kAQ F F− − 中至少有一个邻点。因为顶点对 ( )1 2,F F

不满足定理 4.1 的任何一个条件，根据定理 4.1(1)，所以对于任意一对相邻的点 
( ) ( ), 1 2\n ku w V AQ F F∈ ∪， ，不存在 1 2v F F∈ ∆ 使得 ( ),n kuw E AQ∈ 和 ( ),n kwv E AQ∈ 。因此， u 在 1 2F F∆ 中
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没有邻点。根据 u 的任意性， ( ) ( ), 1 2\n kV AQ F F∪ 与 1 2F F∆ 中间没有边。由于 2 1\F F ≠ ∅， 1F 是一个 1-好

邻故障集，所以 [ ]( ), 2 1\ 1n kAQ F Fδ ≥ 。根据引理 3.2， 2 1\ 2F F ≥ 。因为 1F 和 2F 都是 1-好邻故障集且

( ) ( ), 1 2\n kV AQ F F∪ 与 1 2F F∆ 之间没有边，所以 1 1F F∩ 是 ,n kAQ 的一个 1-好邻割。根据引理 3.3， 

1 2 8 10F F n∩ ≥ − 。因此， 2 2 1 1 2\ 2 8 10 8 8F F F F F n n= + ∩ ≥ + − = − 。这与 2 8 9F n≤ − 矛盾。于是， ,n kAQ

是一个 1-好邻 ( )8 9n − -可诊断的。故 ( )1 , 8 9n kt AQ n≥ − 。 

由引理 4.2 和引理 4.3 可得以下定理： 
定理 4.4 当 4, 4n k≥ ≥ 时，扩展 k 元 n 立方体 ,n kAQ 在 MM*模型下的 1-好邻诊断度 ( )1 , 8 9n kt AQ n= − 。 

5. 结束语 

诊断度是互联网络容错的重要指标，本文研究了扩展 k 元 n 立方体在 PMC 模型下和 MM*模型下的

1 好邻诊断度 ( )1 , 8 9n kt AQ n= − ( )4, 4n k≥ ≥ ，这项工作将帮助工程师可根据应用环境、网络拓扑结构、

网络的可靠性和故障模式的相关统计开发更多不同的测量 1-好邻诊断度的措施。 
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