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Abstract 
According to HIV infection process in infected individuals, this paper establishes HIV dynamics 
model of logistic growth, drug treatment and latent infection, to simulate the relationship among 
virus particles, T cells and drug treatment in the infection process. Then the stability theory of 
differential equations is used to analyze and discuss the global dynamics of the model. Finally by 
the way of comparatively analyzing different models, we get a more realistic process of HIV infec-
tion, which is benefit to research the mechanism of HIV infection. 
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摘  要 

本文根据HIV在感染者体内的感染过程，建立具有Logistic增长、药物治疗和潜伏感染的HIV动力学模型

来模拟感染过程中病毒颗粒、T细胞和药物治疗之间的相互关系；然后运用微分方程的稳定性理论，对

模型进行全局动力学分析；最后建立对比模型，分析得到了更真实的HIV感染过程，进而研究HIV的感染

机理。 
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1. 引言 

艾滋病是由人类免疫缺陷病毒(HIV)感染人体后，导致被感染者免疫功能的部份或完全丧失，CD4+ T
细胞数目减少，继而发生机会性感染、肿瘤等最终导致死亡的一种综合症。 

据世界卫生组织统计，截至 2013 年年底，全球约有 3500 万名艾滋病病毒感染者。2013 年全球新增

的艾滋病病毒感染者约 210 万人。 
目前，人类正在面临着艾滋病感染的长期而严峻的威胁，对艾滋病的发病机理、传染规律和防治策

略研究的重要性日益突出，而 HIV 潜伏库的形成机制以及彻底清除潜伏 HIV 的策略正是当下国内外研究

的热门话题。 
迄今为止，许多国内外科研人员已经在基本的HIV病毒动力学模型基础上考虑了潜伏感染因素、药

物治疗等因素。2015年，Khan等人研究了潜伏细胞的激活与细胞凋亡的关系，并指出宿主细胞凋亡信号

可能使潜伏病毒暴露从而清除潜伏HIV [1]。刘叔文等人在2015年发表了一篇相关的医学文章，主要研究

了HIV潜伏库的形成机制以及将潜伏细胞激活的激活剂，总结了将整合后潜伏的病毒从机体彻底清除，

实现HIV的根本治愈的方法[2]。但是，要想彻底清除潜伏HIV，必须了解HIV潜伏感染机制。 
因此，在这些研究的基础上，本项目从 HIV 潜伏感染机制着手，在潜伏感染模型中考虑了潜伏感染

细胞以一定比率恢复成健康 T 细胞，T 细胞以 Logistic 形式增长以及药物治疗因素，然后求出了模型的

两个平衡点，分别是未感染病毒平衡点 0E 和感染病毒平衡点 E ，并从理论上研究了系统在这两个平衡点

的稳定性。此外，根据目前的一些医学数据对模型进行了数值模拟，验证了在未感染病毒平衡点和感染

病毒平衡点处系统的稳定性。最后将不同的模型进行比较，得到了更真实的 HIV 感染过程，从而研究

HIV 的感染机理。 

2. 基于 Logistic 增长、潜伏感染和药物治疗的 HIV 模型 
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其中 ( ) ( ) ( )*, ,t tT L T t 和 ( )V t 分别为在 t 时刻未感染的 T 细胞的浓度，被感染后潜伏的 T 细胞的浓度，

受感染的 T 细胞的浓度和具有传染性的病毒颗粒的浓度；q 为潜伏感染细胞转化为健康细胞的转化率；λ
为产生健康 T 细胞的速率； N 为每个感染 T 细胞释放病毒的数量； La 为易感 T 细胞潜伏的概率； a 为

潜伏 T 细胞被激活的速率； pn 为蛋白酶抑制剂的药效； rtn 为逆转录酶抑制剂的药效；且初始条件为

( ) ( ) ( ) ( )*0 0, 0 0, 0 0, 0 0T L T V≥ ≥ ≥ ≥ 。 
该模型考虑了药物治疗、T 细胞以 Logistic 形式增长和具有潜伏感染细胞，并且还考虑了潜伏感染细

胞以一定比率恢复到易感细胞的生物学机理[3]。 

3. 模型平衡点 
首先，模型(2-1)有一个未感染平衡点 ( )0 0 , 0,0,0E T 。 

其中， ( )2max
0

max

4
2 T T

T rT r d r d
r T

λ 
= − + − + 

 
。 

接着，我们定义基本再生数[4] 

( ) ( ) ( )0
0

1 1 L L

L

kNT a d q a
R

c d a q
ε− − + +

=
+ +

。 

其中 ( ) ( )1 1 1rt pn nε− = − − 。 

当基本再生数 0 1R < 时，平均每个病毒在它的存活期间要感染小于一个的 T 细胞，所以 HIV 病毒可

以清除；当基本再生数 0 1R > 时，HIV 病毒将继续感染健康 T 细胞，R0 越大，病毒感染也就越快，此时

病毒感染无法控制。 
此外，当基本再生数 0 1R > 时，模型(2-1)存在一个感染平衡点 ( )*, , ,E T L T V     。 

其中： 
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所以

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0
0

0 max 0 max

1 1

1 1 1 1

L L

rt L L rt L L

T rT rTd a q R d a q
T T T TT

V
k n d a q a k n d a q a

λ λ    − + + + − + + +    
    = =

− + + − − + + −      

 



  

4. 解的非负性与有界性 

在初始条件 ( ) ( ) ( ) ( )*0 0, 0 0, 0 0, 0 0T L T V≥ ≥ ≥ ≥ 下，模型(2-1)存在唯一非负解，并且此解是最终有

界的。 
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证明：由微分方程解的存在唯一性定理[3]知，模型(2-1)在非负初始条件下存在唯一解。 
解的非负性： 

可知：
( ) ( )

0 max 0

1d 1 1 0
d

L L
T rt

T L T

d a q aT Td T rT n kVT
t T d a q

λ λ
= =

 + + − 
= − + − − − = >   + +  

，所以对于所有

0t ≥ 都有 ( ) 0T t ≥ 。 

同理有： ( )
0

d 1 0
d L rt

L

L a n kVT
t =

= − ≥ ，对于所有 0t ≥ 都有 ( ) 0L t ≥ 。 

假设存在 ( ){ }1 inf 0, 0t t L t t= = > ，使得 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
d 1 0
d L rtL t a n kV t T t

t
= − ≤ ，从而 ( )1 0V t ≤ ，由于

( )0 0V ≥ 则存在 ( ) [ ){ }2 1inf 0, 0,t t V t t t= = ∈ 使得 ( )2
d 0
d

V t
t

≤ 。 

此时，当 ( )2
* 0T t > ，则 ( ) ( ) ( )*

2 2
d 1 0
d pV t n N T t

t
δ= − > ，与假设所得到的结果矛盾；当 ( )2

* 0T t ≤ ，

则 ( ) [ ){ }*
3 2inf 0, 0,t t T t t t= = ∈ ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )*

3 3 3 3
d 1 1 0
d L rtT t a n kV t T t aL t

t
= − − + ≤ 。 

因为 ( ) ( )3 30, 0L t T t> ≥ ，所以 ( )3 0V t < 。由于 ( )0 0V ≥ ，则存在 ( ) [ ){ }4 3inf 0, 0,t t V t t t= = ∈ ，这与

假设中定义的 2t 相矛盾；因此，假设不成立。 

解是最终有界的： 

可知： ( ) ( ) ( )
max max

1d 1 1 1
d

L L
T rt T

L

d a q aT TT t d T n kVT d T rT
t T d a q T

λ λ
+ + −   
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。因此：

( ) 0lim sup
t
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≤ 。 

令 ( )1
L

LW t T
a

= + ，沿模型解的方向求导得到： 
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其中， ( ){ }1 min , 1T L Ls d d a a q= + + − ， 1 maxH rTλ= + 。显然 ( )1W t 最终有界，又 ( ) 0lim sup
t

T t T
→∞

≤ ，因此 ( )L t

最终有界，记为 2H 。 

同理，得到 ( )*T t 、 ( )V t 最终有界，记为 3H 、 4H 。 
令 { }2 3 4max , ,H H H H= ，则当时间 t 充分大时有 ( ) ( ) ( ) ( )*

0 , , ,T t T L t H T t H V t H≤ ≤ ≤ ≤ ，即模型

(2-1)的解最终是有界的。 

令 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }* *
0, , , 0 , 0 , 0 , 0T L T V T t T L t H T t H V t HΓ = ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ 易知模型(2-1)的解都在 Γ

中并且 Γ是系统的正向不变集。 

5. 平衡点的稳定性 

5.1. 未感染平衡点的局部稳定性 

定理 1 当 0 1R < 时，未感染平衡点 0E 是局部渐近稳定的。 
证明：模型(2-1)在未感染平衡点 0E 处的 Jacobi 矩阵为 ( )0J E ，令 ( )0 0I J Eξ − = ，即 
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因此，由 Routh-Hurwitz 判据[5]可知特征方程的所有根都具有负实部。 
综上可得，当 0 1R < 时，未感染平衡点 0E 是局部渐近稳定的。定理 1 得证。 

5.2. 未感染平衡点的全局渐近稳定性 

定理 2 当 0 1R < 时，未感染平衡点 0E 是全局渐近稳定的。 
证明：构造 Lyapunov 函数 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )*1 1L p L p LW t Na n L N d a q n T d a q V= − + + + − + + +  

计算 ( )LW t 的导数，得到： 
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由 ( ) 0lim sup
t

T t T
→∞

≤ 得 ( ) ( ) ( )0 1L LW t R d a q cV′ ≤ − + + 。 

当 0 1R < 时，有 ( ) 0LW t′ ≤ ，当且仅当 0V = 或 0 1R = 且 0T T= 时， ( ) 0LW t′ = 。 

因为集合 ( ) ( ){ }*, , , 0LT L T V W t′∈Γ = 的最大正向不变集是{ }0E ，根据 Lasalle 不变原理[6]和 Lyapunov

稳定性定理[7]知，未感染平衡点 0E 是全局渐近稳定的。定理 2 得证。 

5.3. 感染平衡点的局部稳定性 

定理 3 当 0 1R > 且
max

2 0T
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T
− + >



时，感染平衡点 0E 是局部渐近稳定的。 

证明： 
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同理 
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因此，当
max

2 0T
rTd r

T
− + >



时， 4 0a > ，即 4 0H > 。 

综上，由 Routh-Hurwitz 判据可知特征方程的所有根都具有负实部。因此，当 0 1R > 且
max

2 0T
rTd r

T
− + >



时，感染平衡点 E 是局部渐近稳定的。 

6. 数值模拟 

参数表见表 1。 

6.1. 未感染平衡点的局部渐近稳定性 

各参数的数值如表 1 的数据 1，可知基本再生数 0 0.0208 1R = < ，所以未感染平衡点 0E 是局部渐近稳

定的。选取初值为 ( ) ( ) ( ) ( )3 * 3 30 2000, 0 10 , 0 10 , 0 10T L T V− − −= = = = 。运用 Matlab 软件进行编程计算并作

图，得出结果见图 1。 
从图 1 可以看出，模型的数值模拟结果趋于未感染平衡点 0E ，其中，经计算未感染细胞的值为

1467.6T = 与平衡状态 0 1467.6T = 相吻合，而潜伏感染细胞 L，感染细胞 T*，自由病毒 V 数量都趋于均

衡值 0。故从数值模拟上未感染平衡点 0E 是局部渐近稳定的。 
 
Table 1. The meaning and value of the parameters in the model (2-1) 
表 1. 模型(2-1)中参数的含义与取值 

参数 含义 单位 数据 1 数据 2 数据 3 数据 4 

Td  T 细胞死亡率 day−1 0.01 0.01 0.008 0.008 

r  T 细胞增长率 day−1 0.09 0.09 0.1 0.09 

Ld  潜伏感染细胞的死亡率 day−1 0.002 0.004 0.001 0.008 

δ  感染细胞的死亡率 day−1 1 1.4 1 1.4 

N  病毒爆发数 — 20 2000 2000 2000 

c  HIV 病毒的清除率 day−1 23 13 23 23 

q  潜伏感染细胞的转化率 day−1 0.01 0.001 0.001 0.01 

maxT  T 细胞的最大浓度 µl−1 1500 1500 1500 2000 
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Figure 1. The local asymptotic stability of the uninfected equilibrium point of the model (2-1) 
图 1. 模型(2-1)的未感染平衡点的局部渐近稳定性 

6.2. 感染平衡点的局部渐近稳定性 

各参数的数值如表 1 的数据 2，选初值： 

( )2 2 2
1 1400,10 ,10 ,10E − − −= ； ( )3 3 3

2 1000,10 ,10 ,10E − − −= ； ( )3 2000,10,10,10E = 。 

运用 Matlab 软件进行编程计算并作图，得出结果见图 2。 
从图 2 可以看出，对于不同的初值经过数值模拟得到的四个值最终都趋于定值经过计算得 0 1.43 1R = > ，

max

2 0.001 0T
rTd r

T
− + = >



，通过数值计算得到的数据为 *510.15, 39.79, 28.96, 654.87T L T V= = = = ，与在

感染平衡点 E 处的数据值 *510.15, 39.79, 28.96, 654.87T L T V= = = =    相吻合，因此，从数值模拟上来说

感染平衡点 E 是局部渐近稳定的。 

7. 模型比较 

7.1. 与非 Logistic 增长模型比较 

当不考虑 T 细胞的自身增殖的情况下，HIV 感染动力学模型为： 
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Figure 2. The local asymptotic stability of the infected equilibrium point of the model (2-1) 
图 2. 模型(2-1)的感染平衡点的局部渐近稳定性 

 
下面通过数值模拟来比较模型(7-1)和含模型(2-1)的区别。各参数的数值参看表 1 的数据 3，选取初

值为 ( ) ( ) ( ) ( )3 * 3 30 1400, 0 10 , 0 10 , 0 10T L T V− − −= = = = 。运用 Matlab 软件进行编程计算并作图得出结果见

图 3。 
从图 3 可以看出在 T 细胞具有 Logistic 增长的情况下，潜伏感染的 T 细胞浓度 L，受感染的 T 细胞

浓度 T*和自由病毒浓度 V 都明显大于 T 细胞不具有 Logistic 增长的情况，即在不考虑 T 细胞自身增殖的

情况下低估了潜伏感染的 T 细胞、受感染的 T 细胞和自由病毒的浓度。 

7.2. 与非潜伏感染模型比较 

当不考虑存在潜伏感染的 T 细胞的情况时，HIV 感染动力学模型为： 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

ma

*

*

*

x

d
d
d
d
d
d

1 1

1

1

T rt

rt

p

Tt d T n kVT rT
T

t n k

T

VT T

V t n N T cV

t

T
t

t

λ

δ

δ

 
= − − − + − 

 

= − −

= − −

                      (7-2) 

通过数值模拟来比较模型(2-1)和模型(7-2)的区别。各参数的数值仍参看参数表的数据 3，选取初值

为 ( ) ( ) ( )* 3 30 1400, 0 10 , 0 10T T V− −= = = 。运用 Matlab 软件进行编程计算并作图，得出结果见图 4。 
由图 4 可以看出，在具有潜伏感染 T 细胞的情况下体内 T 细胞的总量要比非潜伏模型多，而病毒载

量基本相同。这说明非潜伏模型低估了人体内 T 细胞数量，而对病毒载量的影响不是很明显。 
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Figure 3. The comparison results of model (2-1) and model (7-1)  
图 3. 模型(7-1)和模型(2-1)的比较结果 

 

 
Figure 4. The comparison results of model (2-1) and model (7-2) 
图 4. 模型(2-1)和模型(7-2)的比较结果 
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7.3. 与非药物治疗模型比较 

当不考虑存在药物治疗的情况时，HIV 感染动力学模型为： 
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通过数值模拟来比较模型(2-1)和模型(7-3)的区别。各参数的数值参看表 1 的数据 4，选取初值为

( ) ( ) ( ) ( )3 * 3 30 1400, 0 10 , 0 10 , 0 10T L T V− − −= = = = 。运用 Matlab 软件进行编程计算并作图，得出结果见

图 5。 
由图 5 可以看出，进行药物治疗时健康的 T 细胞浓度、感染的 T 细胞浓度、病毒载量的浓度都明显

大于不进行药物治疗时的细胞浓度，而进行药物治疗时潜伏感染的 T 细胞浓度略大于不进行药物治疗时

的细胞浓度，这说明在不考虑药物治疗的情况下低估了 T 细胞、潜伏感染的 T 细胞、受感染的 T 细胞、

病毒载量的浓度。 
 

 
Figure 5. The comparison results of model (2-1) and model (7-3)  
图 5. 模型(2-1)和模型(7-3)的比较结果 
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8. 结语 

本文在具有潜伏感染的 HIV 模型中考虑了潜伏感染细胞以一定比率恢复成健康 T 细胞、T 细胞具有

Logistic 增长以及药物治疗因素。首先求出了模型的两个平衡点，并通过微分方程稳定性理论证明了在基

本再生数小于 1 时是 0E 局部渐近稳定的，进一步通过构造 Lyapunov 函数证明了 0E 是全局渐近稳定的。 

当 0 1R > 时且
max

2 0T
rTd r

T
− + >



时感染平衡点 E 是局部渐近稳定的。接下来根据一些国际权威杂志发表的 

文献中的数据对模型进行了数值模拟，验证了平衡点的稳定性。最后通过将具有 Logistic 增长与不具有

Logistic 增长，具有潜伏感染与不具有潜伏感染，具有药物治疗与不具有药物治疗的模型进行比较来显示

HIV 的感染过程，揭示其潜伏规律，从而为相关医学工作者提供理论基础与数据依据。 
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