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Abstract 
The existence of positive periodic solutions for a generalized prey-predator model with harvesting 
term was studied by using Mawhin’s continuation theorem of coincidence degree theory. Some 
sufficient conditions were obtained to ensure the existence of positive periodic solutions. The re-
sults obtained in this paper generalized the known results. 
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摘  要 

利用重合度理论，我们研究具收获项的广义捕食-被捕食模型，得到系统存在正周期解的充分条件。本文

结果推广了已有文献的结果。 
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1. 引言 
众所周知，具收获项的捕食-被捕食系统可以被描述为[1] [2] [3] [4] 

( ) ( ), , , .x xf x y h y yg x y k= − = −   

这里 ,x y 分别表示捕食-被捕食猎物的密度，h 和 k 是收获项[5]。特别地，一个具收获项的捕食-被捕

食非自治模型可以被描述为 

, .cy fxx x a bx h y y d
my x my x

   
= − − − = − +   + +   
                        (1) 

这里 , , , ,a c d f m 分别表示猎物的内在增长率，捕获率，捕食者的死亡率，转换率和半饱和参数。设

(1)的所有参数均正，详细的生态意义可参考[6]-[11]及其相应的参考文献。 
由于实际的模型常受到环境变化的影响，因此文[9]研究了模型 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

,

.

c t y t
x t x t a t b t x t h t

m t y t x t

f t x t
y t y t d t

m t y t x t

 
= − − −  + 

 
= − +  + 





                    (2) 

这里 , , , , , ,a b c d f m h均是连续的正ω 周期函数。 
本文研究 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 1
2 1

1
,

.

n
k

k
k

c t y t
x t x t a t b t x t h t

m t y t x t

f t x t
y t y t d t

m t y t x t

−
−

=

  
′ = − − −  +  


  ′ = − +  + 

∑
              (3) 

这里 , , , , , ,ka b c d f m h 是连续的正ω 周期函数，n 是正整数。显然文[9]是本文的特殊情况。 
本文用重合度理论研究系统(3)正周期解的存在性。为方便，我们列举(详细请参考[10]) 
引理 1 (连续定理)。假设 L 是指标为零的 Fredholm 映射，N 在Ω 上是 L-紧的，若 
(1)对任意 ( )0,1λ ∈ ，对算子方程 Lx Nxλ= 的任一解满足 x Dom L∉∂Ω∩ 。 

(2)当 x Ker L∈∂Ω∩ 时， 0QNx ≠ ， { }deg , , 0 0JQN Ker LΩ∩ ≠ 。 

则 Lx Nx= 在 Dom L∩Ω上至少有一个解。 

2. 主要结果 

令 ( ) ( ) ( )1 2e , ( ) eu t u tx t y t= = ，则系统(3)成为 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
1 1

2 1

1

2 1

2 1
1 2 1

1

2

e
e e ,

e e

e
.

e e

u tn
k u t u t

k u t u t
k

u t

u t u t

c t
u t a t b t h t

m t

f t
u t d t

m t

− −
−

=


′ = − − −

+

 ′ = − + +

∑
                (4) 

如果 ( ) ( )( )T
1 2,u t u t  是(4)的ω 周期解，则 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2

TT
, e , eu t u tx t y t =  

  是(3)的ω 周期解。令 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){ }T 2
1 2, , ,U V u t u t u t C R R u t u tω= = = ∈ + =  

( ) ( ) ( ){ } [ ]
( )

[ ]
( )1 2

1 20, 0,
, , max max .

t t
Dom L u t U u t C R R u u t u t

ω ω∈ ∈
= ∈ ∈ = +  

在此范数下，U 是 Banach 空间。定义 :L Dom L U U⊂ → 和 :N U U→ 分别为 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )T T
1 2 1 2, , ,L u t u t u t u t′ ′=  

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
1 1

2 1

1

2 1

2 1
2 1

11

2

e
e e

e e
.

e
e e

u tn
k u t u t

k u t u t
k

u t

u t u t

c t
a t b t h t

u t m t
N

u t f t
d t

m t

− −
−

=

 
− − − 

+   
=        − + + 

∑
 

定义投影 P 和Q 为 

( )
( )

( )
( )

( )

( )

( )
( )

101 1 1

2 2 2
20

1 d
, .

1 d

u t tu t u t u t
P Q U

u t u t u tu t t

ω

ω

ω

ω

 
      

= = ∈                  
 

∫

∫
 

易知 2ImKer L P R= = ， ( ) ( )( ){ }T
1 2 1 2Im , : 0L Ker Q u t u t U u u= = ∈ = = 是U 的闭集，这里 

( )1 0

1 d , 1, 2iu u t t i
ω

ω
= =∫ 。于是 L 是指标为零的 Fredholm 算子。 

为了叙述方便，我们引进下述记号 

[ ]
( )

[ ]
( )

0,0,
max , min .

tt
f f t f f t

ωω

∗
∗ ∈∈

= =  

考虑算子方程 Lu Nuλ= ，这里 ( )0,1λ ∈ ，即考虑 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
1 1

2 1

1

2 1

2 1
1 2 1

1

2

e
e e ,

e e

e
.

e e

u tn
k u t u t

k u t u t
k

u t

u t u t

c t
u t a t b t h t

m t

f t
u t d t

m t

λ

λ

− −
−

=

  
′ = − − − 

+    


 
′ = − +  +   

∑
               (5) 

若对于任意的 ( )0,1λ ∈ ， ( ) ( )( )T
1 2,u t u t 是(5)的ω 周期解，令 

( )
[ ]

( ) ( )
[ ]

( )
0,0,

max , min , 1, 2.i i i i i itt
u u t u u t i

ωω
ξ η

∈∈
= = =  

则 

( ) ( ) 0, 1, 2.i i i iu u iξ η′ ′= = =                                 (6) 
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由(5)和(6)得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 1
1 1 1 1

2 1 1 1

1 2

2 2 1 2

2 1 1
1 2 1 1 1

1 1

2
2

2

e
e e 0,

e e

e
0.

e e

un
k u u

k u u
k

u

u u

c
a b h

m

f
d

m

ξ
ξ ξ

ξ ξ

ξ

ξ ξ

ξ
ξ ξ ξ

ξ

ξ
ξ

ξ

− −
−

=


− − − =

+

− + = +

∑
             (7) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 1
1 1 1 1

2 1 1 1

1 2

2 2 1 2

2 1 1
1 2 1 1 1

1 1

2
2

2

e
e e 0,

e e

e
0.

e e

un
k u u

k u u
k

u

u u

c
a b h

m

f
d

m

η
η η

η η

η

η η

η
η η η

η

η
η

η

− −
−

=


− − − =

+

− + = +

∑
             (8) 

为了叙述方便，记 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1
2 1

1
, , , , .

n
k

k
k

t x a t b t x t x y m t y xϕ ψ−
−

=

= − = +∑  

对于函数 ( ) ( ), , , ,t x t x yϕ ψ ，易证下面的引理(证明略) 
引理 2. 若 , ,ka b m 是连续的正ω 周期函数，则对于函数 ( ),t xϕ 和 ( ), ,t x yψ ，我们有 
(i)对于固定的 [ ]0,t ω∈ ， ( ),t xϕ 关于 x 单调减少。 
(ii)对任意的 [ ]0,t ω∈ ，当 , 0x y > 时， ( ), , 0t x yψ > 。对于固定的 [ ]0,t ω∈ ，当 ( )0 0y x> > 时，

( ), ,t x yψ 关于 ( )x y 上升，而且当 0y > 时， ( ), ,x t x yψ 关于 x 上升。 

(iii)对 [ ]0,t ω∈ ，当 1 2 1
1

1 ln
2 1

n

k
k

u a b A
n

∗ ∗
−

=

≥ =
− ∑ 时， ( )1, e 0utϕ ≤ 。 

(iv)对 [ ]0,t ω∈ ，当 2 ln eAu f m d B∗
∗ ∗≥ = 时，

( ) ( ) 22

e e
e,0, e

A A

uu

f fd
m ttψ

∗ ∗

∗ ≥ = 。 

(v)对 [ ]0,t ω∈ ，当 2 ln f h a hu C
m d m a

∗

∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

 
≤ − = 

  
时，

( )2, , eu

f h ad
t h aψ

∗
∗ ∗

∗ ∗
∗

≤ 。 

定理 1. 若 , , , , , ,ka b c d f m h 是连续的正ω 周期函数，则系统(4)至少有一个ω 周期解。 
证明. 由(7)的第一个方程易知 ( )( )1 1

1, e 0u ξϕ ξ > ，由引理 2 的(iii)知 ( ) ( )1 1 1u t u Aξ≤ < 。由(8)的第一个

方程和引理 2 的(i)知 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1
1 1 1, 0 , e e eu u uh hη η ηϕ η ϕ η η − −

∗> > ≥ ，于是对 [ ]0,t ω∈ ， 

( ) ( ) ( )1 1 1
1

ln ln
,0

h hu t u
a

η
ϕ η

∗ ∗
∗≥ > ≥ 。由(7)的第二个方程和引理2(ii)得 ( )

( ) ( )2 22
2

e
e

A

u

fd
m ξξ

ξ

∗

< ，于是由引理2(iv)

得 ( ) ( )2 2 2u t u Bξ≤ < 。由(8)的第二个方程和引理 2(ii)得 ( ) ( )( )2 2
2

2 , , eu

f h ad
h a η

η
ψ η

∗
∗ ∗

∗
∗

> 。于是对 [ ]0,t ω∈ ，

由引理 2(v)得 ( ) ( )22 , , eu

f h ad d
t h a

η
ψ

∗
∗ ∗ ∗

∗
∗

≤ ≤ 。故 ( ) ( )2 2 2u t u Cη≥ > 。 

记 ( ) ( )T
1 1 2 1 2, ln , , ,hu u u U u A u C B

a
∗
∗

  Ω = = ∈ ∈ ∈  
  

。 

1Ω 是 U 的有界开集，我们将证明 N 在 1Ω 是 L-紧的。事实上， : ImPK L KerP DomL→ ∩ 满足 
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( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

1 10 0 01

2
2 20 0 0

1d d d
,

1d d d

t t

P
t t

u s s u s s tu t
K

u t u s s u s s t

ω

ω

ω

ω

 −  
=        − 
 

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
1 1

2 1

1

2 1

2 1
2 10

11

2

0

e1 e e d
e e

.
e1 d

e e

u tn
k u t u t

k u t u t
k

u t

u t u t

c t
a t b t h t t

m tu t
QN

u t f t
d t t

m t

ω

ω

ω

ω

− −
−

=

  
 − − − 

+     =        
− +   +   

∑∫

∫
 

易知QN 和 ( )PK I Q N− 都在 1Ω 连续， ( )1QN Ω 在 1Ω 上有界且 ( )PK I Q N− 是紧的，于是 N 是 L-紧

的。注意到 Im Q Ker L= ，所以 : ImJ Q Ker L→ 是同构恒等映射。于是引理 1 的条件(1)成立。 

往下我们证明：对于任意的 2
1 1u KerL R∈∂Ω ∩ = ∂Ω ∩ ， ( )T0,0QNu ≠ 。事实上，若不然，则存在

( ) 2
1 2 1,u u R∈∂Ω ∩ 使得 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

2
1 1

2 1

1

2 1

2 1
2 10

1

0

e1 e e d 0,
e e

e1 d 0.
e e
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k u u

k u u
k

u

u u

c t
a t b t h t t

m t

f t
d t t

m t

ω

ω

ω

ω

− −
−

=

 
− − − = 

+  
 
− + = 

+  

∑∫

∫
                (9) 

由积分中值定理，存在 [ ]1 2, 0,t t ω∈ 使 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

2
1 1

2 1

1

2 1

2 1 1
1 2 1 1 1

1 1

2
2

2

e
e e 0,

e e

e
0.

e e

un
k u u

k u u
k

u

u u

c t
a t b t h t

m t

f t
d t

m t

− −
−

=

− − − =
+

− + =
+

∑
 

用上面同样的证明方法得 ( )1 2ln , , ,hu A u C B
a
∗
∗

 ∈ ∈ 
 

。这与 ( )T 2
1 2 1,u u R∈∂Ω ∩ 矛盾。 

为证明 ( ){ }T
1deg , , 0,0 0QNu KerLΩ ∩ ≠ ，我们预先建立下面的引理。 

引理 3.若 [ ]1 1: 0,1DomL Uφ ∩Ω × → ， 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

2
1 1

2 1

1

2 1

2 1
2 1 10

1

1 1 2 1

0

e1 e e d
e e

, , .
e1 d

e e

un
k u u

k u u
k

u

u u

c t
a t b t h t t

m t
u u

f t
d t t

m t

ω

ω

λ
ω

φ λ

ω

− −
−

=

  
− − −  

+   =  
  − +  +   

∑∫

∫
 

则 ( )1 1 2 1, ,u uφ λ 是同伦映射。 

证明对于 ( )T
1 2 1,u u KerL∈∂Ω ∩ ，易知 ( )T 2

1 2,u u R∈ ，因此只要证明当 1u A≥ 或 1 ln hu
a
∗
∗≤ 且对于

1
h u A
a
∗
∗ < < ， 2u B≥ 或 2u C≤ 时， ( ) ( )T T

1 2, 0,0u u ≠ 。因 ( )1 1 2, ,1u u QNuφ = ，所以当 u KerL∈∂Ω∩ 时，

( ) ( )T T
1 2, 0,0u u ≠ 。当 1 1λ = ， ( )1 1 2 1, ,u u QNuφ λ = ，且当 u KerL∈∂Ω∩ ， ( ) ( )T T

1 2, 0,0u u ≠ ，于是只要证

明对 [ )1 0,1λ ∈ ， ( ) ( )T
1 1 2 1, , 0,0u uφ λ ≠ 。 
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若 ( )T
1 2,u u 满足 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
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ω

ω

λ
ω

ω

− −
−

=

 
− − − = 

+  
 
− + = 

+  

∑∫

∫
 

同样用积分中值定理，存在 [ ]1 2, 0,t t ω∈ 使 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

2
1 1

2 1

1
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2 1 1
1 2 1 1 1 1

1 1

2
2

2

e
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e
0.
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λ− −
−

=


− − − =

+

− + = +

∑
                 (10) 

若 1u A≥ ，由引理 2(iii)，当 [ ]0,t ω∈ 时， ( )1, e 0utϕ ≤ 。于是 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2
1 1

2 1

2 1 1
1 2 1 1 1 1

1 1

e
e e 0.

e e

un
k u u

k u u
k

c t
a t b t h t

m t
λ− −

−
=

− − − <
+∑  

这与(10)的第一个方程矛盾。 

若 1 ln hu
a
∗

∗

≤ ，由(10)的第一个方程得 

( ) ( ) ( )1 1 1
1 1 1e e , e ,0 .u u uaa h h h t t t a

h
ϕ ϕ

∗
− −∗ ∗

∗ ∗
∗

= ⋅ ≤ ≤ ≤ < ≤  

上式不可能成立。 

若(10)成立，由(10)的第二个方程及 1ln h u A
a
∗

∗

< < 得 ( ) ( ) 22
2

e
e

A

u
fd d t

m t

∗

∗ ≤ < 。 

若 2u B≥ ，这与引理 2(iv)矛盾；同样当 1ln h u A
a
∗

∗

< < 时候， 2u C≤ ，(10)的第二个方程不成立。故

当 1u KerL∈∂Ω ∩ 时， ( ) ( )T
1 1 2 1, , 0,0u uφ λ ≠ ，故 ( )1 1 2 1, ,u uφ λ 在 1Ω 上是同伦映射，因此 

( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1

2

2 1

T
1

T
1 1 2 1

T
1 1 2 1

2 1
2 10

1

T
10

deg , , 0,0

deg , ,1 , , 0,0

deg , , 0 , , 0,0

1deg e e d ,

e1 d , , 0,0 .
e e

n
k u u

k
k

u

u u

QNu KerL

u u KerL

u u KerL

a t b t h t t

f t
d t t KerL

m t

ω

ω

φ

φ

ω

ω

− −
−

=

Ω ∩

= Ω ∩

= Ω ∩

  = − −   
  − + Ω ∩  

+    

∑∫

∫

 

引理 4.考虑代数方程组 
1

1 1
2 1

ee e 0, 0
e e

u
u u

u u
fa b h d

m
−− − = − + =

+
                         (11) 

这里 , , , , ,a b h d f m都是正常数。如果 f d> 且 2a bh> ，则易证(这里从略) 
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( )
1 2ln , ln , ln , ln .

f d hh a afu u
a b adm bdm

−  ∈ ∈  
   

 

由引理 4 易得(1)当 1 ln au
b

≥ 时， 1e 0ua b− < ；(2)当 1 ln au
b

≤ 时， 1e 0ua h −− < ； 

(3)当 2 1ln , ln , lnaf h au u
bdm a b

 ≥ ∈ 
 

时，
1

2

e 0
e

u

u
fd

m
− + < ； 

(4)当 ( )
2 1ln , ln , ln

h f d h au u
adm a b
−  < ∈ 

 
时，

1

2 1

e 0
e e

u

u u
fd

m
− + >

+
。 

记
( )

1 2 3 4ln ln , max , ln , min , ln , max , ln
h f dh a afR h a R A R C R B

a b adm bdm∗
∗ −    = ≤ = = =     

    
。 

若 ( ) ( ) ( ){ }T
2 1 2 1 1 2 2 3 4, , , ,u u u U u R R u R RΩ = = ∈ ∈ ∈ ，则 1 2Ω ⊂ Ω 。 

引理 5.若 [ ]2 2: 0,1DomL Uφ ∩Ω × → 定义为 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

1 1
1 1

1
1

2 1
2 1

2 1
2 10 11

2 1 2 2 2 2

0

1 e e d e e
, , 1 ee1 d e ee e

n
k u u u uk

k
u

u
u u

u u

a t b t h t t a b h
u u ff t dd t t mm t

ω

ω

ω
φ λ λ λ

ω

− −
−−

=

  − −     − −    = + −     − +  − +  +  +   

∑∫

∫
 

则 ( )2 1 2 2, ,u uφ λ 在 2Ω 上是同伦映射。 
证明我们只需证明下面两个情况 
情况 1  取 [ ]1 1 20, , ,t u u Rω∈ ∈ ，使满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 11 1

1 1 1 1

2 1 2 1
1 2 1 1 1 2 10

1 1

2 1
1 2 1 2 1 1 1 2 1

1

1e e e e d ,

e e 1 e e 0.

n n
k u k uu u

k k
k k

n
k u u u u

k
k

a t b t h t a t b t h t t

a t b t h t a b h

ω

ω

λ λ

− −− −
− −

= =

− − −
−

=

 − − = − −  
 ∆ = − − + − − − =  

∑ ∑∫

∑
        (12) 

则 ( )1 1 2,u R R∈ 。事实上，若 1 2u R≥ ，由引理 2(iii)和引理 4 得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 12 1
2 1 2 1 1 1 2 1 2 1

1
e e 1 e e 1 e 0.

n
k u u u u u

k
k

a t b t h t a b h a bλ λ λ− − −
−

=

 − − + − − − < − − <  
∑     (13) 

若 1 1u R≤ ，由引理 4 得 

( ) ( ) ( )1
1 2 1 21 e 0ua t h a h a hλ λ −∗

∗ ∗ ∆ < − + − − <                        (14) 

(13)和(14)与(12)矛盾。 
情况 2  取 [ ]2 1 20, , ,t u u Rω∈ ∈ ，使对 ( )1 1 2,u R R∈  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1

2 1 2 1

1 1

2 1 2 1

2
2 0

2

2
2 2 2 2

2

e e1 d ,
e e e e

e e1 0.
e e e e

u u

u u u u

u u

u u u u

f t f t
d t d t t

m t m t

f t fd t d
m t m

ω

ω

λ λ

 
− + = − + 

+ +  
   

∆ = − + + − − + =   + +    

∫
               (15) 

则 ( )2 3 4,u R R∈ 。事实上，若 2 4u R≥ ，由引理 2(iv)和引理 4 得 
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( ) ( )
1 1

2 22 2 2
2

e e1 0.
e e

A u

u u
f fd d

m t m
λ λ

∗

∗

   
∆ < − + + − − + <   

    
                    (16) 

若 2 3u R≤ ，由引理 2(v)和引理 4 得 

( ) ( )
2 22 2 2

2

1 0.
e eu u

f h a fh ad d
m t h a m h a

λ λ∗ ∗

∗

∗

∗ ∗

   
∆ > − + + − − + >   + +    

               (17) 

(16)和(17)与(15)矛盾。于是当 ( ) [ ]T
1 2 2 2, , 0,1u u KerL λ∈∂Ω ∩ ∈ 时， ( ) ( )T

2 1 2 2, , 0,0u uφ λ ≠ 。引理 5 证

毕。于是 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

1 1

1

2 1

1
1 1

2 1

2 1
2 10

1

T
20

T
2 1 2 2

T
2 1 2 2

1

1deg e e d ,

e1 d , , 0,0
e e

deg , ,1 , , 0,0

deg , , 0 , , 0,0

edeg e e ,
e e

n
k u u

k
k

u

u u

u
u u

u u

a t b t h t t

f t
d t t KerL

m t

u u KerL

u u KerL

fa b h d
m

ω

ω

ω

ω

φ

φ

− −
−

=

−

   − −   
  − + Ω ∩  

+      

= Ω ∩

= Ω ∩

 ⋅
= − − − + + 

∑∫

∫

( )
T

T
2, , 0,0 .KerL

  Ω ∩ 
  

 

引理 6.如果 2
1 1, 2f d b h a b h> < < ，则 

( )
1

1 1
2 1

T
T

1 2
edeg e e , , , 0,0 0.

e e

u
u u

u u
fa b h d KerL

m
−

  ⋅ − − − + Ω ∩ ≠  +   
               (18) 

证明记
1

1 1
2 11

ee e ,
e e

u
u u

u u
fa b h d

m
α β− ⋅
= − − = − +

+
。注意到 

( )
( ) ( )

( )
( )

1 1

2 1
1 2

2 1
2 1

1 2
1

2
21 2

e e 0
e e, e ,

, e ee e

u u
u u

u u

u u
u u

b h
fm b h

fm
u u mm

α β
−

+

− +
−∂

= =∗∂ ++

 

所以
( )
( ) ( )12

1
1 2

,
sgn sgn e

,
ub h

u u
α β∂

= −
∂

。由(11)的第一个方程 1 1
1e e 0u ua b h −− − = ，得 

1 12
1e eu ub h a+ = .                                   (19) 

若 12
1e 0ub h− = ，由(18)，(19)得 1

1

ln
2
au
b

= 。于是由 2
12a b h< 得 ( )1 1 2,u R R∈ 。这里

( )
( )1 2

,
sgn 0

,u u
α β∂

≠
∂

，

所以(18)成立，引理 6 证毕。 

注意 1.考虑到引理 4 的代数方程，假设 2
1 1, 2f d b h a b h> < < 且

hh
a a

∗
∗≤ ，定理 1 不再需要其他条件。 
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