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Abstract 

The multivariate Lagrange interpolation problem, which is usually defined on the ellipsoid, is of-
ten studied in practical scientific research and production. Multivariate Lagrange interpolation is 
proposed to define the definition of ellipsoid and given to determine whether the node group on 
an ellipsoid form judgment theorem and superposition method to construct interpolation regular 
set of nodes and finally is to implement the method.  
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摘  要 

针对在实际科研生产中经常涉及到的有关定义于椭球面上的多元Lagrange插值问题进行了研究。提出了

定义于椭球面上的多元Lagrange插值定义，给出了判定椭球面上的结点组是否构成插值正则结点组的判

定定理以及迭加构造方法，最后通过算例对所得方法进行了实现。  
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1. 引言 

熟知，多元函数插值长期以来一直是计算数学研究领域的一个主要研究内容(详见文献[1])，有关多

元函数插值基本理论和方法研究中一个基本问题是多元插值函数的唯一存在性问题，也就是插值的正则

性问题。由文献[2]-[8]可知，国内外学者对这一问题的研究主要有两个判别，一种是给定插值空间，去构

造相应正则结点组；另一种是给定结点组，去构造相应正则插值空间，而且要求空间的次数尽可能低。

[9] [10] [11]，对于某一类问题，目前，有关在整个空间进行插值以及关于定义于空间中一般代数流形插

值的研究结果相对完备，而关于有着重要实用价值的具体流形上的插值结果并不多见。梁学章等人[12]
讨论了单位球面上的纬线组选取插值正则结点组的方法。 

椭球面是除球面外的另一类主要的二次代数曲面，其在工程设计中有着重要的作用。例如，许多机

械零部件和建筑外形采用了椭球面的形式，而地球本身严格来讲是个椭球，还有就是有关对地球表面进

行卫星遥感测绘时也涉及到椭球面上插值问题。因此，对椭球面上的插值问题研究意义重大。 

2. 基本定义和基本定理 

本文主要研究三维欧式空间 3R 中的椭球面 ( )
2 2 2

3
2 2 2, , 1 0x y zF x y z R

a b c
 

= ∈ + + − = 
 

上进行多元

Lagrange 插值问题。 
首先引入若干基本概念 

设 n 为非负整数，令 ( )3
nP 表示所有全次数为 n 的三元代数多项式构成的集合，即 ( )3 3

dim
3n

n
P

+ 
=  
 

 

定义 1 ( ( )3
nP 的插值正则结点组) 

设
3

3
n

m
+ 

=  
 

，令 }{ 1

m
i i

Q
=

Α = 为 3R 中 m 个互异点构成的点集，如果对于任意给定的数组 

}{ 1, ,if R i m∈ =  ，恒存在唯一多项式 ( ) ( )3, , np x y z P∈ ，使之满足： ( ) , 1, ,i ip Q f i m= =  ，则称Α为 ( )3
nP

的一个正则结点组。 
定义 2 ( F 上的插值正则结点组) 

设 F 为如上所定义的椭球面， ( ) ( )3
nP F 为 ( )3

nP 在 F 上的限制。 ( ) ( )3 3 3 2
dim

3 3n

n n
P F

+ + −   
= −   
    ，

( ) ( )3dim nm P F= ，称 }{ 1

m
i i

Q F
=

Α = ⊂ 为定义于 F 上的一个 n 次插值正则结点组，如果对于任意给定的数

组 }{ 1, ,if R i m∈ =  ，恒存在多项式 ( ) ( )3, , np x y z P∈ ，满足 ( ) , 1, ,i ip Q f i m= =  。 
定理 1 (构造 ( )3

nP 插值正则结点组的添加椭球面法) 
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设 m 为如上所定义，
5

3
n

r
+ 

=  
 

，结点组 }{ 1

m
i i

Q F
=

Α = ∉ 关于 ( )3
nP 的一个正则结点组，而 }{ 1

r
i i m

Q
= +

Β =

是定义于 F 的一个 2n + 次正则结点组，则 }{ 1

r
i i

Q
=
= Α Β 必定构成 ( )3

2nP + 的正则结点组。 

证明：设 ( ), , , 1, ,i i i iQ x y z i r= =  。因为Β为定义于 F 上的 2n + 次正则结点组，由定义 2，对任意给

定数组{ }1, ,if i m r= +  恒存在多项式 ( ) ( )3
1 2, , np x y z P +∈ 使得 ( )1 , 1, ,i ip Q f i m r= = +  。 

又因为 }{ 1

m
i i

Q F
=

Α = ∉ 关于 ( )3
nP 的一个正则结点组，由定义 1 对任意的数组{ }1, ,if i m=  恒存在多项

式 ( ) ( )3
2 , , np x y z P∈ 使得 

( ) ( )1
2 2 2 2

2 2 2

, 1, ,
1

i i
i

i i i

f p Q
p Q i m

x y z
a b c

−
= =

+ + −
  

其中 ( ), ,i i ix y z 为 , 1, ,iQ i m=  的三维坐标，构造一个多项式 

( ) ( ) ( )
2 2 2

1 22 2 2, , , , 1 , ,x y zp x y z p x y z p x y z
a b c

 
= + + + − 

 
 

显然有 ( ) ( )3
2, , np x y z P +∈ 且满足 ( ) ( ) ( )

2 2 2

1 22 2 2 1 , 1, ,i i i
i i i i

x y zp Q p Q p Q f i r
a b c

 
= + + + − = = 

 


。 

则由定义 1 知， Α Β 为 ( )3
2nP + 的正则结点组。 

定理 2 (构造 F 上插值正则结点组添加圆锥曲线法) 

设 }{ ( )21

1

n
i i

Q
+

=
Α = 为 F 上的 n 次插值正则结点组，平面 ( ), ,p x y z A φ= 与 F 横截相交于圆周曲线

( ), ,C x y z ，Β是定义于C 上的一个 1n + 次正则结点组，则Α Β 必定构成定义于 F 上的一个 1n + 次正则

结点组。 
定理 3 (判定定理) 
F 上的 ( )21m n= + 个互异点 }{ 1

m
i i

Q
=
能够做成定义于 F 上的 n 次插值正则结点组的充分必要条件是，

若存在 ( ) ( )3, , np x y z P∈ ，满足 ( ) 0, 1, ,ip Q i m= =  ，蕴含如此的 ( ), ,p x y z 在 F 恒为零。 
证明：充分性：设 ( ) ( )3, , np x y z P∈ ，满足 ( ) 0ip Q = , iQ∀ ∈Α Β 由条件可知， ( ) 0ip Q = ， iQ F∀ ∈ 。

从而，对于定义于 F 的一个 n 次插值正则结点组 FΑ⊂ ,亦有 ( ) 0ip Q = ， iQ∀ ∈Α ，即 ( ) 0ip Q = ，

iQ∀ ∈Α Β

 。又因为 Α Β

 为 ( )3
nP 的插值正则结点组，故 ( ), , 0p x y z ≡ 。 

必要性：令
3

3
n

r
+ 

=  
 

，取 { } 1

r
i i m

Q F
= +

Β = ∉ 为关于 ( )3
2nP − 的正则结点组，可以断言： }{ 1

r
i i

Q
=
构成 ( )3

nP 的

正则结点组。事实上，对任给 { } 1

r
i i

f
= ，由于 }{ 1

m
i i

A Q
=

= 为定义 F 上的 n 次正则结点组，故存在多项式

( ) ( )3
1 , , np x y z P∈ 满足 ( )1 , 1, ,i ip Q f i m= =  。 

又因为 B F∉ 且为关于的 ( )3
2nP − 的正则结点组，则存在多项式 ( ) ( )3

2 2, , np x y z P −∈ 满足 

( ) ( )1
2 2 2 2

2 2 2

, 1, ,
1

i i
i

i i i

f p Q
p Q i m r

x y z
a b c

−
= = +

+ + −
n  

则多项式 ( ) ( ) ( )
2 2 2

1 22 2 2, , , , 1 , ,x y zp x y z p x y z p x y z
a b c

 
= + + + − 

 
                                 (*) 

满足 ( ) , 1, ,i ip Q f i r= =
 ，由定义知 }{ 1

r
i i

Q
=
是 ( )3

nP 的正则结点组，同时，在上述过程中取
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1 0, 1, ,f i m= =  ，则(*)式中的 ( )1 , , 0p x y z ≡ ，此时 ( ) ( ) ( )
2 2 2

3
22 2 2, , 1 , , n

x y zp x y z p x y z p
a b c

 
= + + − ∈ 
 

  

满足定理中的插值条件的多项式，故由 ( )3
nP 空间中满足相同插值条件的多项式的唯一存在性有 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

3
22 2 2, , , , 1 , , n

x y zp x y z p x y z p x y z p
a b c

 
= = + + − ∈ 

 
  

即 ( ), ,p x y z 在 F 上恒为零值。 

3. 算例 

例如：取被插值函数为 ( ) 2 2 2
0 , ,f x y z x y z= + + ，椭球面为 ( )

2 2 2

, , 1 0
64 16 4
x y zF x y z = + + − = 。在椭 

球内部取一点 ( )0 0,0,0Q ，则该点为 ( )3
0P 的一个正则结点组；另在椭球面上取互异的 9 个点 ( )1 8,0,0Q ，

( )2 8,0,0Q − ， ( )3 0, 4,0Q ， ( )4 0, 4,0Q − ， ( )5 0,0, 2Q ， ( )6 0,0, 2Q − ， ( )7 4, 2 2,1Q ， ( )8 4, 2 2,1Q − ，

( )9 4, 2 2,1Q − ，这九个点是定义于椭球面 F 上的一个 0 2+ 次正则结点组(如图 1 所示)，则由定理 1 知：

点组{ }0 9Q Q⋅ ⋅ ⋅ 构成 ( )3
2P 适定结点组。设插值多项式为 

( ) 2 2 2
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10, ,f x y z a x a y a z a xy a xz a yz a x a y a z a= + + + + + + + + +  

得到方程组为 A X B∗ = ，其中 
 

 

Figure 1. Point of the ellipsoid 
图 1. 椭球面取点效果图 
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a
a
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A X
a
a
a
a
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  
  
  
 − 
  
  
 − 
  = =
  
  −  
  
  
 − − − 
 

− − −  

0
8
8
4
4

,
2
2
5
5
5

B

  
  
  
  
  
  
  
  =
  
  
  
  
  
  

    

 

解得 ( ) 2 2 2
1

1 1 1 2 1 2, ,
8 4 2 32 8 8

f x y z x y z xy xz yz= + + − + +  

我们取点 ( )1,1,1 ， ( )2,2,2 ，插值结果分别为 3 ， 2 3 ，而精确值分别为
3 21
32

+ ，
3 24

8
+ ，误差

分别为 1
3 23 1 0.5995
32

t = − − ≈ ， 2
3 22 3 4 1.0662

8
t = − − ≈ 。 
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