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Abstract 
A high order well-balanced central discontinuous Galerkin method is developed for solving the 
nonlinear shallow water equations and the well-balanced property is proved. Compared to the 
standard central discontinuous Galerkin method, the present method can maintain the still water 
stationary solutions of the nonlinear shallow water equations, and thus remove the numerical os-
cillations. Numerical examples are presented to show the accuracy and reliability of the proposed 
method. 
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摘  要 

提出了一个求解非线性浅水波方程的高阶的保持平衡的中心间断伽辽金法，并证明了该方法的保持平衡

性。与传统的中心间断伽辽金法相比，该方法能够精确地保持非线性浅水波方程的静水稳定解，因而消

除了数值震荡。数值算例验证了方法的精度和可靠性。 
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1. 引言 

非线性浅水波方程[1]在与河流，湖泊，沿海区域的流体流动有关的科学工程问题中有广泛的应用，

例如海啸和风暴的预报，河口和近海水域的潮汐能捕捉等。由于问题是非线性的且问题的解有不连续的

情况，因而数值求解非线性浅水波方程具有很大的挑战性。在一般情况下，非线性浅水波方程是一类平

衡律，这类方程具有静水稳定解，对该稳定解，流通项非零但被源项所平衡，然而通常的数值方法不能

保持流通项和源项的平衡，从而不能保持稳定解，因此在计算与稳定解相关的问题时常常会产生数值伪

震荡。在最近几十年，已经出现了许多求解非线性浅水波方程的保持静水稳定解的数值方法[1] [2] [3] [4] 
[5]，这样的方法被称为保持平衡的方法。本文的目的是基于求解一般守恒律的中心间断伽辽金法[6]，提

出一个高阶的保持平衡的中心间断伽辽金法(WBCDGM)来求解非线性浅水波方程，该方法通过引入一个

参数来改写方程，然后再将中心间断伽辽金法应用到改写后的方程，当我们对参数取合适的值时，数值

格式在保持高阶精度的同时，也保持了静水稳定解，从而消除了数值伪震荡。 

2. 非线性浅水波方程 

考虑如下的一维非线性浅水波方程： 

( )( ) ( ), ,t x
U F U S U b+ =                                     (1) 

其中 ( ) ( ) ( ), , 0,a bx t x x T∈ × ， ( ),  TU h hu= 是未知函数， ( ) ( )2 2,  2
T

F U hu hu gh= +  表示流通函数，

( ) ( ), 0,  T
xS U b ghb= −  表示源项， ( ),h h x t= 表示水的深度， ( ),u u x t= 表示水的速度， g 表示重力加速

度， ( )b b x= 表示底部地势。 

非线性浅水波方程(1)有如下的静水稳定解： 

00,  ,hu h b Cη= = + =                                  (2) 

其中 0C 为常数，η表示水面高度。从(1)能够观察到，在流体为静止状态，即(2)式成立时，且底部地势 ( )b x

不是常数时，流通函数的导数非零但是其刚好被源项所抵消。 
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3. 数值方法 

假设 ( ){ }1 2 1 2 1
,

xN

i i i i
I x x− + =
= 是空间区域 ( ),a bx x 的一个单元剖分， 1 2 1 2i i ix x x+ −∆ = − 是 iI 的长度，

max ii
x x∆ = ∆ 是网格大小。让 ( )1 2 1 2 2i i ix x x− += + ，那么 ( ){ }1 2 1 0

, xN

i i i i
I x x+ + =

= 是与{ } 1
xN

i i
I

=
相互重叠的网格。

在这两套网格上，我们定义如下的有限维离散空间： 

( ){ }, : | ,  1, 2,..., ,
i

C C k k
I i xV V v v P I i N= = ∈ =  

( ){ }1 2

,
1 2: | ,  0,1, 2,..., .

i

D D k k
I i xV V v v P I i N
+ += = ∈ =  

其中 ( )kP I 表示定义在区间 I 上的次数至多为 k 的多项式空间。另外让{ } 0
tN

n n
t

=
表示时间区域 [ ]0,T 的一个

剖分，定义 ( ) ( )
,

lim
i i

i x x x x
x xϕ ϕ+

> →
= ， ( ) ( )

,
lim
i i

i x x x x
x xϕ ϕ−

< →
= 。 

若直接使用中心间断伽辽金法[6]去离散方程(1)，则所得到的数值格式对静水稳定解(2)不能精确成

立，因此数值结果会产生数值伪震荡，为了避免该问题，我们首先将(1)改写为： 

( )( ) ( ), , , , ,t x
U F U b S U bγ γ+ =                               (3) 

其中 ( ),  TU huη= ， ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2, , ,  2 2
T

F U b hu hu b g b g b gbγ η η γ= − + − + − ， 

( ) ( )( ), , 0,  
T

xS U b g bγ η γ= − − ， γ 是一个待定参数。 

然后使用中心间断 Galerkin 法[6]去离散(3)的空间变量，使用向前欧拉法去离散时间变量，即求

( )( ) ( )2, 1, 1 , 1,  C nC n C n CU hu Vη ++ += ∈ ， ( )( ) ( )2, 1, 1 , 1,  D nD n D n DU hu Vη ++ += ∈ ，使得对任意的 ( )( )2k
iP Iϕ ∈ 和

( )( )2

1 2
k

iP Iρ +∈ 下面的方程成立： 

( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

, 1 , , , ,

, ,
1 2 1 2 1 2

, ,
1 2 1 2 1 2

1 , ,

                         , ,

                         , ,

                     

i i i

C n D n C n D n D D n
n xI I I

D n D D n
n i i i

D n D D n
n i i i

U dx U U dx t F U b dx

t F U x b x x

t F U x b x x

ϕ θ θ ϕ γ ϕ

γ ϕ

γ ϕ

+

−
+ + +

+
− − −

⋅ = + − ⋅ + ∆ ⋅

− ∆ ⋅

+ ∆ ⋅

∫ ∫ ∫

( ), ,     + , , ,    1, 2,...,
i

D n D D n
n xI

t S U b dx i Nγ ϕ∆ ⋅ =∫

            (4) 

( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

1 2 1 2 1 2

, 1 , , , ,

, ,
1 1 1

, ,

1 , ,

                            , ,

                            , ,

                  

i i i

D n C n D n C n C C n
n xI I I

C n C C n
n i i i

C n C C n
n i i i

U dx U U dx t F U b dx

t F U x b x x

t F U x b x x

ρ θ θ ρ γ ρ

γ ρ

γ ρ

+ + +

+

−
+ + +

+

⋅ = + − ⋅ + ∆ ⋅

− ∆ ⋅

+ ∆ ⋅

∫ ∫ ∫

( )
1 2

, ,          , , ,  0,1,...,
i

C n C C n
n xI

t S U b dx i Nγ ρ
+

+ ∆ ⋅ =∫

         (5) 

其中 Cb ， Db 是 b 分别在 CV ， DV 中的 2L 投影， 1n n nt t t+∆ = − ， , ,,  C n D nU U 分别是数值解 ,  C DU U 在 nt 时

刻的值， [ ]max 0,1ntθ τ= ∆ ∈ ， maxτ 是由 CFL 条件所限制的时间步长的一个上限。 ,C nγ 和 ,D nγ 是参数 γ 在

nt 时刻的近似值，为了让数值格式(4)和(5)对静水稳定解(2)精确成立，必须选择合适的 ,C nγ 和 ,D nγ ，最好

的选择是 , ,
0

C n D n Cγ γ= = ，但对一般的问题， 0C 是未知的，因此在本文提出的数值格式中 ,C nγ 和 ,D nγ 分

别被定义为： 

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,
1 2 1 2 1, ,,  

2 2

D n D n C n C n
i i i iD n C n

x x x xη η η η
γ γ+ − +

+ +
= =                   (6) 
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我们将所提出的算法(4)~(6)命名为保持平衡的中心间断伽辽金法(WBCDGM)，而直接将中心间断伽

辽金法应用到方程(1)得到的算法命名为非保持平衡的中心间伽辽金法(NWBCDGM)。现在，我们有如下

的定理： 
定理 1 全离散形式的中心间断伽辽金法(4)~(6)精确地满足静水稳定解(2)。 
证明：因为在初始时刻 0t ， 0h b Cη = + = ， 0hu = ，那么通过 2L 投影可以得到 ( ),0 ,0

0 ,  0 TC DU U C= = 。

现在假设在 ( )0nt n ≥ 时刻， ( ), ,
0 ,  0 TC n D nU U C= = ，那么我们想要证明 ( ), 1 , 1

0 ,  0 TC n D nU U C+ += = 。 

因为 ( ), ,
0 ,  0 TC n D nU U C= = ，那么方程(4)的右端第一项为： 

( )( ) ( ) ( )( )( )
( )

, ,
0 0

0

1 ,  0 1 ,  0

                                              ,  0 .
i i

i

T TD n C n
I I

T

I

U U dx C C dx

C dx

θ θ ϕ θ θ ϕ

ϕ

+ − ⋅ = + − ⋅

= ⋅

∫ ∫
∫

               (7) 

由于 ( ),
0 ,  0 TD nU C= ，则由(6)知 ,

0
D n Cγ = ，那么 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2, ,

0 0 0
1 1 1, , 0,  0,  ,
2 2 2

T T
D n D D n D D DF U b g C b gC b g b g Cγ    = − + − =   

   
 

( ) ( )( ) ( ), , , ,, , 0,  0,  0
T TD n D D n D n D n D

xS U b g bγ η γ= − − =  

因此对(6)右端第二项到第五项，我们有 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

, , , ,
1 2 1 2 1 2

, , , ,
1 2 1 2 1 2

2 2
0 0 1 2

2
0

      , , , ,

  , , + , ,

1 10,  0,  
2 2
1  0,  
2

i

i

i

D n D D n D n D D n
n x n i i iI

D n D D n D n D D n
n i i i n I

T T

n x n iI

n

t F U b dx t F U x b x x

t F U x b x x t S U b dx

t g C dx t g C x

t g C

γ ϕ γ ϕ

γ ϕ γ ϕ

ϕ ϕ

−
+ + +

+
− − −

−
+

∆ ⋅ − ∆ ⋅

+ ∆ ⋅ ∆ ⋅

   = ∆ ⋅ − ∆ ⋅   
   
+ ∆ 


∫
∫

∫

( )1 2

0

T

ixϕ +
−

 ⋅


=

          (8) 

最后将(7)和(8)带入(4)式可得： 

( ), 1
0 ,  0 ,

i i

TC n
xI I

U dx C dxϕ ϕ+
∆ ⋅ = ⋅∫ ∫  

取 ( ), 1
0 ,  0 TC n

xU Cϕ +
∆= − ，可得 ( ), 1

0 ,  0 TC nU C+ = 。同理可证 ( ), 1
0 ,  0 TD nU C+ = 。定理证毕。 

4. 数值算例 

为了便于表述，我们在上一部分使用了向前欧拉法来离散时间变量，但为了增加时间上的计算精度

以及保持算法的稳定性，我们在计算中均使用三阶的 Runge-Kutta 法来离散时间变量，该方法是向前欧拉

法的凸组合，因此仍旧保持了算法原有的性质。时间步长被动态的选择： 

( )max
cfl

n

C x
t

u gh

∆
∆ =

+
 

其中 cflC 所谓的 CFL 数，对 1k = 的情况，我们取 0.3cflC = ，而对 2k = 的情况我们取 0.15cflC = 。在所有

的算例中，所有变量都被无因化，因此取重力加速度 1g = 。此外，对所有测试我们取 1θ = ，即 max ntτ = ∆ 。 
在这一部分，我们选择一些算例来验证保持平衡的中心间断伽辽金法的精确性和可靠性，并与传统

的中心间断伽辽金法的结果进行了对比。对解为非光滑的算例，我们使用 TVB minmod 限制器来维持解
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的稳定性，并始终选取 TVB minmod 限制器中的常数 1M = 。在保持平衡的中心间断伽辽金法中，该限

制器被直接执行在 ( ),  TU huη= 上，因此其并不破坏算法的保持平衡性。 
算例 1. 静水稳定解 
作为第一个算例，我们检测所提出的算法是否精确的保持静水稳定解。我们使用的稳定解为

1,  0h b huη = + = = ，底部地势为 ( ) ( )20.95 3.0 0.5b x x= − − 。计算区域为 [ ]0,1 被划分为 50 个均匀的网格。

我们使用单精度和双精度两种精度类型进行了计算，我们计算到 0.5T = 。数值解的误差如表 1 所示。所

有误差均在相应精度类型的计算机误差水平，因此所提出的算法确实能够保持静水稳定解。 
算例 2. 精度测试 
在这个算例中，我们检测所提出算法的高阶精度。我们考虑如下的初始条件和底部地势： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) [ ]cos 2 2,0 5 ,   ,0 sin cos 2 ,   sin ,   0,  1 .xh x e hu x x b x x xπ π π= + = = ∈  

边界条件是周期的。由于精确解未知，我们使用 8000 个均匀网格上的数值解作为参考解来计算误差。

计算结果如表 2 所示。从表 2 可以看出，当我们加密网格，所提出的算法是收敛的，而且对分片线性近

似我们得到了二阶的收敛精度，对分片二次多项式近似，我们得到了三阶的收敛精度。因此，所提出的

算法具有 1k + 阶的收敛精度 ( )1,2k = ，即该方法具有最优收敛阶。 
算例 3. 稳定解的扰动 
在这个算例中，我们考虑一个稳定解的扰动，即初始条件为： 

[ ]1 ,  1.1 1.2,  0,  0, 21,        
xh b hu xεη + ≤ ≤= + = = ∈

 其 其
 

其中 ε 是一个小的非零扰动，底部地势是一个拱形，即： 

( ) ( )( )( )0.25 cos 10 1.5 1 ,   1.4 1.6,
0,     . 

x xb x π − + ≤ ≤= 
 其 其

 

为了方便观察初始条件的情况，我们将其描绘在图 1 中。其他这个算例被使用来检测所提出的算法

在模拟快速变化流体的能力，我们同时也利用非保持平衡的中心间断伽辽金法来计算该问题，以便观察

两个方法的计算结果的差别。 
我们考虑了两个扰动：一个较大的扰动 0.2ε = 和一个较小的扰动 0.001ε = 。理论上，对一个非零扰

动，其将分裂为两个波，一个以速度 gh−  (负号表示向左的方向)向左传播，一个以速度 gh 向右传播。

许多数值方法很难去模拟这样的波的传播，特别是当扰动特别小的时候。两种方法的数值结果分别描绘

在了图 2~图 5 中。 
我们在粗细两套网格上进行了计算，两个方法的解都收敛到同一个解。但是，从这些图片中，我们

可以看出中心间断 Galerkin 法在使用粗糙网格的时候不能很好的模拟这个问题，特别是对较小的扰动，

这是因为该方法不能平衡流通项和源项，从而在底部不平坦的地方产生了数值震荡，为了得到较好的结

果，只能加密网格，然而这将使得计算费用增加，而且这也只能使得震荡减小，却不会消失。而保持平

衡的中心间断 Galerkin 法即使在使用粗糙网格的时候也能得到没有数值震荡的结果。 

5. 结论 

在这篇文章中，我们研究了一维非线性浅水波方程的数值方法，提出了一个保持平衡的中心间断伽

辽金法，该方法具有高阶精度而且能够保持静水稳定解。该方法也能够容易地推广到二维情况。在未来

的研究工作中，我们进一步将该方法推广到其他水波方程，例如非线性弱色散的浅水波方程——

Green-Naghdi 模型。 
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Table 1. Errors of numerical solutions for Example 1 
表 1. 算例 1 的数值结果的误差 

精度类型 
h  hu  

2L 误差 L∞
误差 2L 误差 L∞

误差 
单精度 3.42E−08 2.15E−07 4.54E−08 1.96E−07 

双精度 3.17E−16 1.13E−15 5.35E−16 2.62E−15 
 
Table 2. Errors and convergence orders of numerical solutions for Example 2 
表 2. 算例 2 的数值解的误差和收敛阶 

xN  
η  hu  

L∞
误差

 

收敛阶 L∞
误差

 

收敛阶 

1k =  

100 1.08E−03 2.43 2.94E−03 2.31 

200 2.65E−04 2.02 7.65E−04 1.94 

400 7.27E−05 1.86 2.10E−04 1.86 

800 1.87E−05 1.95 5.41E−05 1.95 

2k =  
100 7.25E−05 2.70 1.84E−04 2.78 

200 9.12E−06 2.99 2.36E−05 2.96 

400 1.14E−06 3.00 2.93E−06 3.01 

800 1.40E−07 3.03 3.58E−07 3.03 
 

 
Figure 1. Initial conditions and bottom of Example 3. Dashed line: 
initial conditions; Solid line: bottom 
图 1. 算例 3 的初始条件和底部。虚线：初始条件；实线：底部 

 

 
Figure 2. NWBCDGM numerical solutions for perturbation 

0.2ε = . Dot: 200 elements; solid line: 2000 elements 
图 2. 扰动 0.2ε = 的 NWBCDGM 数值解。实点：200单元的解；

实线：2000 单元上的解 
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Figure 3. WBCDGM numerical solutions for perturbation 0.2ε = . 
Dot: 200 elements; solid line: 2000 elements 
图 3. 扰动 0.2ε = 的 WBCDGM 数值解。实点：200 单元的解；实

线：2000 单元上的解 
 

 
Figure 4. NWBCDGM numerical solutions for perturbation  

0.001ε = . Dot: 200 elements; Solid line: 2000 elements 
图 4. 扰动 0.001ε = 的 NWBCDGM 数值解。实点：200 单元的解；

实线：2000 单元上的解 
 

 
Figure 5. WBCDGM numerical solutions for perturbation 0.001ε = . 
Dot: 200 elements; Solid line: 2000 elements 
图 5. 扰动 0.001ε = 的 WBCDGM 数值解。实点：200 单元的解；

实线：2000 单元上的解 
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