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Abstract 
We consider a variable-order fractional advection-diffusion equation. Explicit approximations for 
the equation are proposed. Stability and convergence of the methods are discussed. Moreover, the 
homotopy regularization algorithm is applied to solve the inverse problem, and numerical exam-
ples are presented.  
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摘  要 

本文探讨一维变空间分数阶对流扩散方程，应用改进了的Grunwald-Letnikov分数阶导数定义对方程进

行了离散，建立了隐式差分格式，并证明了该差分法的收敛性和稳定性。其次应用同伦正则化算法给出

一维变空间分数阶扩散模型微分阶数的数值反演模拟，并讨论不同条件下的反演结果。 
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1. 引言 

在自然科学的很多领域都是由对流扩散方程和方程组来描述的，例如热传导、动力学、原子反应、

生物形态、化学反应等等。传统的对流扩散方程是描述溶质在多孔介质中迁移扩散的经典模型。对于反

常扩散，则是非马尔可夫(时间上)、非局域性(空间上)的运动，因此需要考虑运动过程的时空相关性，引

入分数阶微积分，进而得到分数阶反常扩散模型[1] [2] [3] [4] [5]。传统的对流扩散方程其时间导数、空

间导数分别为一阶和二阶的整数阶导数，分数阶扩散方程是由传统的扩散方程演变而来的，即时间导数

的阶数由 1 变为(0，1)区间的一个数或者空间导数的阶数由 2 变为(1，2)区间的一个数。 
近些年来越来越多的研究者发现：许多动力过程中的变量体现出分数阶的表现形态及可以随着时间

和空间而变动，越来越多的事实表明变分数阶计算为描述复杂动力问题提供了有效的数学框架，例如

Coimbra [6], Copper 与 Crown [7]，以及 Tseng [8]等分别从粘弹性力学、地理数据与信号处理研究等领域

展示了变阶微分算子的应用。变分数阶模型及相应的变阶算子为描述复杂的动力问题提供了新的数学构

架。 
由于变阶算子中有一个变阶的指数部分，求解变分数阶微分方程的解析解难度更大，因此，很少有

人研究变分数阶的解析解问题。数学上，鉴于适定性理论研究的困难性，目前对于变分数阶扩散方程的

研究主要集中在数值求解方面，且主要是有限差分法.刘发旺教授及其团队对于变分数阶扩散模型的差分

求解方法做出了一些开创性的工作[9] [10] [11] [12]。国内也有一些类似的研究工作，如马维元等[13],马
亮亮等[14]对不同类型的变阶扩散方程给出了有效的隐式差分格式。 

本文探讨一维变空间分数阶对流扩散方程，应用改进了的 Grunwald-Letnikov 分数阶导数定义对方程

进行了离散，建立了隐式差分格式，并证明了该差分法的收敛性和稳定性。进一步应用同伦正则化算法

探讨了确定随着时间/空间变化的微分阶数的反问题。 

2. 正问题及其数值求解 

我们考虑非线性源项的变分数阶对流–扩散方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

,
, , , , ,x t

u x t uk x t R u x t v x t f u x t
t xγ

∂ ∂
= − +

∂ ∂
 

( ) [ ] [ ], , 0,x t a b T∈Ω = ×                                 (1) 

初值条件和边界条件分别为  

( ) ( ), 0u x xφ=                                     (2) 

( ) ( ), 0, , 0u a t u b t= =                                  (3) 

( )1 , 2x tγ≤ ≤ 是空间分数阶导数的阶数， ( ), 0k x t > 是扩散系数， ( ) ( )( ), 0 ,v x t v x t v≤ ≤ 是平均对流
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速度。 ( ), ,f u x t 是源项并且满足 Lipschitz 条件 
对 1 2,u u∀ ， ( ) ( )1 2 1 2, , , ,f u x t f u x t L u u− ≤ − ， ( )0 ,k x t k≤ ≤ ， 
在(1)中 ( ) ( ), ,x tR u x tα 变阶分数导数定义为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,
, , , , , ,x t x t

x bx t a xR u x t c x t D u x t c x t D u x tγ γ
γ + −= +  

( ) ( )1 20 , , 0 ,c x t c c x t c+ −< ≤ < ≤  

( ),x t
a xDγ 指 Riemann-Liouville 左侧分数导数， ( ),x t

x bDγ 指 Riemann-Liouville 右侧分数导数。当 ( ), 2x tγ =

时，则为含有非线性源项的经典的对流扩散方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2

, , ,
, , , ,

u x t u x t u x t
k x t v x t f u x t

t xx
∂ ∂ ∂

= − +
∂ ∂∂

 

2.1. 差分格式 

对(1)~(3)方程进行离散 , 0,1, ,kt k k nτ= =  ， , 0,1, ,ix a ih i m= + =  ， 0 kt T≤ ≤ ，其中 T kτ = 和

( )h b a m= − 分别是时间和空间步长， k
iu 是 ( ),i ku x t 的数值近似，同样我们有 ( ), ,k

i i kc c x t+ += ，

( ), ,k
i i kc c x t− = ， ( ),k

i i kv v x t= ， ( ),k
i i kk k x t= ， ( ),k

i i kx tγ γ= 。 
我们采用改进的 Grunwald 公式来离散空间分数阶导数，在 ( )1,i kx t + 处分数阶导数离散为 

( ) ( )
1

1
1

1

1
1 1

1
0

0
k k
i i

k
i

i
jk k

x a i i j
j

D u h g u hα γ
γ

+
+

+
+

+
−+ +

+ + −
=

= +∑  

( ) ( )
1

1
1

1

1
1 1

1
0

0
k k
i i

k
i

m j
jk k

x b i i j
j

D u h g u hα γ
γ

+
−

+
−

− +
−+ +

− − +
=

= +∑                           (4) 

其中 

( )1 , 0,1,k
i

k
jj ig j

jγ

γ 
= − = 

 
                               (5) 

按照通常的差分离散方法，方程中的整数阶导数有如下近似： 

( ) ( ) ( ) ( )1 1, , ,i k i k i ku x t u x t u x t
o

t
τ

τ
+ +∂ −

= +
∂

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1, , ,i k i k i ku x t u x t u x t
o h

x h
+ + − +∂ −

= +
∂

 

( )( ) ( )( ) ( )1 1 1, , , , , ,i k i k i k i kf u x t x t f u x t x t o τ+ + += +                     (6) 

把(4)(6)代入方程我们得到如下隐式差分格式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11

1 21 1 1 1 1
1 , 1 1, 1 1 , 1 1, 1 1

0 0
, ,

m ji
j jk k k k k k k k

i i i i i i k i k i j i k i k i j i i k
j j

u u Z u u r g u r g u f u x tτ
− ++

+ + + + +
− + + + − + + − + + −

= =

= − − + + +∑ ∑  

其中， 1 1 1k k
i iZ v h z+ + −= ， ( ) 11

, 1 ,

k
ik k

i k i ir C k h γτ +−
+ += ， ( ) 12

, 1 ,

k
ik k

i k i ir C k h γτ −−
+ −= 。边界初始条件为 ( )0

iu ihφ= ， 0k
iu = ， 0k

mu = ，

0,1, ,k n=  以及 0,1, ,i m=  。 
以矩阵形式表示的差分格式为 

1

T0 0 0 0
1 2 1, , ,

k k k

m

Au u b

u u u u

+

−

 = +


 =   

                              (7) 
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其中 
T

1 2 1, , ,k k k k
mu u u u − =  

， ( ) ( ) ( ) T

1 1 1 2 2 2 1 1, , , , , , , , ,k k k k
m m Nb f u x t f u x t f u x tτ τ τ − −

 =    

系数矩阵 ( )( ) ( )1 1ij M M
A a

− × −
= ，定义为 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

1 21 1
. 1, . 1,

1 22
. 1, ,

1 2 2
. . 1,
1 1

. 1,
2 1

. 1,

1

1

1

1

1

k
i i k i k i k i k

k
i i k i k i k

ij i k i k i k

i j
i k i k

j i
i k i k

Z r g r g i j

Z r g r i j

a r r g i j

r g i j

r g i j

+ −

+

−

− +
+

− +
−

 + − − =

− − − = +


= − − = −

− > +
− < −

                      (8) 

2.2. 稳定性和收敛性分析 

为证明隐式差分方程格式的稳定性和收敛性，需要以下证明 
引理 1. 对于上述 ig 和 ( )1, 2r∈ 有 

1
1 1

1,

i
i j
r r

j i j
g g

+
− +

= ≠

< −∑  

其中 0 1rg = ， ( )1
rg r= − ， ( )

( ) ( )
( )
( )1

, ,

, 1
, 1, 2,3,j j

r x t r x t

r x t j
g g j

j
−− +

= = ，1 2k
ir< < ， 2j = ，

1 0
k

ir j
j

− +
− < ， ( )2

, 0i kg > ，

( ) ( ), 0, 3j
i kg j> > ，( ) ( )

,01
k

ir j j
i kjx g x∞

=
− = ∑ ， 1x = ， ( )

,0 0j
i kj g∞

=
=∑ ， 1, 2,l = ， ( )

,0 0i j
i kj g

=
<∑ ，则

1
1 1

1,

i
i j
r r

j i j
g g

+
− +

= ≠

< −∑ 。 

同理
1

1 1

1,

M
j i

r r
j i i j

g g
−

− +

= − ≠

< −∑ 。注意到(8)给出矩阵 A 的结构，有如下命题： 

命题 1. 矩阵 A 是严格对角占优的，即有
1

1,
1

M

ii jj
j j i

a a
−

= ≠

> + ∑  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

1 2
1 1 21 2

, 1, , 1, ,
1, 1

1
2 1 21 2

, 1, , 1, 1.
1

1 1
1 21 1

, 1. , 1.
1, 1,

1 21 1
, ,1, 1,

M i
i j k

jj i k i k i i k i k i k
i i j j

M
j i

i k i k i k k i k
j i

i M
i j j i k

i k i k i k i k i
j j i j i j i

i k i kr i k r i k

a r g Z r g r

r g r r g

r g r g Z

r g r g

− −
− +
+ +

= ≠ =

−
− +
− −

= +

+ −
− + − +
+ −

= ≠ = − ≠

+ −

= − + + +

+ − + +

= + +

< − − +

∑ ∑

∑

∑ ∑

1

k
i

ii

Z

a= −

 

至此，命题 1 证明结束。 
由命题 1 我们知道以 A 为系数矩阵的差分格式具有唯一解。进一步，我们证明它的稳定性。 
定理 1. 对于矩阵 A，记 { }

1 1
max iii M

a a
∞ ≤ ≤ −
= 有 

( ) ( )111 2 1, 1
2 1

A a A
a

ρ ρ −
∞

∞

< < − < <
−

                        (9) 

证明设 Aθ λθ= ，其中 λ 为矩阵 A 的特征值。 ( )1 2 1, , , Mθ θ θ θ −=  为相应的特征向量，不失一般性，
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记
1 1
maxk ii M

θ θ
≤ ≤ −

= ，有 

1

1

M

kj j k
j

a θ λθ
−

=

=∑  

又 
1

1,

M

kk kj j k
j j i

a aλ θ θ
−

= ≠

− = ∑  

由命题 1，注意到 1j kθ θ ≤ 得 
1

1,
1

M

kk kj kk
j j i

a a aλ
−

= ≠

− ≤ < −∑  

因此，
 

1 2 1, 1, 2, , 1kka k Mλ< < − = −  

故(4.2.6)式成立。 
引理 2. 对于矩阵 A 及任意 0ε > ，至少存在一种矩阵范数

ε
⋅ 使 

( )A A
ε

ρ ε≤ +  

定理 2. 隐式差分格式无条件稳定 

证明利用引理 2，对于系数矩阵的逆 1A− 取
( )11

0
2

Aρ
ε

−−
= > ，则存在某种范数

ε
⋅ 使得 

( ) ( )1
1 1

1
1

2

A
A A

ε

ρ
ρ ε

−
− −

+
≤ + = <  

记初始扰动为 0 0 0u uε = − ，第 k 层的扰动为 k k ku uε = − ，由(7)的线性知 
1

T0 0 0 0
1 2 1, , ,

k k

m

Aε ε

ε ε ε ε

+

−

 =


 =   

 

因而基于 1 1A− < 即有 1 0kε ε+ < ，即差分格式是无条件稳定的。 
进一步，我们讨论该格式的收敛性，记 

( ) ( ), 1, 2, , 1, 1, 2, , 1k k
i i k ie u x t u i M k N= − = − = − 

 

其中 ( ),i ku x t 表 示真 解 在离 散 点 ( ),i kx t 处的 值， k
iu 表 示数 值 解在 离 散点 ( ),i kx t 处 的值 。

( )1 2 1, , ,k k k k
Me e e e −=  注意到 0 0ie = 。同样由差分格式(7)是线性的， 

1

0 0

k k kAe e R
e

+ = +


=
 

其中 ( )1 2 1, , ,k k k k
MR R R R −=  表示解逼近过程中的阶段误差。可知存在常数 0c > 使 ( )kR c hτ≤ + 。由 1A− 的

性质， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
21 1 1 1 1 1 0 0kk k k k ke A e R A e R A R R c hτ+ − − − − −= + = + = ≤ ≤ +  

收敛性证明完毕。 
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2.3. 数值算例 

考虑变分数阶对流扩散方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,, , , , ,x t x t
x ba x

u uv x t c x t D u c x t D u f u x t
t t

γ γ
+ −

∂ ∂
= − + + +

∂ ∂
， ( ),x t ∈Ω  

( ) ( )22, 0 1u x x x= − ， 0 1x≤ ≤ ， ( ) ( )0, 1, 0u t u t= = ， 0 1t≤ ≤  

其中 

( ) ( )33, 6 1 tv x t x x e= −  

( ) ( )( ) ( )42, 0.5 5 , 1r tc x t x t x x eγ +
+ = Γ − −  

( ) ( )( ) ( )24, 0.5 5 , 1 r tc x t x t x x eγ +
− = Γ − −  

( ) ( ) ( )( )( )2 2, , 24 2 , 4 ,f u x t u u x x t x tγ γ= + − + −  

以上的真解为 ( ) ( )2 2, 1tu x t e x x= − ，微分阶数 ( ) ( ) ( ), 1 0.1sin 2 0.1x t x tγ = − − ，利用上一节的有限差

分法进行数值计算，其中 ( ) ( ) ( )
22

, , ,k k kErr u t u t u t∗= ⋅ − ⋅ ⋅ 表示 kt t= 时的解误差， ( ), ku t⋅ 表示真解，

( ), ku t∗ ⋅ 表示数值。 
(1) 考察时间空间步长对正问题的影响，结果列于表 1，表 2，表 3。 
由表 1 可以看出，随着时间空间步长的减小，误差逐渐减小。 
由表 2 可以看出，空间步长不变，误差随着时间步长的减小逐渐减小，当时间步长小于 1/50 时，随

着时间步长的减小，解误差变化不大。 
由表 3 可以看出，时间步长不变，随着空间步长的减小，误差逐渐减小 
(2) 当 1 100h t= ∆ = ， 0.5t = 时方程解析解与数值解的比较，如图 1。 
(3) 当 1 100h t= ∆ = ， 0.3,0.5,0.7,0.9t = 时真实解与数值解得比较，如图 2。 

 
Table 1. The impact of space tme step of the direct problem 
表 1. 空间时间步长对正问题的影响 

h t= ∆  1/30 1/50 1/100 1/200 

Err  0.00445358 0.00266642 0.00133113 0.00066506 

 
Table 2. The effect of time step on error ( 1 100h = ) 
表 2. 1 100h = 时间步长对误差的影响 

t∆  1/30 1/50 1/100 1/150 

Err  0.00392821 0.00168209 0.00133113 0.00173528 

 
Table 3. The influence of space step size on error ( 1 100t∆ = ) 
表 3. 1 100t∆ = 时空间步长对误差的影响 

h  1/30 1/50 1/100 1/150 

Err  0.00755402 0.00394546 0.00133113 0.00078930 
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Figure 1. Comparison of real solution and numerical solution for t = 0.5 
图 1. t = 0.5 时真实解与数值解得比较 

 

 
Figure 2. Comparison of real solution and numerical solution (t = 0.3, 0.5, 0.7, 0.9) 
图 2. t = 0.3,0.5,0.7,0.9 时真实解与数值解得比较 
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3. 反问题及其数值反演 

对于模型(1)~(3)，实际问题中会有一些参数难以直接获得，这里需要增加适当的条件(附加观测数据)，
来确定和识别未知模型参数，这就是反问题。微分阶数是刻化分数阶扩散的首要标志，由于实际问题中

微分阶数是未知的，很难通过实验手段直接测量，所以对于微分阶数反问题的研究具有重要意义。 
这里我们选取终止时刻 t T= 处的观测值作为附加数据，即有附加条件 

( ) ( ), , 0 1u x T x xθ= ≤ ≤                                (10) 

不过，实际应用中所获得的附加数据是在有限个点处测得得到的有限维数据，即实际的附加条件为 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )( )1 21
, , , ,

J

j j jj
V u x T x x x xθ θ θ θ

=
= = =                    (11) 

其中T 为最终时刻， , 1, 2, ,jx j J=  为观测点，称V 为附加数据向量，则由(1~3)联合附加条件(10)可构成

一个确定微分阶数的反问题，应用的最佳摄动量算法，对微分阶数反问题进行数值模拟反演,详细步骤请

参考[15] [16]。 
微分阶数为 ( ) ( ) ( ), 1 0.1sin 2 0.1x t x tγ = − − ， ( ) ( ) ( ),x t a x g tγ = 的形式。首先看数据取终值时刻 1T =

时在观测点处测得的数据，取收敛精度为 eps=le-10.数值微分步长为 0.01τ = 预估步数 0 5j = ，可调参数

0.5γ = .接下来分别对分数阶的空间部分、时间部分分别进行数值反演。 
上述微分阶数固定 ( )g t ，则对 ( ) 1 0.1sina x x= − 进行反演，取多项式 { }11, , ,Q Qx xψ −=  作为逼近空

间，根据 sin x 的泰勒展开式，真解 ( ) 1 0.1sina x x= − 在 Qψ 中近似表示为向量 

0.1 0.1 0.11, 0.1, , , ,
3! 5! 7!

a  = − − 
 

  

(1) 先取 3Q = ，即 ( )1, 0.1,0.1 6a = − ，考察初始迭代对反演算法的影响.计算结果列于表 4，其中 0a 表

示初始迭代值， inva 表示反演解，
22

invErr a a a= − 表示反演解与真解的误差， n 为迭代次数。 
由表 4 可以看出，初始值选取对算法影响较大，且当其离真解较远时，迭代步数也相对较多.下面考

察观测数据对反演算法的影响。 

(2) 0.11, 0.1,
3!

a  = − 
 

时，取初始值 ( )0 0.5,0.1,0a = ，选取不同点的观测数据作为附加数据，考虑对反

演算法的影响，如表 5。 
(3) 当 ( )a x 在不同维数的逼近空间展开时，分别在维数为 2,3, 4,5Q = 的逼近空间 
中反演，则相应的真解为 

( )0 1, 0.1a = − ， 1 0.11, 0.1,
3!

a  = − 
 

， 2 0.1 0.11, 0.1, ,
3! 5!

a  = − − 
 

， 3 0.1 0.1 0.11, 0.1, , ,
3! 5! 7!

a  = − − 
 

 

 
Table 4. The effect of initial iteration selection on inversion results 
表 4.初始迭代选取对反演结果的影响 

0a  
inva  Err  n  

(0, 0, 0) ( 0.4111, −2.4341, 2.9754) 0.8520831165243 45 

(0, 0.1, 0) (0.4111, −2.4341, 2.9754) 0.8520831165243 45 

(0.5, 0.1, 0) (1.00, −0.1, −0.016) 1.82417e−3 44 

(0.7, 0.1, 0.01) (1.00, −0.1, −0.016) 1.82417e−3 44 
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这里初始迭代相应取为 ( )0 0.5,0.1a = ， ( )1 0.5,0.1,0.1a = ， ( )2 0.5,0.1,0.1,0.2a = ， ( )3 0.5,0.1,0.1,0,0a = ，

反演解与真解的图像分别绘于图 3。 
由表 5 可以看出，取不同的内点作为附加数据，反演结果影响不大。 

4. 结束语 

本章主要考虑变空间分数阶一维对流扩散方程正问题的求解，应用改进了 Grunwald-Letnikov 的分数

阶导数定义进行离散，建立了隐式差分格式，并分析该差分法的收敛性和稳定性。进一步对微分阶数进 
 

 
(a)                                                     (b) 

  
(c)                                                     (d) 

Figure 3. Inverse solution and real solution of different approximation spaces. (a) Q = 2; (b) Q = 3; (c) Q = 3; (d) Q = 4 
图 3. 不同逼近空间中的反演解与真解。(a) Q = 2; (b) Q = 3; (c) Q = 3; (d) Q = 4 
 
Table 5. The influence of the observation data of different points on the inversion results is selected 
表 5. 选取不同点的观测数据对反演结果的影响 

x  inva  Err  n  

0.1 (1.0000, −0.1000, 0.0167) 0.001824170051967 44 

0.3 (1.0000, −0.1000, 0.0167) 0.001824170051967 42 

0.5 (1.0000, −0.1000, 0.0167) 0.001824170051967 42 

0.8 (1.0000, −0.1000, 0.0167) 0.001824170051967 40 
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行了数值反演模拟，并讨论了微分步长，初始迭代值，选取的空间维数等参数对反演的影响，结果表明，

微分步长越小，初始迭代值越接近真解，选取的空间维数越多，反演效果越好。并且，对附加数据带扰

动的情况进行了分析，随着扰动水平的减少，反演精度越高，证明了此算法的稳定性。 
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