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Abstract 

This paper proposes a 4D Lorenz-type hyperchaotic system. Based on the center manifold theory 
and Hopf bifurcation theory, the Hopf bifurcation at origin of this system is investigated; complete 
mathematical characterizations for 4D Hopf bifurcation, including the direction of Hopf bifurca-
tion and the stability of bifurcating period solutions are rigorously derived and studied, and nu-
merical simulations are performed to justify the theoretical analysis. 
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摘  要 

针对一类四维Lorenz型超混沌系统，基于中心流形及Hopf分岔相关理论，研究了该系统在原点平衡点处

发生的Hopf分岔行为，得到了系统在Hopf分岔点的特性，包括分岔产生周期解的条件、周期解的分岔方

向及稳定性等，并借助数值模拟验证了理论分析的正确性。 
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1. 引言 

E. N. Lorenz 在研究气象模型时，在一类确定性系统中发现了类似于随机的动力学现象，即混沌行为，

并于 1963 年提出了首个混沌数理模型，Lorenz 系统[1]。由于混沌行为的特殊性，自从 Lorenz 系统被提

出以后，大量来自于不同领域的数学家、物理学家及工程师们便对混沌的起源、混沌系统的特征与分岔

行为、通向混沌的路径等各个方面，都展开了深入的研究[2] [3] [4]。超混沌，作为另一种复杂动力学行

为，它比混沌行为具有更强的复杂性以及更强的应用潜力。由于在自治常微分方程系统中要产生超混沌

行为，要求系统维数必须至少为四维，因此，对四维超混沌系统的研究，尤其是对四维 Lorenz 型超混沌

系统的研究，将显得尤为重要。 
在对混沌系统的研究中，系统分岔行为的研究是非常重要的一部分。随着系统平衡点稳定性的改变，

即发生局部分岔行为，系统的局部动力学行为也会随之改变，甚至会引发系统全局动力学行为的变化。

Hopf 分岔是系统局部分岔中非常基本而又至关重要的一种， Hopf 分岔的发生将伴随着系统极限环的产

生或者消失。在三维混沌系统的研究中，文献[5]研究了统一 Lorenz 型系统的 Hopf 分岔行为，该系统包

含了 Lorenz, Chen, Lu 及 Yang 等大量的经典三维混沌系统，在此基础上，进一步对退化 Hopf 分岔进行

分析，该文献还发现了一种可通向混沌的路径。在四维超混沌系统的研究中，文献[6] [7] [8]分别研究了

一类四维超混沌系统的 Hopf 分岔行为，得到了系统在 Hopf 分岔点的特性，包括分岔的周期解、周期解

的分岔方向及稳定性等。 
基于经典的三维 Lorenz 混沌系统，文献[9]通过线性反馈控制方法，得到了如下形式的四维超混沌系

统： 

( ) ,
,
,

,

x a y x
y cx dy xz
z bz xy w
w rw kz

 = −


= − −


= − + +
 = − +









                                    (1) 

其中参数满足 0a > , 0b > , 0r > 。当系统参数选取 21.7a = , 7.3b = , 6.6c = , 2d = − , 0.1r = 及

9.5k = − 时，系统(1)具有超混沌吸引子，该吸引子所对应的 Lyapunov 指数为 

1 2 3 4
1.1625, 0.1392, 0.0003, 28.3942LE LE LE LEλ λ λ λ= = = − = −  

该超混沌吸引子在 - -x y z 空间的投影相图如图 1 所示，其中红色的点为系统在该参数下的三个平衡点。

文献[9]证明了该超混沌系统在一定参数条件下存在着属于原点平衡点的一对对称的同宿轨。 
当系统参数满足 ( )( ) 0d c k br− − ≤ 时，系统(1)只具有唯一平衡点 ( )0 0,0,0,0E 。而当 ( )( ) 0d c k br− − >

时，系统(1)除了具有原点平衡点 0E 之外，还将具有另外两个关于 z 轴对称的非原点平衡点。 
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Figure 1. Phase portrait of system (1) in projection space - -x y z . 21.7a = , 7.3b = , 6.6c = , 2d = − , 0.1r =  and 

9.5k = −  
图 1. 系统(1)的超混沌吸引子在 - -x y z 空间的投影相图。 21.7a = , 7.3b = , 6.6c = , 2d = − , 0.1r = 及 9.5k = −  
 

( ), , , kE x x c d c d
r± ± ±

 = − − 
 

 

其中，
( )( )c d k br

x
r±

− −
= ± 。 

针对四维 Lorenz 型超混沌系统(1)，本文将研究该系统原点平衡点 0E 处发生的 Hopf 分岔行为。 

2. Hopf 分岔分析 

针对一般的 n 维自治常微分方程系统 ( )2n > ，下面首先介绍一下第一 Lyapunov 系数 1l 的计算方法。 
考虑如下的微分方程系统 

( ),X f X η=                                    (2) 

其中 ( ),f X η 为 n sR R× 中的C∞ 类函数。假设系统(2)在参数条件 0η η= 之下具有平衡点 0X X= ，并且总

是将变量 0X X− 记为 X 。进一步地，在参数条件 0η η= 之下，系统(2)可以被重写为 

( ) ( )0,X F X f X η= =                                     (3) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )41 1, , ,
2 6

F X AX B X X C X X X O X= + + +         

以及 ( )00,XA f η=  ，并且对任意的 1,2, ,i n=  ，都有如下展开式成立 

( ) ( )

( ) ( )

2

, 1 0

3

, , 1 0

, ,

, , ,

n
i

i j k
j k j k

n
i

i j k l
j k l j k l

F
B X Y X Y

F
C X Y Z X Y Z

ξ

ξ

ξ
ξ ξ

ξ
ξ ξ ξ

=
=

=
=

∂
=

∂ ∂

∂
=

∂ ∂ ∂

∑

∑
                        (4) 
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其中的记号 iB 以及 iC 分别是向量函数 B 以及C 的第 i 个分量。 
假设系统 (3) 在其原点平衡点处的 Jacobian 矩阵 A ，具有一对非零虚部的纯虚特征根

( )1,2 0 0 0iλ ω ω= ± > ，并且 Jacobian 矩阵 A 在该平衡点处的其它特征值都具有非零实部。令 cT 为 Jacobian
矩阵 A 对应于特征值 1,2λ 的特征向量所张成的广义特征空间。 

令向量 , np q C∈ 满足下列条件 

T
0 0

1
, , , 1

n

i i
i

Aq i q A p i p p q p qω ω
=

= = − = =∑                        (5) 

值得注意的是，空间 cT 中的任意向量Y 均可以表示成为Y vq vq= + ，其中 ,v p Y C= ∈ 。为了能够

通过变量 v 以及 v 来将与特征值 1,2 0iλ ω= ± 有关的这个二维中心流形参数化表示，特考虑如下这个形式上

的嵌入 

( ) ( )4

2 3

1,
! !

j k
jk

j k
X U v v vq v q u v v O v

j k≤ + ≤

= = + + +∑                     (6) 

其中系数 n
jku C∈ ，并且满足 jk kju u= 。将表达式(6)代入系统(2)中，可得 

( )( ),U Uv v F U v v
v v

∂ ∂
+ =

∂ ∂
                               (7) 

求解由等式(7)中 j kv v 项的系数所确定的线性方程组，可得复向量 iju 的表达式。因此，在二维中心流

形上通过使用复变量 v ，系统(7)可以表示成如下形式： 

( )2 4
0 21

1
2

v i v G v v O vω= + +  

其中 21G C∈ 。 
第一 Lyapunov 系数 1l 被定义为 

( ) ( ) ( ) ( )21
1 0 11 20

0 0

Re 1 Re , , , 2 , , , ,
2

Gl p C q q q p B q u p B q uη
ω ω

 = = − − +            (8) 

其中 

( ) ( ) ( )11
11 20 0, , 2 ,u A B q q u i I A B q qω −−= − = −                      (9) 

在如下的定理中，对系统(1)在平衡点 0E 处所发生的 Hopf 分岔进行了研究。 
定理 1. 令 0,a c k br+ < ≠ ，以及 

( )( )( ) ( )( )2 22 2 2 2M a a a b a c k kr a b r= − − + + + + −                 (10) 

( ) ( ) ( )( )24 3 2 2 2 2 2 2
02 16 32 4 2 4 4 2N a a c k br ac b k r a b c k rω= + + − − + + − − + +         (11) 

并且假设 0MN ≠ 成立，则当参数 d 穿过临界值 0d a= − 时，系统(1)在平衡点 0E 处发生 Hopf 分岔。

在临界参数值附近，系统还有如下的动力学性质： 
1) 如果 0MN > ，则当 0d d> 时，相空间中存在由 Hopf 分岔所产生的不稳定周期轨； 
2) 如果 0MN < ，则当 0d d< 时，相空间中存在由 Hopf 分岔所产生的稳定周期轨。  
证明：令 ( ) 4, , ,X x y z w R= ∈ ， ( ) 6, , , , ,a b c d r k Rη = ∈ 以及 

( ) ( )( ), , , ,f X a y x cx dy xz bz xy w rw kzη = − − − − + + − +  

则系统(1)可被改写成系统(2)。 
系统(1)在平衡点 0E 处的特征方程为 
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( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) 0P a c d d k b rλ λ λ λ λ λ= − − − − + − + + + =                (12) 

当系统参数满足 d a= − 时，方程(12)具有一对纯虚特征根 ( )1,2 0 0 0iλ ω ω= ± > ，其中 

( )0 a a cω = − +
 

在参数条件 0d d a= = − 之下，系统(1)在平衡点 0E 处的 Jacobian 矩阵为 
0 0
0 0

0 0 1
0 0

a a
c aA b

k r

− 
 

=  −  − 

                                (13) 

其所对应的特征值为 

( ) ( ) ( )2

1 0 2 0 3,4

4
, ,

2
b r b r br k

i iλ ω λ ω λ
− + ± + − −

= = − =  

经过繁琐地计算过程，可得如下的两个特征向量： 

( )
( )

( )T T
0 02

0

1, ,0,0 , , ,0,0q a a i p c a i
ac a i

ω ω
ω

= + = −
+ +

                (14) 

向量 ,p q 满足条件(5)，即 

T
0 0

1
, , , 1

n

i i
i

Aq i q A p i p p q p qω ω
=

= = − = =∑  

由计算公式(4)，可得 

( ) ( )
( ) ( )

T
1 3 3 1 1 2 2 1

T

, 0, , ,0 ,

, , 0,0,0,0 .

B X Y X Y X Y X Y X Y

C X Y Z

= − − + 


= 
                     (15) 

基于公式(13), (14)及(15)，通过直接而繁琐地计算，可得 

( ) ( )( )T
0, 0,0, 2 ,0B q q a a iω= + , ( ) ( )T2, 0,0, 2 ,0B q q a=  

( )( )

( )

( )
( )
( ) ( )

1

0 0

0 01

0 0
0 0

k br k br
c k br k br

A a
a c k br r a c a c

k a c b a c

−

 − − − 
 
 − −

=  
+ −  + +

  + + 

 

( )

( )
( )

( )
( )

0 2 2

1 2 0 2
0

0 1 11 2

1 0 1

2 0 0
2 0 012

0 0 2
0 0 2

a i S aS
cS a i S

i I A
r i S SS S

kS b i S

ω
ω

ω
ω

ω

−

 − −
 + − =  +
  + 

 

其中 
( )1 3S a a c= + , ( ) ( )2 04 2S a a c k br i b r ω= + − + + +  

因此，可以得到 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
T1

11

1 T0
20 0 0

2

2, 0,0, , ,

2
2 , 0,0, 2 , .

au A B q q r k
k br

a a i
u i I A B q q r i k

S
ω

ω ω

−

−

−
= − = − 

+ = − = +


              (16) 
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再次使用公式(14), (15)以及(16)，可计算得 

( ) ( )
( ) ( )( )

3
0

11 2
0

2
, ,

a r a i
p B q u

k br ac a i

ω

ω

+
− =

− + + +
 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( )

22
0 0

20 2
0 0

2 2
, ,

4 2

a a i r i
p B q u

ac a i a a c k br i b r

ω ω

ω ω

+ +
= −

+ + + − + + +
 

( ), , , 0p C q q q =  

将上述三个等式代入(8)式中，可计算得第一 Lyapunov 系数为 

( ) ( ) ( ) ( )1 0 11 20
0

1 Re , , , 2 , , , ,
2

Ml d p C q q q p B q u p B q u
Nω

 = − − + =   

其中 M 和 N 如(10)及(11)所示。因此，如果 0MN > ，在平衡点 0E 处所发生的 Hopf 分岔将产生出不稳定

周期轨。否则，如果 0MN < ，在平衡点 0E 处所发生的 Hopf 分岔将产生稳定周期轨。 
当 0MN ≠ 时，有 ( )1 0 0l d ≠ ，从而有平衡点 0E 处 Hopf 分岔的非退化条件成立。进一步，将验证平

衡点 0E 处 Hopf 分岔的横截条件也成立。平衡点 0E 处的特征方程如(12)所示，即 

( ) ( )( )( )( )1 2 3 4 0P λ λ λ λ λ λ λ λ λ= − − − − =  

其中 

( ) ( ) ( )2

1,2

4
2

a d a d a d c
λ

− + ± + − −
= , 

( ) ( ) ( )2

3,4

4
2

b r b r br k
λ

− + ± + − −
=  

当参数 d 在临界值 0d 附近时，假设特征方程(12)具有特征值 1,2 iλ α β= ± 及 3,4λ ，其中 

( ) ( )24
,

2 2
a d c a da d

α β
− − ++

= − =  

为系统参数的实函数。由于
0

1 0
2d dd

α

=

∂
= − <

∂
, Hopf 分岔的横截性条件成立，并且在由复共轭特征值

iα β± 对应的特征向量所张成的特征空间中，分别当 0d d< 及 0d d> 时，平衡点 0E 为不稳定及稳定的。 

综上所述，系统(1)限制在由平衡点 0E 的复共轭特征值 iα β± 对应的特征向量所张成的特征空间中时，

具有如下的动力学行为： 
1) 如果 0MN > ，则当 0d d> 时，相空间中存在由 Hopf 分岔所产生的不稳定周期轨； 
2) 如果 0MN < ，则当 0d d< 时，相空间中存在由 Hopf 分岔所产生的稳定周期轨。 

3. 数值模拟 

为了验证定理 1 中关于系统(1)平衡点 0E 处 Hopf 分岔理论结果的正确性，特给出了如下基于四阶

Runge-Kutta 方法的数值仿真结果。选择参数 2.4, 5.7, 7.1, 3.6, 4.8a b c r k= = = − = = ，根据定理 1，可得

0 2.4d = − , 0 3.35857 0ω = > 及 ( )1 0 0.00215 0l d = − < ，这意味着系统(1)在平衡点 0E 处的 Hopf 分岔能够产

生出稳定的周期轨。当 0d d< 时，Hopf 分岔产生稳定周期解，如图 2(a)所示；而当 0d d> 时，平衡点 0E 为

稳定焦点，如图 2(b)所示。 
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(a)                                                       (b) 

Figure 2. Phase portrait of system (1) in projection space - -x y z  with 2.4, 5.7, 7.1, 3.6, 4.8a b c r k= = = − = =  and 
2.45d = −  for (a), 2.35d = −  for (b) 

图 2. 系统(1)的 - -x y z 空间投影相图： 2.4, 5.7, 7.1, 3.6, 4.8a b c r k= = = − = = , (a) 2.45d = − 及(b) 2.35d = −  
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