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Abstract 
This paper introduces a new statistical method by Bhattacharyya distance, studies thirteen cities’ 
daily air quality index (AQI) data of the Beijing-Tianjin-Hebei region, between December 2013 and 
September 2016. The line charts generated by data, show that Beijing-Tianjin-Hebei regional AQI 
charts have a similarity. Then, based on Bhattacharyya distance, this article studies correlation of 
different cities’ AQI, uses the fuzzy clustering method to cluster different regions’ data, and ana-
lyzes the clustering results. The clustering results and the average of data show that most cities in 
the Beijing-Tianjin-Hebei region are under the condition of bad air quality. 
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摘  要 

本文提出基于巴氏距离的统计方法，研究了京津冀地区十三个城市2013年12月至2016年9月每日空气质

量指数(AQI)数据，对该地区的空气质量的相关性进行了分析。通过观察数据生成的折线图，发现京津冀

各地区的AQI折线图具有一定的相似性。于是，本文基于巴氏距离研究了各地空气质量的相关性，利用

模糊聚类方法对上述地区聚类，并分析了聚类结果。聚类结果及数据平均值显示京津冀地区大部分城市

处于空气质量恶劣的条件下。 
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1. 引言 

用近年来，空气质量问题一直困扰着中国北方很多城市。特别突出的是京津冀地区频繁出现严重雾

霾天气。这种现象吸引了大量的学者进行研究[1] [2] [3]，近几年的相关研究数量也成快速增长趋势。模

糊数学是一门实用性很强的数学科学[4] [5]，运用模糊数学方法研究京津冀地区的空气质量数据蕴含的规

律，可以定量的验证人们对客观观察的猜测，同时，也能挖掘出一些人们没有观察到的一些规律。 

2. 京津冀地区 AQI 数据定性分析及问题提出 

通过记录 2013 年 12 月 2 日至 2016 年 9 月 30 日共计 1034 天，京津冀地区北京，天津，石家庄等共

计 13 个城市的 AQI 数据[6]，以北京，天津，石家庄，张家口为例绘制数据折线图如图 1。 
通过观察图 1 中数据，可以发现：北京，天津，石家庄的 AQI 数据折线图形状有一定的相似。这表

明上述数据具有一定的相关性，各地区之间的 AQI 会相互影响。根据空气流动，可以猜测：相邻的城市

之间，AQI 相互影响会比较大。同时，由于城市交界的复杂性，相邻城市哪一个对中心城市的影响最大，

即相关性最大，这些问题需要具体的数据分析才能验证。 

3. 京津冀地区 AQI 的相关性 

巴氏距离是描述概率分布之间差异性的一种方式，可以定量的描述随机变量分布之间的差异。下面

是离散型随机变量巴氏距离的定义： 

定义 3.1 两个离散型随机变量 ,X Y 的分布律为： , , 1, 2,i ip q i = 。称 ( )
1

, i i
i

BC p qX Y
∞

=
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数，称 ( ) ( )ln, ,BD BCX Y X Y= − 为离散型随机变量 ,X Y 的巴氏距离。 

京津冀地区的 13N = 个城市 1034M = 天的 AQI 指数，记为 ijx ， 1,2, , , 1, 2, ,i M j N= =  ，表示第 j
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Figure 1. Line chart of AQI of Beijing, Tianjin, Shijiazhuang, Zhangjiakou 
图 1. 北京，天津，石家庄，张家口的 AQI 数据折线图 

 
通过这种变换，既保持原有单个城市的数据结构，又使数据成为某离散型随机变量的分布律，便于

利用巴氏距离度量不同城市 AQI 的差别。计算不同城市间 ijp 的巴氏度量，会得到13 13× 的巴氏距离矩

阵，根据巴氏度量的对称性可知，该矩阵是对称矩阵。利用 MATLAB 计算，并添加城市名称信息得到

表 1 巴氏度量矩阵 BD 。 
通过对城市 1j 所在行的非零数值取最小值

1 2j ja ，得到与城市 1j 最相关的一个城市 2j ，记为(城市 1j ，

城市 2j )。得到如下结果：(石家庄，邢台)，(承德，北京)，(张家口，承德)，(秦皇岛，唐山)，(唐山，天

津)，(廊坊，天津)，(保定，石家庄)，(沧州，衡水、天津)，(衡水，邯郸)，(邢台，石家庄)，(邯郸，邢

台)，(北京，承德)，(天津，唐山)。可以看到除了衡水之外，其他 12 个城市 AQI 最相关的城市均与该城

市相邻，证实了开始的猜测：相邻的城市之间，AQI 影响较大。但是，影响不一定是相互的。 

4. 京津冀地区 AQI 的模糊聚类 

由于巴氏距离矩阵本身是对称矩阵，而且巴氏距离取值于 [ ]0,1 ，因此巴氏距离矩阵表示了一种模糊

相似关系。巴氏距离取值越小，表示两个分布越相似。为了利用模糊相似关系进行聚类，对巴氏距离矩

阵做取余运算得到模糊相似矩阵： 
cFSR DB=  

利用二次方法[5]，求得模糊相似矩阵 FSR 的传递闭包，即表 2，与 FSR 最接近的模糊等价矩阵 FER ： 
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基于模糊等价矩阵，设置置信水平 0.988λ = 时，得到聚类结果：第一类：承德；第二类：张家口；

第三类：秦皇岛；第四类：其他城市。 
为了探讨上述聚类结果的实际意义，计算了各个城市 AQI 的平均值，如表 3。 
该表显示显示：第四类城市的 AQI 平均值都已达到轻度污染程度，而前三类的承德，张家口，秦皇

岛的 AQI 平均值在良好状态。 
 
Table 1. Bhattacharyya distance matrix of 13 cities in Beijing-Tianjin-Hebei 
表 1. 京津冀 13 个城市 AQI 巴氏度量矩阵 

城市 石家庄 承德 张家口 秦皇岛 唐山 廊坊 保定 沧州 衡水 邢台 邯郸 北京 天津 

石家庄 0 0.0282 0.0415 0.0302 0.0218 0.0185 0.0113 0.0176 0.0159 0.0067 0.014 0.0296 0.0204 

承德 0.0282 0 0.019 0.0184 0.0151 0.0184 0.0257 0.0214 0.0257 0.0292 0.0302 0.0144 0.0185 

张家口 0.0415 0.019 0 0.0342 0.0305 0.0358 0.0419 0.0349 0.0357 0.042 0.0415 0.0321 0.0343 

秦皇岛 0.0302 0.0184 0.0342 0 0.0123 0.0207 0.0234 0.0202 0.0257 0.0287 0.0302 0.0284 0.014 

唐山 0.0218 0.0151 0.0305 0.0123 0 0.0106 0.0172 0.0119 0.0176 0.0219 0.0227 0.0199 0.0071 

廊坊 0.0185 0.0184 0.0358 0.0207 0.0106 0 0.0124 0.0145 0.0188 0.0208 0.025 0.0119 0.0091 

保定 0.0113 0.0257 0.0419 0.0234 0.0172 0.0124 0 0.0141 0.0138 0.0132 0.0164 0.0261 0.0146 

沧州 0.0176 0.0214 0.0349 0.0202 0.0119 0.0145 0.0141 0 0.0081 0.0155 0.0142 0.0293 0.0081 

衡水 0.0159 0.0257 0.0357 0.0257 0.0176 0.0188 0.0138 0.0081 0 0.0107 0.0079 0.0338 0.0144 

邢台 0.0067 0.0292 0.042 0.0287 0.0219 0.0208 0.0132 0.0155 0.0107 0 0.0074 0.0348 0.0203 

邯郸 0.014 0.0302 0.0415 0.0302 0.0227 0.025 0.0164 0.0142 0.0079 0.0074 0 0.041 0.0207 

北京 0.0296 0.0144 0.0321 0.0284 0.0199 0.0119 0.0261 0.0293 0.0338 0.0348 0.041 0 0.0219 

天津 0.0204 0.0185 0.0343 0.014 0.0071 0.0091 0.0146 0.0081 0.0144 0.0203 0.0207 0.0219 0 

 
Table 2. Fuzzy similar matrix of 13 cities in Beijing-Tianjin-Hebei 
表 2. 京津冀 13 个城市 AQI 模糊相似矩阵 

城市 石家庄 承德 张家口 秦皇岛 唐山 廊坊 保定 沧州 衡水 邢台 邯郸 北京 天津 

石家庄 1 0.9856 0.981 0.9877 0.9919 0.9909 0.9887 0.9919 0.9921 0.9933 0.9926 0.9881 0.9919 

承德 0.9856 1 0.981 0.9856 0.9856 0.9856 0.9856 0.9856 0.9856 0.9856 0.9856 0.9856 0.9856 

张家口 0.981 0.981 1 0.981 0.981 0.981 0.981 0.981 0.981 0.981 0.981 0.981 0.981 

秦皇岛 0.9877 0.9856 0.981 1 0.9877 0.9877 0.9877 0.9877 0.9877 0.9877 0.9877 0.9877 0.9877 

唐山 0.9919 0.9856 0.981 0.9877 1 0.9909 0.9887 0.9919 0.9919 0.9919 0.9919 0.9881 0.9929 

廊坊 0.9909 0.9856 0.981 0.9877 0.9909 1 0.9887 0.9909 0.9909 0.9909 0.9909 0.9881 0.9909 

保定 0.9887 0.9856 0.981 0.9877 0.9887 0.9887 1 0.9887 0.9887 0.9887 0.9887 0.9881 0.9887 

沧州 0.9919 0.9856 0.981 0.9877 0.9919 0.9909 0.9887 1 0.9919 0.9919 0.9919 0.9881 0.9919 

衡水 0.9921 0.9856 0.981 0.9877 0.9919 0.9909 0.9887 0.9919 1 0.9921 0.9921 0.9881 0.9919 

邢台 0.9933 0.9856 0.981 0.9877 0.9919 0.9909 0.9887 0.9919 0.9921 1 0.9926 0.9881 0.9919 

邯郸 0.9926 0.9856 0.981 0.9877 0.9919 0.9909 0.9887 0.9919 0.9921 0.9926 1 0.9881 0.9919 

北京 0.9881 0.9856 0.981 0.9877 0.9881 0.9881 0.9881 0.9881 0.9881 0.9881 0.9881 1 0.9881 

天津 0.9919 0.9856 0.981 0.9877 0.9929 0.9909 0.9887 0.9919 0.9919 0.9919 0.9919 0.9881 1 
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Table 3. Average of AQI of 13 cities 
表 3. 13 个城市 AQI 的平均值 

石家庄 承德 张家口 秦皇岛 唐山 廊坊 保定 沧州 衡水 邢台 邯郸 北京 天津 

137.05 78.2 67.848 82.94 120 119 148 108 141 148 134 110 107 

5. 总结 

通过对京津冀地区 13 个城市 1034 天的空气质量指数 AQI 的定量分析，证实了相邻地区的空气质量

有影响，但这种影响不一定是相互的，如与保定 AQI 相关性最大的城市是石家庄，而与石家庄 AQI 相关

性最大的城市是邢台。这在某种程度上反映了石家庄可能是污染源或空气质量较好的地区。但石家庄的

AQI 指数较高，我们倾向于其是污染源的可能性更大。 
基于巴氏距离得出的各个城市 AQI 之间的模糊相似矩阵，利用传递闭包法对数据经行了聚类。当

0.988λ = 时，京津冀地区除了承德，张家口，秦皇岛三个城市，其他城市聚为一类，说明这些地区的 AQI
相关性较强。同时，由于上述地区 AQI 指数平均值较高。因此推测该地区出现雾霾的可能性较大。 

京津冀地区城市的 AQI 之间有影响，但这种影响不一定是相互的，确实有一些城市的 AQI 是被动性

的变差。因此，下一步的研究是对被动性污染城市与主动性污染城市的模糊聚类分析。 
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