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Abstract 
In this thesis, we investigate the largest existentially definable interval for the solutions of a class 
of second order singular differential equations. In the first part, we show the meaning for studying 
the existence of solutions of ordinary differential equations, some important existence theorems 
and the largest existentially definable interval theorems for solutions. In the second part, we study 
the largest existentially definable interval of a class of second order singular differential equa-
tions. 

 
Keywords 
Ordinary Differential Equations, Differential Equations with Singularities, The Largest  
Existentially Definable Interval 

 
 

一类二阶奇异微分方程解的最大存在区间 

胡小玲 

广州大学，广东 广州 
 

 
收稿日期：2017年7月21日；录用日期：2017年8月7日；发布日期：2017年8月14日 

 
 

 
摘  要 

本论文研究一类二阶奇异微分方程解的最大存在区间问题。第一部分我们叙述了研究常微分方程解的存

在性的意义，一些重要的常微分方程解的存在定理以及解的最大存在区间定理。第二部分我们研究了一
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1. 引言 

常微分方程发展至今已经有了很悠久的历史，并且依然保持着进一步发展的趋势，其中最根本的原

因是它与各种实际现实问题息息相关。常微分方程的发展阶段按照研究内容来分，大致可以分为以下几

个阶段，即常微分方程经典阶段，常微分方程适定性理论阶段，常微分方程解析理论阶段，常微分方程

定性理论阶段，详情请见参考文献[1]和文献[2]。18 世纪及其以前为常微分方程发展的经典阶段，这个阶

段的主要研究内容是求通解。19 世纪初期和中期为常微分方程发展的适定性理论阶段，以定解问题的适

定性理论为其主要研究内容。19 世纪末期及 20 世纪初期为常微分方程发展的解析理论阶段，主要研究

内容是求微分方程的解析理论。20 世纪中期以后为常微分方程发展的定性理论阶段，主要研究内容是定

性与稳定性理论。在本世纪初期，Birkhoff 独创了拓扑动力系统以及各态历经的相关理论，至此把常微分

方程的研究应用提升到了更高的水平。 
随着科学技术的迅速发展，在经济学，生物学，工程学，物理学，化学等很多领域中出现了非常多

类型的非线性问题，而流体力学、气体动力学、边界层理论等中的许多非线性问题，又可以用奇异微分

方程来概括描述。基于奇异微分方程的深刻的数学意义和广泛的应用背景，许多学者对它的理论研究非

常关注，具体可参见文献[3] [4] [5] [6] [7] [8]。白阿拉坦高娃[3]利用混合有限元的方法对奇异两点边值问

题以及一维奇异抛物型方程进行了研究，刘小林[9]对一类奇异微分方程与一类全非线性奇异椭圆方程的

正则性问题进行了研究，蒋继强[10]对整数阶和分数阶上几类微分方程奇异和半正边值问题解的存在性、

多解性进行了研究。 
常微分方程最重要的理论基础是解的存在性、解的唯一性，即解在什么条件下是存在的，存在区间

是多少等。关于常微分方程的解是否存在的问题，一些特殊方程是可以用初等积分法来求解，而相当大

一部分方程由初等积分法无法求解，那么就需要借助一些定理来判定该微分方程是否有解，什么条件下

有解，通过判定该方程有解，再来讨论方程的解存在区间，最大存在区间问题。本文将对一类二阶奇异

微分方程的解的最大存在区间进行讨论。 

2. 常微分方程解的存在性及解的最大存在区间 

2.1. 常微分方程解的存在性 

随着微分方程在实际问题中的应用越来越广泛，求得微分方程的解也对于我们处理实际问题提供了

非常重要的帮助。我们已经知道一些特殊方程的求解问题，例如用一阶微分方程的初等积分法来求解， 

但是，对于许多的方程不能用初等积分法求解，比如 Riccati 方程 2 2d
d
y x y
x
= + ，那么这类不能用初等积分 
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法来求解的常微分方程在什么条件下一定会有解呢？下面是判断一些常微分方程有解的重要定理[11] 
[12]。 

1) Lipschitz 条件 
设函数 ( ),f x y 在某一区域 D 里满足以下不等式 

( ) ( )1 2 1 2, , ,f x y f x y L y y− ≤ −  

其中常数 0L > 。那么就称函数 ( ),f x y 在这个区域 D 里面对 y 满足 Lipschitz 条件。 
2) Picard 定理 
对于初值问题 

( ) ( ) ( )0 0
d: , , ,
d
yE f x y y x y
x
= =  

其中 ( ),f x y 在以下矩形区域 

0 0: ,R x x a y y b− ≤ − ≤  

内连续，并且对 y 满足 Lipschitz 条件。那么 ( )E 在 [ ]0 0,I x h x h= − + 的这个区间上有且只有一个解，其

中常数 

min , ,bh a
M

 =  
 

而
( )

( )
,

max , .
x y R

M f x y
∈

>  

3) Peano 存在定理 
令函数 ( ),f x y 在上面所提及到的矩形区域 R 里面连续，那么初值问题 

( ) ( ) ( )0 0
d: , , ,
d
yE f x y y x y
x
= =  

在 0x x h− ≤ 的这个区间上最少有一个解 ( )y y x= ，h 的定义同上。 

2.2. 常微分方程解的最大存在区间 

上面的定理表示我们只满足于在局部范围内讨论初值问题解的存在性，现在把这种讨论扩大到整体，

讨论常微分方程解的最大存在区间。以下是关于解的存在区间的一些重要定理[13] [14]。 
1) 解的延伸定理 

令 0P 是任意区域G 里的任一点，并且设 Γ为微分方程 ( )d ,
d
y f x y
x
= 经过 0P 点的任意的一条积分曲线。 

那么积分曲线 Γ将会在任意区域G 内延伸至边界，也就是说，对任意的有界区域 ( )1 0 1,G p G G∈ ⊂ ，那么

积分曲线 Γ将会延伸至 1G 的外面。 
2) 解的最大存在区间定理 
设微分方程 

( )d ,
d
y f x y
x
=  

其中函数 ( ),f x y 在下面条形区域 

: ,S x yα β< < −∞ < < ∞  

里面连续，且满足下面的不等式 
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( ) ( ) ( ), ,f x y A x y B x≤ +  

其中 ( ) 0A x ≥ 与 ( ) 0B x ≥ 在 xα β< < 上连续。那么微分方程 ( )d ,
d
y f x y
x
= 的任何一个解都以 xα β< < 这 

个区间为最大存在区间。 
3) 第一比较定理 
设函数 ( ),f x y 和 ( ),F x y 都在平面区域G 里面连续而且还满足以下不等式 

( ) ( ) ( ), , , ,f x y F x y x y G< ∈  

又设函数 ( )y xϕ= 和 ( )y x= Φ 在 ( ),x a b∈ 上依次是初值问题 

( ) ( ) ( )1 0 0
d: , ,
d
yE f x y y x y
x
= =  

和 

( ) ( ) ( )2 0 0
d: , ,
d
yE F x y y x y
x
= =  

的解，其中 ( )0 0,x y G∈ 。那么我们有 

( ) ( ) ,x xϕ < Φ 当 0 ;x x b< <  

( ) ( ) ,x xϕ > Φ 当 0 .a x x< <  

3. 一类二阶奇异微分方程解的最大存在区间 

基于解的最大存在区间在各类微分方程研究中的重要性，近年来，这一问题越来越多地受到一些学

者的强烈关注。本文讨论一类二阶奇异微分方程 

( ) ( ),x g t x p t′′ + =                                   (3.1) 

其中 ( ),g t x 是连续且满足 ( ) ( )2π, ,g t x g t x+ = ，同时满足局部 Lipschitz 条件，而且在原点处有奇异性，

即 ( )
0

lim ,
x

g t x
+→

= ∞； ( )p t 是以 2π为周期的连续函数。为研究方便，我们将原点处的奇异性平移，也就是 

说令 1X x= − 。原方程(3.1)可化为 

( ) ( ), 1 .X g t X p t′′ + + =  

记 ( ) ( )0 , , 1g t X g t X= + ，则 

( ) ( )0 , .X g t X p t′′ + =  

为方便计，我们仍考虑方程 

( ) ( ),x g t x p t′′ + =                                  (3.2) 

其中 ( ),g t x 是连续且满足 ( ) ( )2π, ,g t x g t x+ = ，同时满足局部 Lipschitz 条件，而且在 1x = − 点处有奇异

性，即 ( )
1

lim ,
x

g t x
+→−

= ∞； ( )p t 是以 2π为周期的连续函数。令 x y′ = ，则(3.2)可化为 

( ) ( ),
x y
y g t x p t
′ =

 ′ = − +
                                (3.3) 

给定初始值 ( )0 0 00, ,x x y x= ， ( )0 0 00, ,y x y y= ，那么有 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 0 0 0, , , , , ,x t y t x t x y y t x y= 为方程

(3.2)的解。下面考虑(3.2)的解的最大存在区间。 
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定理 3.1 假设存在连续函数 ( )1g x ， ( )2g x ，使 

( ) ( ) ( )1 2,g x g t x g x≤ ≤ ，对 t R∈ 一致成立                       ( )1h  

同时 ( )1g x ， ( )2g x 满足 

( ) ( ) ( )0 liminf limsup 1,2i i

x x

g x g x
i

x x→+∞ →+∞
< ≤ < +∞ =                      ( )2h  

与 

( )
( )

( )
( ) ( )1 2 , 1,0 1,2

1 1
i i

ig x x i
x xγ γ

η η
≤ − ≤ ∈ − =

+ +
                     ( )3h  

其中 11 21 12 22, , , ,η η η η γ 都是正常数。则对于系统 (3.3)的任何一个解 ( ) ( )( ),x t y t ，其最大存在区间为

( ),−∞ +∞ 。 
证明：定义一个势函数 

( ) ( )2
0

1,
2

V x y y G x= + , 

其中 ( )( ) ( )( ) ( )0 0
, d

t
G x t g s x s x s s′= ∫ 。 

令 

( ) ( ) ( )( )2
0

1
2

V t y t G x t= +  

因此我们有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21 1,
2 2

V t y t y t g t x t x t y t p t y t p t′ ′ ′= + = ≤ +  

由于 ( ),g t x 是以 2π为周期的连续函数，所以存在连续函数 ( )1g x 和 ( )2g x 满足 

( ) ( ) ( )1 2,g x g t x g x≤ ≤                                ( )4h  

其中 ( ) ( )1, 2ig x i = 满足式 ( )2h 和 ( )3h 。 
类似于文献[4]和文献[5]的方法，从式 ( )2h 和 ( )3h 我们可知，存在一个常数 0M > 使得 

( ) 0iG x M+ ≥ , ( )1,x∈ − +∞                              ( )5h  

其中 ( ) ( )
0

d
x

i iG x g s s= ∫ ， ( )1,2i =  

令 ( )0 0x = ， ( )x s ξ= ，则有 ( ) ( )1s x tξ ξ−= = 。 
当 ( ) 0x t > 时，有 

( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( )
( )

( )( )( )

0 0

0

0

, d

, d

, d

t

x t

x

x t

G x t g s x s x s s

g s x s x s

g t ξ ξ ξ

′=

=

=

∫

∫

∫

 

由式 ( )4h 有 

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )1 20 0 0
d , d d

x t x t x t
g g t gξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ≤ ≤∫ ∫ ∫  

成立。 
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当 ( ) 0x t < 时，有 

( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( )
( )

( )( )( )

0 0

0

0

, d

, d

, d

t

x t

x

x t

G x t g s x s x s s

g s x s x s

g t ξ ξ ξ

′=

=

= −

∫

∫

∫

 

由式 ( )4h 有 

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )0 0 0
2 1d , d d

x t x t x t
g g t gξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ− ≤ − ≤ −∫ ∫ ∫  

成立。 
又由式 ( )5h ，所以必存在 0N > 满足 

( )( )0 0G x t N+ ≥ , ( )1,t T∈ −  

其中 0T > 。 
因此， 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2
0

1 1 ( )
2 2

V t y t p t G x t N V t N′ ′≤ + + + ≤ +  

其中 2
0

1
2

N N N′ = + ， ( ) [ ]{ }0 max : 0,2πN p t t= ∈ 。那么对任意有限的 0T > ，我们有 

( ) ( ) ( )0 1T TV t V e N e′≤ + − , [ )0,t T∈  

因此，在任何有限的区间 [ )0,T 上不存在突变点 ( ) ( )( ),x t y t 。所以，解 ( ) ( )( ),x t y t 在区间 [ )0,+∞ 上

存在。同理，我们也可以证明解 ( ) ( )( ),x t y t 在区间 ( ],0−∞ 上存在。由于 ( )g x 满足局部 Lipschitz 条件，

解 ( ) ( )( ),x t y t 是存在唯一的，因此，方程(3.2)的解的最大存在区间为 ( ),−∞ +∞ 。 

4. 总结 

本文讨论了一类具体的二阶奇异微分方程的解的最大存在区间问题，由定理 3.1 及其证明，给出了

这类解的最大存在区间为 ( ),−∞ +∞ 。由于解的最大存在区间在各类微分方程研究中的重要性，还有很多

问题值得讨论，例如，更多微分方程的解的最大存在区间如何确定，是否存在一种方法适用于确定大部

分微分方程的解的最大存在区间问题等。 
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