
Advances in Applied Mathematics 应用数学进展, 2017, 6(5), 698-705 
Published Online August 2017 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/aam 
https://doi.org/10.12677/aam.2017.65083  

文章引用: 柳长青. 不确定线性离散时滞系统的鲁棒脉冲镇定[J]. 应用数学进展, 2017, 6(5): 698-705.  
DOI: 10.12677/aam.2017.65083 

 
 

Robust Impulsive Stability for Uncertain  
Linear Discrete-Time Systems with Delay 

Changqing Liu 
Department of Mathematics and Statistics, Baise University, Baise Guangxi  

 
 
Received: Aug. 5th, 2017; accepted: Aug. 20th, 2017; published: Aug. 24th, 2017 

 
 

 
Abstract 
This paper investigates the problem of robust impulsive stabilization of uncertain linear dis-
crete-time systems with delay. By introducing the time-varying Lyapunov function that captures 
the dynamical characteristic of discrete-time impulsive delayed uncertain linear systems, and uti-
lizes a convex combination technique, new robust exponential stability criteria for uncertain li-
near discrete-time impulsive delayed systems are established in terms of linear matrix inequali-
ties. And the feedback gain matrices of robust impulsive control law are obtained. Numerical si-
mulations are rendered to exemplify the effectiveness and applicability of the proposed results. 
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摘  要 

研究了一类范数有界的不确定线性离散时滞系统的鲁棒脉冲镇定问题。通过引入与脉冲时间序列相关的

时变Lyapunov泛函，利用凸组合技术，以线性矩阵不等式的形式，建立了不确定线性离散脉冲时滞系统

的鲁棒指数稳定的判别准则。通过求解线性矩阵不等式，得到鲁棒状态反馈脉冲控制律的增益矩阵。数
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值实例仿真验证了结果的有效性、可行性。 
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1. 引言 

在工业生产中，脉冲和时滞是普遍存在的现象，如：信号传输、电力输送、人造卫星轨道变换。脉

冲时滞系统既反映了过去状态对当前状态的影响，也反应了由脉冲产生的跳变现象。另一方面，实际系

统的参数在扰动或其它因数的影响下会发生变化，从而使系统响应不能达到预期的要求，甚至出现不稳

定，因此要求系统对不确定参数具有一定的鲁棒性.近年来，人们对脉冲系统或时滞系统的研究取得了较

多的成果。文献[1] [2] [3] [4]研究了脉冲系统的 H∞ 控制问题，文献[5] [6] [7] [8] [9]研究了不确定系统的

时滞稳定性问题，然而有关不确定线性脉冲时滞系统的研究却很少。 
相对于连续时间脉冲时滞系统，离散系统研究较少，目前离散时间脉冲时滞系统的稳定性分析主要

集中在时不变 Lyapunov 函数的方法，如：[4] [6]。利用该方法研究没有充分利用脉冲区间长度信息，得

到的稳定性条件具有一定的保守性。本文引入时变 Lyapunov 函数，利用凸组合技术、线性矩阵不等式及

相关稳定性理论，研究了不确定线性离散脉冲时滞系统的鲁棒稳定性问题及脉冲状态反馈控制器的设计

方法。最后，通过一个数值实例验证了结果的有效性。 

2. 问题描述 

本人用到的记号：对给定的实对称矩阵 ( ), , 0M > ≥ < ≤ ，表示：M 为正定(半正定，负定，半负定)矩

阵。I 表示合适维数的单位矩阵。 ( ) ( )( )max minM Mλ λ 表示对称矩阵 M 的最大(最小)的特征值。 ,nx R x∈

表示 x 的欧拉范数， { }0 0N N=  。任意的两个整数 ( ), ,a b a b< ，定义 ( ) { }, 1,N a a a= +  ，及

( ) { }, , 1, ,N a b a a b= +  。 

考虑如下离散线性系统： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 2 21 1 ,

1 ,

, ,0

k

k

x t A A x t A A x t t t

x t B B u t t t

x t t t N

τ

φ τ

= + ∆ − + + ∆ − − ≠

∆ = + ∆ − =
 = ∈ −

                   (1) 

其中 ( ) nx t R∈ 是状态变量， nu R∈ 是脉冲控制输入， ( ) ( ) ( )1k k kx t x t x t∆ = − − 为系统状态在脉冲时刻 kt 的

跳变。脉冲时间序列{ }kt ，满足 0 10 lim
k

t t
→∞

= < < < = ∞ ，且 1 0k kt t −− ≤ 。 1 2, ,A A B 为已知的参数矩阵，

1 2, ,A A B∆ ∆ ∆ 表示系统参数的不确定性，并具有如下结构： 

( )1 1 1 1A D F t E∆ = , ( )2 2 2 2A D F t E∆ = , ( )0 0 0B D F t E∆ =  

其中， , , 0,1, 2i iD E i = 为已知的常值矩阵， ( ) , 0,1, 2iF t i = 为具有适合维数的不确定矩阵，且满足： 
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( ) ( )T
0 0F t F t I≤ , ( ) ( )T

1 1F t F t I≤ , ( ) ( )T
2 2F t F t I≤  

本文的目的是对给定的脉冲时间序列{ }kt ，设计脉冲状态反馈控制律 ( ) ( )u t Kx t= ，使闭环系统 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 1 2 2 2 2

0 0 0

1 1 ,

1 ,

, ,0

k

k

x t A D F t E x t A D F t E x t t t

x t I BK D F t E K x t k N

x t t t N

τ

φ τ

 = + − + + − − ≠
∆ = + + − ∈


= ∈ −

             (2) 

的零解是鲁棒指数稳定的。 
定义 1 系统(1)是鲁棒指数稳定的，如果存在常数 ( )0, 0,1a γ> ∈ ，使得 

( )0 0 0, , ,tx t t x a x t Nγ≤ ∈  

引理 1 [8] 对任意 , nx y R∈ 和正定矩阵 n nP R ×∈ ，及正数α ，则有： 
T T T 1 Tx Py y Px x Px y Pyα α−+ ≤ +  

引理 2 [10] 设矩阵 n nA R ×∈ ， fn nD R ×∈ ， fn nE R ×∈ ， f fn nF R ×∈ ，及常数 0ε > ，且 TF F I< ，对任

意矩阵 0, n nP P R ×> ∈ ，下列矩阵不等式成立： 

( ) ( ) ( ) 1T 1 T T TA DFE P A DFE A P DD A E Eε ε
−−+ + ≤ − +  

引理 3 [11] 设矩阵 , n nU X R ×∈ ，且 0X > ，则对任意的正数 ε ，有 

( )1 T T 2UX U U U Xε ε− ≥ + −  

引理 4 (Schur 补引理)对给定的
11 12

12 22

,
S S

S S
S S
 

=  
 

，以下三个条件等价： 

1) 0S < ； 
2) T 1

11 22 12 11 120, 0S S S S S−< − < ； 

3) 1 T
22 11 12 22 120, 0S S S S S−< − < 。 

3. 主要结果 

本文引入时变 Lyapunov 函数的方法建立系统(1)的鲁棒镇定条件。为此，我们先定义一些关于脉冲

时间序列的离散函数。 
给定的脉冲时间序列{ } ( )1 2,kt S γ γ∈ ，定义线性分段函数 0: N Rρ +→  

( )
( )

( )

1
1

1
, , 1 ,

1
1, , 1

k
k k

k k

t t
t N t t k N

t tt
t N

ρ
τ

−
−

− − ∈ − ∈ − −= 
 ∈ − −

                         (3) 

易见， 

( ) ( ) ( ) [ ] ( )1 11, 1 0, , 0,1 , , 1k k k kt t k N t t N t tρ ρ ρ− += − = ∈ ∈ ∈ − .                  (4) 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
1

1, 1 , , 1
1
k

k k
k k

t t
t N t t k N t t t

t t
ρ ρ ρ−

−

−
∀ ∈ + − ∈ − = = +

− −
.                (5) 

其中， ( )1
1

1
1k k

t
t t

ρ
−

=
− −

， ( )1, 1k kt N t t−∀ ∈ − ， k N∈ 。对任意的 0t N∈ ，令 
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( )
( ) ( )

( ) ( )
1 1

1 2
2 1 2

1 2

1 1
,

1 1 1 1
0,

t
t

γ ρ
γ γ

ρ γ γ
γ γ

 − −
<= − − −

 =

 

注意到{ } ( )1 2,kt S γ γ∈  

( )20 1tρ≤ ≤ , ( ) ( ) ( )2 2
1

2 1

1
1 1
t t

t
ρ ρ

ρ
γ γ

−
= +

− −
, 0t N∀ ∈ .                     (6) 

记 ( ) ( )1t tρ ρ= − ， ( ) ( )2 21t tρ ρ= − 。 

定理 1 对给定的矩阵 K ，脉冲序列{ } ( )1 2,kt S γ γ∈ ，其中 2 1 2γ γ≥ ≥ 及标量 ( )0,1θ ∈ ， ( ]0,1µ ∈ ，若

存在对称矩阵 0, 0iP Q> > ，及标量 00, 1, 2, 0, 0ij i jε α ε> = = > > 使得下列矩阵不等式成立： 

( ) 1 T T
2 2

2

1 1 0
* 0 0
0 * 0
* 0 0

i ij

i i

ij

ij

Q A P E
P PD

I
I

θ α ε

ε
ε

− − − +
 

−  < − 
 − 

, , 1, 2i j =                    (7) 

( ) ( ) 1 T T
2 1 1 1

1

11 1 0
1

0* 0
0 * 0
* 0 0

i i ij
j

i i

ij

ij

Q P P P A P E

P PD
I

I

θ α ε
γ

ε
ε

−
  

− − + − +   −  
  <− 
 −
 

−  

, , 1, 2i j =            (8) 

( ) ( )TT
1 2 0 0

2 2 0

0

0

0
* 0 0
0 * 0
* 0 0

Q P I BK P E K
P P D

I
I

µ ε

ε
ε

 − +
 

−  ≤ − 
−  

                       (9) 

则系统(1)的零解是鲁棒指数稳定的。 

证明：定义 ijΞ 为式(7)， ijΨ 为式(8)，于是
2 2

1 1
0ij

i j= =

Ξ <∑∑ ，
2 2

1 1
0ij

i j= =

Ψ <∑∑ ，即： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

1 T T
2 2

2

1 1 0
* 0 0
0 * 0
* 0 0

Q A P t t E
P t P t D

t I
t I

θ α ε

ε
ε

− − − +
 

−  < − 
 − 

, , 1, 2i j = .              (10) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

T T
1 2 1 1 1

1

1 1 0

* 0 0
0 * 0
* 0 0

Q P t P P A P t t E

P t P t D
t I

t I

θ ρ α ε

ε
ε

 − − + − +
 

−  < − 
 − 

, , 1, 2i j =        (11) 

式中 ( ) ( ) ( )1 2P t t P t Pρ ρ= + ， ( )
2 2

1 1
0ij

i j
tε ε

= =

= <∑∑ ，对(10)，(11)应用 Schur 补得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1T 1 T T

1 2 2 2 2 2 21 1 0A P t P t t P t D D P t P t A t E E Qα ε ε θ
−−

−+ − + − − <        (12) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1T 1 T T

1 1 1 1 1 11 1 1 0A P t P t t P t D D P t P t A t E E P tα ε ε θ
−−+ − + − − − <        (13) 

对(9)运用 Schur 补得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 TT 1 1 T

1 2 0 0 0 0 0 0 0Q P I BK P D D I BK E K E Kµ ε ε
−− −− + + − + + <              (14) 

选取时变 Lyapunov 函数 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

T T,
t

t
s t

V t x x t P t x t x t Qx t
τ

−

= −

= + ∑ ，由(5)得， ( )11, 1k kt N t t +∀ ∈ + − ，有 

( ) ( ) ( )( )1 2 11P t P t t P Pρ− = + −                              (15) 

记 ( ) ( ), tV t V t x= ， ( ) ( ) ( )1V t V t V t∆ = − − 。 ( )11, 1k kt N t t +∀ ∈ + − 根据引理 1-3 及(2)有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( )

T T

T T

T

1 1 1 1 1 1 1 1

T

1 1 1 1 2 2 2 2

T

2 2 2 2 1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1

1 1

V t V t V t V t

V t x t P t x t x t P t x t

x t Qx t x t Qx t

V t A D F t E x t P t A D F t E x t

A D F t E x t P t A D F t E x t

A D F t E x t P t A D F t E x t

A D F t E x t

θ θ

θ θ

τ τ

θ

τ

τ

∆ = − − + − − −

= − − + − − − − −

+ − − − − − − −

= − − + + − + −

+ + − + − −

+ + − − + −

+ + −( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )
( )

T

2 2 2 2

T T

T
1 1 1 1 1 1 1 1

TT T 1
2 2 2 2

2 2 2 2

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1

1

1

T

P t A D F t E x t

x t P t x t x t Qx t x t Qx t

V t x t A D F t E P t A D F t E

Q x t P t x t x t A D F t E

P t A D F t E Qx t

V t

τ τ

θ τ τ

θ α

θ τ α

τ

θ

−

− + − −

− − − − − + − − − − − − −

≤ − − + − + + +

+ − − − − − + − − − +

+ − − −

≤ − −

 

所以，对 ( )11, 1k kt N t t +∀ ∈ + − ，有： 

( ) ( ) ( )1 kt t
kV t V tθ −≤ −                                 (16) 

下面估计 ( )kV t ， k N∈ ，由(2)，(14)得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1
T T

2
TT T

0 0 0 2 0 0 0

2
TT T

0 0 0 2 0 0 0
1

2
T T

1
1

T
1

1 1

1 1

1 1

1

k

k

k

k

k

k

k

k

t

k k k k
s t

t

k k
s t

t

k k
s t

t

k k
s t

k k

V t x t P t x t x s Qx s

x t I BK D F t E P I BK D F t E Q x t x s Qx s

x t I BK D F t E P I BK D F t E Q x t x s Qx s

x t P x t x s Qx s

x t P x t

τ

τ

τ

τ
µ

−

= −

−

= −

−

= − −

−

= − −

= +

= − + + + + + − +

≤ − + + + + + − +

≤ − − +

≤ − −

∑

∑

∑

∑

( ) ( ) ( )

( )

2
T

1
1

1

k

k

t

s t

k

x s Qx s

V t
τ

−

= − −

+

= −

∑

 (17) 

综合(16)，(17)得： 
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( ) ( ) ( )0
01 t t kV t V tθ − −≤ − , ( )1, 1k kt N t t +∈ −                         (18) 

注意到{ } ( )1 2,kt S γ γ∈ ，则 

0 0

1 1

kt t t t
k

γ γ
− −

≤ ≤ , ( )1, 1k kt N t t +∈ −                            (19) 

因此，由(18)，(19)得： ( ) ( ) ( ) ( )0
1

11
01 t tV t V tγθ

 
− − 

 ≤ − ， 0t N∈  

其中， ( ){ }1 minmin , 1,2iP iλ λ= = ， ( ) ( ){ }2 max maxmax , , 1, 2iP Q iλ λ λ= = ，由定义 1 系统(2)的零解是鲁 

棒指数稳定的。 
推论 1 给定的矩阵 K ，脉冲序列{ } ( )1 2,kt S γ γ∈ ，及标量 ( )0,1Sθ ∈ ， ( ]0,1µ ∈ ，若存在对称矩阵

0, 0P Q> > ，及标量 0, , 0ε α ε > 使得下列矩阵不等式成立： 

( ) 1 T T
2 2

2

1 1 0
* 0 0
0 * 0
* 0 0

Q A P E
P PD

I
I

θ α ε

ε
ε

− − − +
 

−  < − 
 − 

                        (20) 

( ) T T
1 1

1

1 1 0
* 0 0
0 * 0
* 0 0

Q P A P E
P PD

I
I

θ α ε

ε
ε

 − − +
 

−  < −
 

−  

                        (21) 

( ) ( )TT
0 0

0

0

0
* 0 0
0 * 0
* 0 0

P I BK P E K
P PD

I
Q

µ ε

ε

 − +
 

−  ≤ − 
−  

                        (22) 

则系统(1)的零解是鲁棒指数稳定的。 
证明：令 1 2P P P= = ， ijε ε= ， , 1, 2i j = ，由定理 1 成立，于是推论 1 得证。 
下面定理给出了脉冲反馈增益矩阵 K 的设计方法。 
定理 2 对给定的脉冲序列{ } ( )1 2,kt S γ γ∈ ，其中 2 1 2γ γ≥ ≥ 及标量 ( )0,1θ ∈ ， ( ]0,1µ ∈ ，若存在对称

矩阵 0, 0iX M> > ，及标量 00, 0, 0, 0, 0ij j jε σ δ α ε> > > > > 使得下列矩阵不等式成立： 

( )( )2 1 T T
2 2

2

1 2 1 0

* 0 0
0 * 0
* 0 0

j j i i i

i ij

ij

ij

M X X A X E

X D
I

I

θ σ σ α

ε
ε

ε

− − − +
 
 − − < 

− 
 − 

, 1, 2i j= =             (23) 

( )(

( )( )
1

1 T T
1 1 1 1 12

1 2

1 1 1

1

1

         1

1 01 2 1
1

0* 0 0 0
* 0 0
0 0 * 0
* 0 0 0

j j
j

j

j

j

X

X X A X E
X X

M
X D

I
I

θ

α
δ δ

γ

ε
ε

ε

−

 − − 
 

 + 
− −  −  

  <− 
− − 

 − 
 − 

, 1, 2j =         (24) 
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( ) T T
2 2 2 2 1 2 1

2

2 2 1

2

2

11 1 0
1 1

* 0 0 0 0
1* 0 0 0 0 0

1

* 0 0 0
0 0 0 * 0
* 0 0 0 0

j

j j

j

j

j

j

X X X X A X E

M

X

X D
I

I

γ θ
θ α

γ γ

θ
γ

ε
ε

ε

 −
− − + − − 
 −
 

− − < − 
 − −
 

− 
 − 

, 1, 2j =        (25) 

T T T T
1 1 1 0

0 0 0

0

0

 0
* 0 0 0

0* 0 0
0 0 * 0
* 0 0 0

X X X K B K E
M

X D
I

I

µ

ε
ε

ε

 − +
 

− 
  ≤−
 

− 
 − 

.                      (26) 

相应的脉冲状态反馈增益矩阵为 1
1K KX −= 时，则闭环系统(2)的零解是鲁棒指数稳定的。 

证明：令 T
i iP X= ， 1Q M −= ， 1

ij ijε ε −= ， 1,2i j= = ， 1
0 0ε ε −= ， 1

1K KX −= ，在式(23)两边分别乘

( ), , ,i i ij ijdiag P P I Iε ε ，在式(24)两边分别乘 ( )1 1 1 1, , ,j jdiag P P I Iε ε ，在式(25)两边分别乘 

( )2 2 2 2, , ,j jdiag P P I Iε ε ，在式(26)两边分别乘 ( )1 2 0 0, , ,diag P P I Iε ε ，利用引理 2 和引理 4，即可得(7)，(8)，

(9)，因此，当 1
1K KX −= 时，由定理 1，闭环系统(2)的零解是鲁棒指数稳定的。 

4. 数值例子 

考虑系统(1)，其中系统参数为： 
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Figure 1. The evolution curve of system state under impulsive control law       
图 1. 系统状态在脉冲控制律作用下的演化曲线 
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不确定项 ( ) ( )0 sinF t t= ， ( ) ( ) ( )( )1 sin , cosF t diag t t= ， ( ) ( ) ( )
T

2 cos , sinF t diag t t =   。不妨取

2τ = ， 1 2 2γ γ= = ， 0.9µ = ， 0.1θ = ， 1, 2j = ， 1 0.08605δ = ， 2 0.09832δ = ，应用定理 2 可得相应的脉

冲状态反馈控制器 ( ) [ ] ( )0.2703,0.0769t x tµ = − ，图 1 给出在此脉冲控制器的作用下，取初始值

( ) [ ]T4.5, 4t diagφ = − ，系统的演化曲线。仿真结果显示，系统(1)在该脉冲控制器的作用下，其状态指数

收敛于零。 
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