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Abstract 

This paper considers a nonlinear difference equation x+ −= +n n nx x2 2
1 1  with the initial values 

( ), ,∈x x0 1 0 ∞ . The sufficient conditions under which the solutions converge to zero or diverge to 
infinity have been obtained. 
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摘  要 

本文讨论了非线性差分方程 x+ −= +n n nx x2 2
1 1 的解的渐近性质，给出了零解的收敛域的一个子域以及得到

了初始值 ,x x0 1 在满足一定的条件下其解发散到无穷大的结论。 
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1. 引言 

差分方程在工程技术、经济理论和社会科学中有着十分重要的作用。因此，有许多作者从事差分方

程的研究，并取得了很多成果，可参见文献[1] [2] [3] [4]。本文将研究如下的二阶非线性差分方程： 
2 2

1 1n n nx x x+ −= +                                        (1.1) 

其初始 ( )0 1, 0,x x ∈ +∞ 。 
设 I 为某实数区间，函数 1: kf I I+ → 连续可微， ( )0 1ƒ , , , ku v v v=  ，差分方程： 

( ) { }1 1ƒ , , , , , 1,n n n n kx x x x n k k+ − −= ∈ +                              (1.2) 

其初始值 ( ) { }, 0, 0,1, ,ix I i N k k∈ ∈ =  。 
关于差分方程的平衡点、平衡点的稳定性和渐近稳定性以及渐近平衡点的吸引域的有关概念请参看

文献[5]。 
设 β 是方程(1.2)的平衡点，令 

( ) ( ), , , ,   0,
ii vp f i N kβ β β= ∈

  

称方程： 

1 0 1 1n n n k n ky p y p y p y+ − −= + + +                             (1.3) 

为方程(1.2)在平衡点 β 处的线性化方程； 
称方程： 

1 1
0 1 0k k k

kp p pλ λ λ+ −− − − − =                             (1.4) 

为方程(1.3)的特征方程(参看文献[5])。 
引理 1.1 [5]：设ƒ是定义在点 ( ) 1, , , kIβ β β +∈ 处的某个开邻域内的连续可微函数，其中 β 是方程(1.2)

的平衡点。若方程(1.3)的全部特征根的模都小于 1，则方程(1.2)的平衡点 β 是(局部)渐近稳定的；若方程

(1.3)至少有一个特征根的模大于 1，则方程(1.2)的平衡点 β 是不稳定的。 
上述差分方程(1.1)有两个平衡点 0β = 和 0.5β = 。在平衡点 0β = 处，其线性化方程的特征根 

1 2 0,λ λ= =  

所以平衡点 0β = 是渐近稳定的。在平衡点 0.5β = 处，其线性化方程有一特征根： 

( )1 5 2 1λ = + >  

所以平衡点 0.5β = 是不稳定的。 
本文给出了平衡点 0β = 的吸引域的子域。即当初始值 0 1,x x 在这个子域中时，方程(1.1)的解收敛到
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零；同时给出了当初始值 0 1,x x 在一定的条件下方程(1.1)的解发散到无穷大的结论。 

2. 主要结果 

在初始值 0 1,x x 满足条件： 2 2
0 1 1x x+ ≥ 时，方程(1.1)的解发散到无穷。我们在此只给出平衡点 0β = 的

吸引域的一个子域。 
定理 2.1：设 ( ){ }2 \ 0.5,0.5D I= ，其中 [ ]0,0.5I = ，则 D 是平衡点 0β = 的吸引域的子域。即

( )0 1,x x D∀ ∈ 方程(1.1)的解{ } 0n n
x ∞

=
满足： 

0limn nx→∞ = . 

证明： ( )0 1,x x D∀ ∈ ，有 2 2 2 2
2 0 1 0.5 0.5 0.5x x x= + < + = ， 

2 2 2 2
3 2 1 0.5 0.5 0.5x x x= + < + =  

令 { }2 32max ,r x x= ，则 2 31, 0.5 , 0.5r x r x r< ≤ ≤ ， 

则， ( ) ( )2 22 2 2
4 3 2 0.5 0.5 0.5 0.5x x x r r r r= + ≤ + = ≤ ， 

( ) ( )2 22 2 2
5 4 3 0.5 0.5 0.5x x x r r r= + ≤ + =  

设 2 2 10.5 , 0.5 , 1k k
k kx r x r k+≤ ≤ ≥ ，则 

( ) ( ) ( )2 22 2 2 1
2 1 22 1 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5k k k k k

k kkx x x r r r r r+
++ = + ≤ + = ≤ ≤ , 

( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2 1
2 12 1 1 2 1 0.5 0.5 0.5 0.5k k k k

kk kx x x r r r r +
++ + += + ≤ + = ≤ . 

故， 2 2 1, 0.5 , 0.5n n
n nn N x r x r+∀ ∈ ≤ ≤ 成立。 

由此得 ( )2 2 1lim lim0, 0n n n nx x→∞ →∞ += = 。 

从而， 0limn nx→∞ = 。证毕。 

注记 2.1：定理 2.1 给出了平衡点 0β = 的吸引域的子域，也暗示了在初始值 0 1,x x 满足条件： 2 2
0 1 1x x+ <

时，方程(1.1)的解有可能收敛到零，也可能发散到无穷大。 

定理 2.2：当 0 10.5, 0.5x x≥ > 或 0 10.5, 0.5x x> ≥ 时，方程(1.1)的解{ } 0n n
x ∞

=
发散到无穷大。即： 

limn nx→∞ = ∞  

证明： 2 2 2 2
2 1 0 0.5 0.5 0.5x x x= + > + = ， 

2 2 2 2
3 2 1 0.5 0.5 0.5x x x= + > + = , 

令 { }2 32min ,r x x= ， 
则 2 31, 0.5 , 0.5r x r x r> ≥ ≥ 。 

假设 ( )2 2 11, 0.5 , 0.5k k
k kk x r x r+≥ ≥ ≥ ， 

则 ( ) ( ) ( )2 22 2 2 1
2 1 22 1 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5k k k k k

k kkx x x r r r r r+
++ = + ≥ + = ≥ ≥ , 

( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 1
2 12 1 1 2 1 0.5 0.5 0.5k k k

kk kx x x r r r +
++ + += + ≥ + ≥ . 

即 n N∀ ∈ ， 1n ≥ ， 2 0.5 n
nx r≥ ， ( )2 1 0.5 n

nx r+ ≥ 。 

所以 2limn nx→∞ = ∞， ( )2 1limn nx→∞ + = ∞。 
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从而得 limn nx→∞ = ∞ 。证毕。 
注记 2.2：首先，我们可以判断平衡点 0β = 的吸引域的边界曲线是： 

( ) ( )1 1 0 0, 0x x x x c= ≤ ≤ , 

且 1x 是关于 0x 单调递减的和经过点 ( )0.5,0.5 ，其中 c 是某个常数。但要具体地求出 c 的值是不容易的，

若要确定这条边界曲线那就更复杂了。 
下面我们来估计一下常数 c 的取值范围。 
设 1 0x = ，则 2 2 2

2 1 0 0x x x x= + = ； 

2 2 4
3 2 1 0x x x x= + = ; 

2 2 8 4
4 3 2 0 0 1x x x x x= + = + < ; 

由此得， 4
0 0.5 5 0.5x < − 。 

所以， 4 0.5 5 0.5c < − 。 
另一方面，由定理 2.1 知，当 1 0x = ， 0 0.5x = 时， 0limn nx→∞ = 。 

综上可得， 40.5 0.5 5 0.5c≤ < − 。 
其次，当 0 0x = 时，我们来估计一下 1x 的取值范围。 

2 2 2
2 1 0 1x x x x= + = ; 

2 2 4 2
3 2 1 1 1 1x x x x x= + = + < ; 

同上可得， 10.5 0.5 5 0.5x≤ < − 。 

由于 40.5 5 0.5 0.7862,  0.5 5 0.5 0.8867− ≈ − ≈ 可知，定理 2.1 中的吸引域的子域已经是吸引域的

大部分了。 
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