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Abstract 
Group theory is an important part of algebraic system. This paper presents a new method to verify 
two Group definitions using Alloy. The two definitions of Group are formally described using Alloy, 
and the automatic verification of the two definitions of Group is realized by the Alloy analyzer. The 
experimental results show that the method is feasible and has high efficient. 
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摘  要 

群论是代数系统中的重要组成部分。本文提出一种使用Alloy验证群论中定理的新方法。使用Alloy对群

的两种定义进行了形式化描述，并通过Alloy分析器实现了对这两种群定义的自动化验证。实验结果表明，

该方法可行并且具有较高的效率。 
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1. 引言 

有关群论定理的机器验证一直是自动推理领域内一个基本课题，其研究结果及其方法在代数学、计

算机科学、物理等学科中都有重要的应用[1]。 
许多学者都在关注着群论定理的机器验证。1993 年，Slaney 使用计算机程序 FINDER 验证了一些半

群和拟群的定理[2]。1994 年，张健、Stickel 等人又在计算机上使用 FALCON 解决了几个群论开问题[3]；
随后，他们又使用更高效的程序 LDPP 和 SATO 在计算机上解决了多个拟群的开问题[4]。这些工作推动

了群论定理机器验证的发展，为机器验证更难的群论开问题提供了一种可行的道路。 
FINDER、FALCON、LDPP、SATO 等都属于早期的原型程序，到目前为止都已经没有了后续的工

作。这些程序使用的语言表达能力有限。FINDER 由于无法通过消除同构的方式来减小搜索空间，在计

算机上运行的时间相对较长，不能高效地处理有关同构的群论定理。FALCON 主要用于验证等式理论，

只能应用于部分的群论定理。LDPP、SATO 无法描述包含较长公式的定理[5] [6]。总之，这些工具在验

证群论定理的过程中都有一定的缺陷。 
本文使用 Alloy 来验证群的两种不同定义的等价性。Alloy 是一个基于关系的一阶语言，表达能力很

强，非常适合于描述群论中的定理。它的分析器使用了一种高效的消除对称性(breaking symmetry)算法[7]，
这种算法对具有高度对称性的群论定理能显著地提高验证效率。另外，它的分析器能在有限范围内自动

查找模型，并能将查找到的模型以图形的方式可视化地显示给用户[8]。我们希望这些优点能使 Alloy 成

为一个验证群论定理的利器，可能会对今后群论中开问题或猜想的研究有所帮助。 

2. 预备知识 

2.1. Alloy 语言及 Alloy 分析器 

Alloy 语言是一种轻量级、基于关系的一阶逻辑语言，同时它也是说明性的建模语言。使用 Alloy 语

言描述模型非常简洁，而且它可以表示所有数据类型的关系，包括集合、标量和元组，并通过列出属性

和约束来描述一个系统的状态和行为，具有极强的描述能力[9] [10]。其所建立的模型可以由 Alloy 分析

器进行自动验证，并给出可视化结果。 
Alloy 分析器由 MIT 软件设计组开发，是基于模型检验理论的模型分析工具。它将模型转化为布尔

表达式，然后使用可满足性理论(SAT Technology)对模型进行分析，进而进行模型检验[11]。Alloy 分析

器实际上是一个“模型查找”工具。只要给出一个 Alloy 语言的逻辑表达式，分析器将会在指定的范围

内查找符合该逻辑表达式的模型，而这种逻辑表达式就是需要满足的属性。当这种属性不满足时，Alloy
分析器就会产生对应的反例，用于辅助查找为什么会产生该属性不满足的现象。 

新版本的Alloy分析器使用Kodkod [12]作为分析引擎。首先将Alloy的形式化描述自动转化成Kodkod 
API 的 Java 程序，然后再对模型进行求解。Kodkod 擅长对一阶谓词逻辑表示的关系、传递闭包和部分解
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的推理计算，因此极大地减少了在计算机上运行的时间。 

2.2. 群的概念 

群论的主要是研究对象是“群”这个代数结构。我们首先要来了解什么是群，即群的定义是什么。

定义一个群有多种不同的方式[13]。 
定义 1：设 G 是一个非空集合，如果在 G 中定义了一个二元运算，称为乘法，它满足以下条件，那

么称 G 为一个群： 
(1) 结合律： ( ) ( ) , , ,ab c a bc a b c G= ∈ ； 
(2) 存在单位元素：存在1 G∈ ，使对任意的 a G∈ ，恒有1 1a a a= = ； 
(3) 存在逆元素：对任意的 a G∈ ，存在 1a G− ∈ ，使得 1 1 1a a aa− −= = 。 
若将上述条件中的(2)，(3)分别减弱为(2’)，(3’)，则有 
定义 2：设 G 是一个非空集合，如果在 G 中定义了一个二元运算，称为乘法，它满足以下条件，那

么称 G 为一个群： 
(1) 结合律： ( ) ( ) , , ,ab c a bc a b c G= ∈ ； 
(2’) 存在左(右)单位元素：存在1 G∈ ，使对任意的 a G∈ ，恒有 ( )1 1a a a a= = ； 
(3’) 存在左(右)逆元素：对任意的 a G∈ ，存在 1a G− ∈ ，使得 ( )1 11 1a a aa− −= = 。 

3. 基于 Alloy 的群定义等价问题 

在数学中，我们已经可以证明定义 1 与定义 2 是等价的。下文我们将通过 Alloy 对群的定义进行形

式化描述从而建立模型[14]。再由Alloy分析器进行自动分析验证，对得到的可视化结果进行对比分析后，

来验证该定理是成立的。 

3.1. 构建模型 

由定义 1 和定义 2 可以发现，群的定义有三个约束，基于 Alloy 语言，现在建立定义 1 的群的模型(以
含有三个元素的群为例)，形式化语言描述如下所示： 
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上述语句的描述及实现的功能如下： 
(1) 定义对象集合(Element 及 Group)，定义群中元素的三种关系(unit, mult, inv)； 
(2) 描述了定义 1 中的三种约束关系； 
(3) 谓词(AGroup)语句，生成一个具有三个元素的群(#在 Alloy 语言中代表个数)； 
(4) 断言(Inverse)语句，在规定范围内检测上述群是否具有逆元唯一性质； 
(5) 断言(Unit)语句，在规定范围内检测上述群是否具有单位元唯一性质。 
定义 2 与定义 1 的区别在于，弱化了定义 1 中的后两个条件，即将“存在单位元”和“存在逆元素”

弱化为“存在左(右)单位元”和“存在左(右)逆元素”。因此，在使用 Alloy 语言形式化描述时，只需将

描述约束关系的部分进行部分改变即可。再次建立模型，形式化描述语言如下： 
 

 

3.2. 实验结果 

使用 Alloy 分析器分别自动分析上述两个模型，将会得到模型的可视化结果以及分析过程的时间。

由结果显示可知，在断言检测中，二者都没有发现反例。在谓词检测中，两个模型都存在着满足约束条

件的实例。对比两个实例的可视化结果可以发现，两个实例是一模一样的，即定义 1 与定义 2 生成的群

的实例是同一个群。这足以说明二者是是等价的，即原命题得以验证。 
如图 1 所示，为生成的具有三个元素的群的实例。 
用Group 表示一个群， 0 1 2, ,E E E 分别表示群中的三个元素。观察上图中群的实例可知，其中 2E 表示

该群中的单位元(unit)， 0 1,E E 互为逆元(inv)，且满足单位元唯一和逆元唯一的性质。 
为说明 Alloy 验证结果的准确性，现在将谓词(Agroup)语句中的# G.elements = 3 语句分别改为# 

G.elements = 5，# G.elements = 10，# G.elements = 15 等，即增加群中元素的数量。分别在定义 1 和定义

2 的形式化描述下，使用 Alloy 分析器进行验证，生成具有 5 个元素的群，具有 10 个元素的群及具有 15
个元素的群的实例，进而对结果进行对比分析。 

如图 2 所示，为生成的具有五个元素的群的实例。 
用 0 1 2 3 4, , , ,E E E E E 分别表示群中的五个元素。观察图中群的实例可知，其中 4E 表示该群中的单位元 
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Figure 1. Instance 
图 1. 实例 

 

 
Figure 2. Instance 
图 2. 实例 

 

(unit)， 0 1,E E 互为逆元(inv)， 2 3,E E 互为逆元(inv)，且满足单位元唯一和逆元唯一的性质。 
对得到的结果进行对比分析，定义 1 和定义 2 生成的具有 10 个和 15 个元素的群同样是相同的。此

外，我们还验证了具有更多元素的群，均能得到相同的结果。由此，可证明使用 Alloy 验证群定义是可

行的。并且运行的时间虽然随元素的增加而增长，但均能在几分钟甚至几秒内解决。 

4. 结论 

通过上述对群定义的建模与等价性的验证，可以发现，使用 Alloy 对群定义进行建模是可行的。只

需要将问题的约束条件描述清楚，再由 Alloy 分析器对模型进行自动分析，通过对比产生的可视化结果

即可将问题解决。并且自动分析模型的时间较短，有效地提高了机器验证的效率。由此可知，Alloy 语言

是一种非常有效的形式化分析语言，对群基本问题的分析与验证有着十分显著的作用。希望本文所提出

的方法，将对群论中至今未解决的猜想研究起到重要作用，有关使用 Alloy 语言解决群的复杂性问题还

有待继续分析研究。 
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