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Abstract 
The mixed finite volume element method for the regularized long wave Burgers equation is de-
veloped and studied. By introducing a transfer operator which maps the trial function space into 
the test function space, the semi-discrete and linear backward Euler fully discrete mixed finite 
volume element schemes are constructed. Stability analysis for semi-discrete scheme is given, the 
existence and uniqueness of the solutions are proved, and optimal error estimates for these 
schemes are obtained. Finally, numerical experiments are given to verify the theoretical results 
and the effectiveness of the proposed schemes. 
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摘  要 

本文研究了正则长波Burgers方程的混合有限体积元方法。引入迁移算子把试探函数空间映射为检验函

数空间，构造了半离散和线性向后Euler全离散混合有限体积元格式，证明了两种离散格式解的存在唯一

性，并得到了最优阶误差估计。最后，给出数值算例来验证理论分析结果和数值格式的有效性。 
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1. 引言 

本文考虑如下正则长波 Burgers 方程 

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )0

0, , ,

, , 0, ,

,0 , ,

t x x xx xxta u u uu u u x t

b u a t u b t t

c u x u x x

σ δ α β+ + − − = ∈Ω×Γ


= = ∈Γ
 = ∈Ω

                         (1) 

其中 ( ),a bΩ = ， ( ]0,TΓ = ， 0 T< < ∞，系数 , ,α δ β 和σ是给定的正常数。α和β分别为耗散系数和色散

系数。 ( )0u x 为给定的初始函数。 
RLW-Burgers 方程(1)又称为 Benjamin-Bona-Mahony-Burgers 方程，是带有耗散项 xxuα− 的正则长波

方程，这类数学物理方程在非线性波问题中有着十分重要的地位。因此，求解此类问题的方法受到广泛

的重视，文献[1]利用未知函数变换的思想，得到了 RLW-Burgers 方程的解析解，文献[2]运用一类含参数

的 G 展开法得到了多种函数形式的显式行波解。这些解析解是在限定了初边值条件下给出的，因此研究

该方程的数值计算方法是很有意义的。文献[3]研究了 RLW-Burgers 方程的有限差分法，给出了收敛性和

稳定性分析。文献[4]构造了 RLW-Burgers 方程的 H1-Galerkin 混合有限元格式，给出了半离散和全离散

格式的最优阶误差估计，并给出数值实验算例。文献[5]运用径向基函数法数值求解了高维广义

Benjamin-Bona-Mahony-Burgers 方程。 
混合有限体积元方法又称为混合控制体积方法，最早是由 Russel 在文献[6]中求解线性椭圆问题时提

出，随后文献[7] [8]通过数值实验验证该方法的可行性。Chou 等人在文献[9] [10]中分别在三角形网格和

矩形网格剖分下，使用最低阶 Raviart-Thomas 有限元空间作为试探函数空间，构造了椭圆方程的混合有

限体积元格式并给出了最优阶误差估计。该方法不仅可以利用有限体积元方法的简便性同时求解多个不

同的物理量，而且还可以保持某些物理量的局部守恒性，因此该方法自提出以来得到了很大的关注和发

展，已经被用来求解二阶拟线性椭圆方程[11]、正则长波方程[12]、抛物方程[13] [14]、阻尼 sine-Gordon
方程[15]等数学物理方程。本文研究了 RLW-Burgers 方程(1)的混合有限体积元方法，构造了半离散和线

性向后 Euler 全离散混合有限体积元格式，给出了理论分析并通过数值算例验证了方法的有效性。 
本文余下部分安排如下：第 2 节，给出混合有限元形式，并引入迁移算子构造了半离散混合有限体

积元格式；第 3 节，给出了迁移算子的一些性质，并给出半离散格式解的存在唯一性和稳定性以及误差

估计；第 4 节，构造了线性向后 Euler 全离散格式，给出了全离散格式解的存在唯一性和最优阶误差估计；

第 5 节，给出了数值算例验证该方法的有效性。本文理论分析时所用的 C 都是与空间网格参数 h 和时间

离散步长 t∆ 无关的正常数。 

2. 半离散混合有限体积元形式 

引入流量函数 ( ) ( )
2 x xtf u u f u u uδ

σ α β= + − − ，其中 ( ) 2f u u= ，于是可以把原方程(1)改写为下面的
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形式 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )0

0, , ,

, , ,
2

, , 0, ,

,0 , .

t x

x xt

a u p x t

b p u f u u u x t

c u a t u b t t

d u x u x x

δ
σ α β

+ = ∈Ω×Γ

 = + − − ∈Ω×Γ

 = = ∈Γ

 = ∈Ω

                          (2) 

则相应的混合变分形式为：求 ( ) ( ){ } ( ) ( )1 2
0,u t p t H L∈ Ω × Ω ，使得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
0

2

0

, , 0, ,

, , , , , , ,
2

,0 , .

t x

x xt

a u v v p v H

b p q u q u q u q f u q q L

c u x u x x

δ
σ α β

 − = ∀ ∈ Ω

 − + + = ∀ ∈ Ω

 = ∈Ω

                 (3) 

现在对区域 [ ],a bΩ = 使用以下节点做原始网格剖分： 0 1 2 Na x x x x b= < < < < = 。对应的对偶网格

剖分为： 0 1 2 3 2 1 2N Na x x x x x b−= < < < < < = ，其中 ( ) ( )1 2 1 2, 0 1i i ix x x i N+ += + ≤ ≤ − 。则原始网格剖分

[ ]{ }1, ; 0,1, , 1h i i iT A x x i N+= = = − 。记 1i i ih x x+= − ，
0 1
max ii N

h h
≤ ≤ −

= 。假设 hT 为拟一致剖分，即存在正常数α

使得 ( ), 0,1, , 1ih h i Nα≥ = −
。记

*
0 0 1 2,A x x =   ，

*
1 2 ,N N NA x x− =  ， ( )*

1 2 1 2, , 1, 2, , 1i i iA x x i N− + = = −   ，

则对偶剖分为 { }* * : 0,1, ,h iT A i N= =  。基于剖分 hT ，选取有限元空间 0h hH L× 作为试探函数空间，其中 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1 2
0 0 1 0: , , : , .h h h h h h h hAH H P A A T L v L v P A A Tω ω= ∈ Ω ∈ ∀ ∈ = ∈ Ω ∈ ∀ ∈  

记{ }: 1, 2, , 1i i Nϕ = −
和{ }: 0,1, , 1

iA i Nχ = − 分别为有限元空间 0hH 和 hL 的基，其中 iφ 是分段线性

多项式(见文献[12])，
iAχ 是集合 iA 的特征函数。 

定义迁移算子 ( )2
0:h hH Lγ → Ω 如下 

( ) *

1

0
1

, .
i

N

h h h i h hA
i

x Hγ ω ω χ ω
−

=

= ∀ ∈∑  

则有 ( )* 1, 2, , 1
i

h i A
i Nγ ϕ χ= = − 。选取检验函数空间 ( )h hY R γ= 为 hγ 的值域。系统(1)中(a)和(b)方程

分别在对偶剖分和原始剖分上进行积分，得到 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

* 1 2 1 2d , , 0, , 1 1 ,

d d , , 0 1 .
2

i

i i

t i iA

x xtA A

a u x p x t p x t t i N

b p u u u t f u x t i Nδ
σ α β

+ −
 + − = ∈Γ ≤ ≤ −


 − + + = ∈Γ ≤ ≤ −


∫

∫ ∫
                  (4) 

利用迁移算子 hγ ，可以把(4)改写为下列的形式： 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
0, 0, ,

, , , .
2

t x h h h h

x xt h h h h

a u p v v H

b p u u u q f u q q L

γ

δ
σ α β

 + = ∀ ∈



− + + = ∀ ∈

                       (5) 

注意到 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )*

1 1

1 2 1 2
1 1

, d d , .
i

N N

x h h x h i h i i i h hA
i i

p v p v x x v x p x p x x b v pγ γ
− −

+ −
= =

= = − =∑ ∑∫              (6) 

通过计算可知 ( ) ( ) 0, , , ,h h h hx h h h h hb v q v q v H q Lγ = − ∀ ∈ ∀ ∈ ，利用形式(5)可以得到半离散混合有限体积
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元格式：求 ( ) ( ){ } 0,h h h hu t p t H L∈ × ，使得 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

0

0

, , 0, ,

, , , , , , ,
2

0 ,

ht h h hx h h h

h h h h hx h hxt h h h h h

h h

a u v v p v H

b p q u q u q u q f u q q L

c u u

σ

δ
σ α β

π

 − = ∀ ∈

 − + + = ∀ ∈

 =

               (7) 

其中 hπ 是椭圆投影算子，具体定义见第 3 节。 

3. 半离散混合有限体积元形式的误差估计 

为了进行误差估计，首先给出迁移算子 hγ 的性质。 
引理 3.1 [12]：迁移算子 hγ 是有界的，且满足 

03 , .h h h h hHγ ω ω ω≤ ∀ ∈                                  (8) 

引理 3.2 [12]：迁移算子 hγ 满足对称性，即有 

( ) ( ) 0, , , , .h h h h h h h h hv v v Hω γ γ ω ω= ∀ ∈                               (9) 

引理 3.3 [12]：迁移算子 hγ 满足下述正定性 

( ) 2
0

3, , .
4h h h h h hHγ ω ω ω ω≥ ∀ ∈                                (10) 

引理 3.4 [12]：设 I 是恒等算子，则迁移算子 hγ 满足下述性质 

( ) 01

12 , .
12h h h h hI h Hγ ω ω ω− ≤ ∀ ∈                               (11) 

( )( ) 01

12, , , .
12h h h h h h h hv I h p p Hγ ω ω ω− ≤ ∀ ∈                           (12) 

下面引入椭圆投影算子 ( )1
0 0:h hH Hπ Ω → ，满足 

( )( ), 0, ,h h h hx
v v Lω π ω− = ∀ ∈ 其中 ( )1

0 .Hω∈ Ω                            (13) 

同时引入 2L 正交投影算子 ( )2:h hR L LΩ → ，满足 

( ), 0, ,h h h hR v v Lϕ ϕ− = ∀ ∈ 其中 ( )2 .Lϕ∈ Ω                             (14) 

由文献[16] [17]可知，对 0,1i = ，下列估计式成立 

1

,
ii i

h
i i iCh

t t t
π ωω ω∂∂ ∂

− ≤
∂ ∂ ∂

其中 ( )1
0 ,

i

i H
t
ω∂
∈ Ω

∂
                          (15) 

21

,
ii i

h
i i iCh

t t t
π ωω ω∂∂ ∂

− ≤
∂ ∂ ∂

其中 ( ) ( )2 1
0 ,

i

i H H
t
ω∂
∈ Ω ∩ Ω

∂
                       (16) 

1

,
ii i

h
i i i

R Ch
t t t

ϕϕ ϕ∂∂ ∂
− ≤

∂ ∂ ∂
其中 ( )1 .

i

i H
t
ϕ∂
∈ Ω

∂
                           (17) 

利用算子 hγ ，可以得到下述引理。 
引理 3.5 [12]：存在与 h 无关的正常数 C 使得 

( )1
01 , ,h hv v Ch v v Hγ π− ≤ ∀ ∈ Ω                               (18) 
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( )( ) ( )1
0 01, , , .h h h h hv I Ch v v H Hγ ω ω ω− ≤ ∀ ∈ Ω ∀ ∈                       (19) 

为了对半离散格式进行误差估计，将误差写为 

,h h h hu u u u u uπ π ξ η− = − + − = +  

.h h h hp p p R p R p p ρ ε− = − + − = +  

格式(3)和格式(7)作差，利用投影算子可得误差方程为 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

0( ) , , , , , ,

, , , , , , , ,
2

0 0 0 0.

t h h hx t h h t h h h h

x h xt h h h h h h h h

h h

a v v v u I v v H

b q q q q q f u f u q q L

c u u

η γ ε ξ γ γ

δα η β η ε σ η ξ

η π

 − = − − − ∀ ∈

 + + − = − − ∀ ∈

 = − =


        (20) 

类似于文献[12]中的证明，可以得到下述半离散格式解的存在唯一性和稳定性。 
定理 3.1：半离散格式(7)存在唯一解{ },h hu p ，且存在与 h 和 t 无关的正常数 C，使得 

( ) ( )0 01 11
, ,h hu t C u u t C u

∞
≤ ≤  

( ) ( ) ( )2 3
0 0 01 1 11

.ht hu t p t C u u u+ ≤ + +  

下面给出半离散格式(7)的误差估计。 
定理 3.2：设{ },u p 是混合变分形式(3)的解，{ },h hu p 是半离散格式(7)的解，则存在与 h 和 t 无关的

正常数 C，使得 

( ) ( ) ( ) ( )( )
1

22 2
1 11 2 0

d ,
t

h tu t u t Ch u t u u s
 
 − ≤ + +
 
 

∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

22 2
1 11 2 1 0

d ,
t

t ht t tu t u t Ch u t u t u u s
 
 − ≤ + + +
 
 

∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

22 2
11 11 1 0

d .
t

h t tp t p t Ch p t u t u u u s
 
 − ≤ + + + +
 
 

∫  

证明：在误差方程(20)中取 ,h h xv qη η= = ，则有 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

, , , ,

, , , , .
2

x x xt x t h x

t h t h x h xu I f u f u

α η η β η η η γ η σ η η
δ

ξ γ η γ η ξ η η

+ + −

= − − − + − −
                    (21) 

则由引理 3.5 及引理 3.1，有 

( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

2 21 d , ,
2 d

, , , , .
2

x x h x

t h t h x h x

t

u I f u f u

α η β η η γ η σ η η

δ
ξ γ η γ η ξ η η

+ + −

= − − − + − −
                    (22) 

易知 ( ) ( ) ( ) ( ), , 0h xf u f u C ξ η η η− ≤ + = 。则(22)式可变为 

( )( ) ( )2 2 2 2 22 22
1

1 d , .
2 d 2x x h x t tC h u

t
αα η β η η γ η η ξ ξ η+ + ≤ + + + +               (23) 
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对(23)两边关于 t 积分，可得 

( )2 2 2 22 2 22
10 0

3d d .
4

t t
x x t tt C h u sα η β η η ξ ξ η+ + ≤ + + +∫ ∫                    (24) 

由 Gronwall 引理，可得 

( )2 2 22 2 2
1 10 0

d d .
t t

x t ts C h u sη η ξ ξ+ ≤ + +∫ ∫                            (25) 

为估计
1t htu u− ，在(20)中取 ,h t h xtv qη η= = ，则有 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

, , , ,

, , , , .
2

t h t x xt xt xt xt

t h t t h t xt h xtu I f u f u

η γ η α η η β η η σ η η
δ

ξ γ η γ η ξ η η

+ + −

= − − − + − −
                    (26) 

利用迁移算子的性质，并应用 Cauchy-Schwarz 不等式和 Young 不等式，可得 

( )2 2 2 2 2 2 22 22
1

3 3 .
4 8 2t xt t t x t xtC h u β
η β η ξ η ξ η η η+ ≤ + + + + + +                (27) 

整理可得 

( )2 2 2 22 2 2
1 1

3 .
8 2t xt t tC h uβ
η η η ξ ξ+ ≤ + + +                          (28) 

将(25)式代入到(28)式，得到 

( ) ( )2 2 2 2 22 22 2
1 1 10

d .
t

t t t t tC h u C h u sη ξ ξ ξ ξ≤ + + + + +∫                     (29) 

为估计 hp p− ，在(20)式中取 hq ε= ，则有 

( )2 22 2 2 21 .
2x xtCε ξ η η η ε≤ + + + +                            (30) 

将(25)式和(29)式代入到(30)式，得到 

( ) ( )2 2 2 22 2 22 2
1 10

d .
t

t t t tC h u C h u sε ξ ξ ξ ξ≤ + + + + +∫                     (31) 

最后利用投影估计和三角不等式完成定理的证明。 

4. 全离散混合有限体积元格式的误差估计 
令 0 10 Mt t t T= < < < = 是时间区域 [ ]0,T 的剖分， nt n t= ∆ ，其中时间步长 t T M∆ = ，M 是某一正

整数。为了构造全离散格式，对于 [ ]0,T 上函数ϕ，记 ( )n
ntϕ ϕ= ， ( )1n n n

t tϕ ϕ ϕ −∂ = − ∆ 。并记 n
hu 和 n

hp 分

别是 u 和 p 在 nt t= 处的全离散解，现在给出线性向后 Euler 全离散混合有限体积元格式：求 

{ } ( )0, , 1, 2, ,n n
h h h hu p H L n M∈ × =  ，满足 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

0

1

0

, , 0, ,

, , , , , , ,
2

.

n n
t h h h hx h h h

n n n n n
h h h h hx h t hx h h h h h

n
h h

a u v v p v H

b p q u q u q u q f u q q L

c u u

γ

δσ α β

π

−

 ∂ − = ∀ ∈



− + + ∂ = ∀ ∈

 =


    (32) 

首先给出全离散格式的解的存在唯一性证明。 

定理 4.1：设 0
hu 和{ } 1

1
,

ni i
h h i

u p
−

=
是已知的，则线性向后 Euler 混合有限体积元格式(32)存在唯一解{ },n n

h hu p 。 
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证明：全离散格式(32)可以改写为，对 0 ,h h h hv H q L∀ ∈ ∀ ∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1, , , , , , ,
2

n n n n n n
h h h h hx h hx h hx h h h

tt p q t u q t u q u q u q f u qδ
σ α β β − −∆

∆ − ∆ + ∆ + = +   (33) 

( ) ( ) ( )1, , , .n n n
h h h hx h h h hu v t v p u vγ γ−− ∆ =                             (34) 

由于{ } 1

1

N
j j

ϕ
−

=
和{ } 1

1j

N

A
j

χ
−

=
分别是有限元空间 0hH 和 hL 的基函数，则 ,n n

h Oh h hu H p L∈ ∈ 可以表示为 

( ) ( ) ( )
1 1

1 1
, .

j

N N
n n n n
h hj j h hj A

j j
u x u x p x pϕ χ

− −

= =

= =∑ ∑  

将上述表达式应用在(33)式和(34)式上，并取 ( ) ( )1,2, , 1 , 0,1, 2, , 1
ih i h Av i N v i Nφ χ= = − = = −  ，则

全离散格式可以写为下述矩阵形式：求{ } ( ), , 1n n
h hu p n ≥  ，使得 

( ) ( )1 1

1

0.5
,

n nn
h hh

T n n
h h

Bu tF utA t B tC p
tB D u Du

β δβ α σ − −

−

 + ∆ ∆ + ∆ − ∆ 
 =    −∆    

 







        (35) 

其中 

( ) ( )T T

1 2 1 1 2 1, , , , , , , ,n n n n n n n n
h h h hN h h h hNu u u u P P P P− −= =

 
 

( ) ( )
0, , 1; 0, , 1 0, , 1; 0, , 1

, , , ,
i iA Aj jx Ai N j N i N j N

A Bχ χ φ χ
= − = − = − = −

= =
   

 

( ) ( )0, , 1; 0, , 1 1, , 1; 1, , 1
, , , ,j Ai j h ii N j N i N j N

C Dφ χ φ γ φ
= − = − = − = −

= =
   

 

( ) ( )( )T1 1

0, , 1
,

i

n n
h h A i N

F u f u χ− −

= −
=



  

注意到矩阵 A 和 D 是对称正定矩阵，则(35)可变形为 

( )
( )

( )1 1

T 1 T 1

0.5
,

0

n nn
h hh

n
h

tA t B tC Bu tF up
D t B A B tB A C u H

β α σ β δ
β α σ

− −

− −

 ∆ + ∆ − ∆   + ∆
 =    + + ∆ − ∆    

 




     (36) 

其中 ( )1 T 1 1 T 1 1

2
n n n
h h h

tH Du B A Bu B A F uδ
β− − − − −∆

= + +   。当 t∆ 充分小的时候，系统(36)的系数矩阵是可逆的，

从而有唯一解，于是全离散格式(32)有唯一解。 
下面给出全离散格式(32)的误差估计。将误差写为 

( ) ( ) ( ) ( ) ,n n n n
n h n h n h n hu t u u t u t u t uπ π ξ η− = − + − = +  

( ) ( ) ( ) ( ) .n n n n
n h n h n h n hp t p p t R p t R p t p ρ ε− = − + − = +  

将格式(7)与格式(32)作差，利用投影算子可得误差方程为 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( )

1

0

, , , , , , ,

, , , , , ,

, , ,
2

.

n n n n n
t h h hx t h h h h t h h h h

n n n n n n
h h h x h t x h h

n n
h h h h h

n
h h

a v v u I v v v v L

b q q q q q q

f u f u q q H

c u u

η γ ε γ τ γ ξ γ

ε σ ξ σ η α η β η β λ

δ

π

−

 ∂ − = − − − − ∂ ∀ ∈

 − − + + ∂ +


 = − − ∀ ∈

 =

  (37) 

其中 ,n n n n n n
t t xt t xu u u uτ λ= − ∂ = − ∂ 。 

定理 4.2：设{ },n n
h hu p 是系统(32)的解，系统(3)的解{ },u p 满足正则性质： 
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( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 1 1 1
0 0, , , ,t ttu u L H H P L H u L H∞ ∞ ∞∈ Ω Ω ∈ Ω ∈ Ω  

则存在与 h 和 t∆ 无关的正常数 C，使得 

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 11

max .n n n
n h t n t h n hn M

u t u u t u p t p C h t
≤ ≤

− + − ∂ + − ≤ + ∆                     (38) 

证明：在(37)中取 ,n n
h h xv qη η= = ，得到 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )1

, , , ,

, , , ,

, , .
2

n n n n n n n n
t h x x x t x x

n n n n n n n n
t h h x t h

n n n n n
x h x

u I

f u f u

η γ η σ η η α η η β η η

γ η τ γ η β λ η ξ γ η

δ
σ ξ η η−

∂ − + + ∂

= − − − − − ∂

+ − −

                     (39) 

通过简单的计算，可知 

( ) 2 211, ,
2

n n n n
t x x x xt
η η η η − ∂ ≥ −  ∆

                                (40) 

( ) ( ) ( )1 11, , , .
2

n n n n n n
t h h ht
η γ η η γ η η γ η− − ∂ ≥ − ∆

                           (41) 

应用上述不等式及 Cauchy-Schwarz 不等式和 Young 不等式，可得 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 21 1 1

22 2 2 2 2 2 22 1

1

1 1, ,
2 2

.
2

n n n n n n n
h h x x x

n n n n n n n n n
x t t h

t t

C h u f u f u

η γ η η γ η η η α η

α
η τ λ η ξ ξ

− − −

−

 − + − + ∆ ∆
 ≤ + + + + + + ∂ + − 
 

          (42) 

通过计算可得 

( ) ( ) ( ) 1

2 2 2 21 1 1 d
n

n

tn n n n
h tt

f u f u C C t u tξ η −
− − −− ≤ + + ∆ ∫                       (43) 

在(42)式两端同乘 2 t∆ ，并令 n 由 1 到 m 求和，可得 

( )

( ) 1

2 2

1

2 2 2 2 2 2 20 0 2

1 1 11

,

d .
n

n

m
m m m n

h x x
n

m tn n n n n n
t t tt

n

t

C C t h u t u t

η γ η η α η

η ξ η τ λ ξ ξ −

=

=

+ + ∆

 ≤ + + ∆ + + + + + ∂ + ∆ 
 

∑

∑ ∫
       (44) 

注意到 0 0η = ，选取 0
hp 满足 0 0ξ = ，应用引理 3.3 及离散的 Gronwall 引理，可知 

1

2 2 2 2 22

1 11
d .

n

n

m tm n n n n n
t t tt

n
C t h u t u tη τ λ ξ ξ −

=

 ≤ ∆ + + + + ∂ + ∆ 
 

∑ ∫                 (45) 

下面来估计 ( )
1

n
t n t hu t u− ∂ ，在(37)式中取 ,n n

h t h t xv qη η= ∂ = ∂ ，可得 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )1

, , , ,

, , ,

, , , .
2

n n n n n n n n
t h t t x x t x t x t x

n n n n n n
t h t h t t h t

n n n n n n n
t x h t x t x

u I

f u f u

η γ η σ η η α η η β η η

γ η τ γ η ξ γ η

δσ ξ η η λ η−

∂ ∂ − ∂ + ∂ + ∂ ∂

= − − ∂ − ∂ − ∂ ∂

+ ∂ − − ∂ − ∂

                     (46) 

根据(43)式及引理 3.1，可得 
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(
1

2 2

2 2 2 2 22

1 1

2 2 2 22 1 1

3
4

3d .
8

n

n

n n
t t x

n n n n n n
t t

t n n n n
t t t xt

C h u

t u t

η β η

η ξ ξ τ λ

η ξ η β η−
− −

∂ + ∂

≤ + + + ∂ + +

+ ∆ + + + ∂ + ∂
∫

                      (47) 

将式(45)代入式(47)，可得 

1

1

2 2 2 2 2 222 1

1 1

2 2 2 2 22

11

d

d .

n

n

k

k

tn n n n n n n
t t t tt

n tk k k k k
t t tt

k

C h u t u t

C t h u t u t

η ξ ξ τ λ ξ

ξ ξ τ λ

−

−

−

=

 ∂ ≤ + ∂ + + + + ∆ + 
 

 + ∆ + ∂ + + + + ∆ 
 

∫

∑ ∫
               (48) 

下面估计 n n
hp p− 。在(37)式中取 n

hq ε= ，利用引理 3.1，可得 

1

2 2 2 2 2 2 22 1 1

1

1 d .
2

n

n

tn n n n n n n n
t x tt

C t u tε ε η η ξ λ η ξ−
− − ≤ + + ∂ + + + ∆ + + 

 ∫             (49) 

把(45)式和(48)式代入(49)式中，有 

1

1

2 2 2 2 2 2 222 1

1

2 2 2 2 2 22

11

d

d .

n

n

k

k

tn n n n n n n
t t tt

n tk k k k k
t t tt

k

C h u t u t

C t h u t u t

ε ξ ξ τ λ ξ

ξ ξ τ λ

−

−

−

=

 ≤ + ∂ + + + + ∆ + 
 

 + ∆ + ∂ + + + + ∆ 
 

∫

∑ ∫
                (50) 

为了(45)式和(50)式的右端项，利用 Taylor 展开的积分余项公式，可以得到 

1

2 2 d , 1,
n

n

tn
t tt

C s n
t

ξ ξ−∂ ≤ ≥
∆ ∫  

1 1

2 22 2d , d , 1.
n n

n n

t tn n
xtt xttt t

C t u s C t u s nτ λ− −≤ ∆ ≤ ∆ ≥∫ ∫  

最后使用上述不等式以及三角不等式完成定理的证明.  

5. 数值算例 

例 1：本例考虑方程(1)中取 1σ δ α β= = = = ，计算区域 ( )10,10Ω = − ， ( ]0,10Γ = ，初始函数

( ) 2

0 e xu x −= 。空间和时间步长为 0.1h t= ∆ = 。图 1 为数值解 ( ),hu x t 在时间 0,1,2, ,10t =  时的图像，图

2 为数值解 ( ),hp x t 在时间 0,1, 2, ,10t =  时的图像。 

例 2：文中的格式和理论分析的结果也适合于下述广义正则长波 Burgers 方程 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )0

, , , ,

, , 0, ,

,0 , ,

t x x xx xxta u u uu u u g x t x t

b u a t u b t t

c u x u x x

σ δ α β+ + − − = ∈Ω×Γ


= = ∈Γ
 = ∈Ω

                  (51) 

在(51)中取 1σ δ α β= = = = ，计算区域 ( )0,1Ω = ， ( ]0,10Γ = ，初始函数 ( ) ( )0 sin πu x x= ，源项函数

( ) ( ) ( ) ( )π, e π cos π sin π e sin 2π
2

t tg x t x x x− − = − + 
 

，则精确解为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )221, e sin π , , e sin π e sin π .
2

t t tu x t x p x t x x− − −= = +  
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Figure 1. The numerical solution of uh(x,t) 
图 1. 数值解 uh(x,t) 

 

 
Figure 2. The numerical solution of ph(x,t) 
图 2. 数值解 ph(x,t) 
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Table 1. Error estimate and order of convergence 
表 1. 误差估计和收敛阶 

,h t∆  ( )( )1h L H
u u ∞ Ω
−  收敛阶 ( )( )2h L L

p p ∞ Ω
−  收敛阶 

1/40, 1/40 8.5168e-02  1.1649e-02  

1/80, 1/80 4.3098e-02 0.9827 6.0366e-03 0.9484 

1/160, 1/160 2.1679e-02 0.9913 3.0718e-03 0.9747 

1/320, 1/320 1.0872e-02 0.9957 1.5493e-03 0.9875 

 

表 1 给出了上述广义正则长波 Burgers 方程(51)的混合有限体积元格式在不同的空间和时间等距剖分

下的误差估计和收敛精度，可以看出收敛精度与理论分析结果是一致的，这表明混合有限体积元方法求

解广义正则长波 Burgers 方程和正则长波 Burgers 方程是有效的。 
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