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Abstract 
Let ( )nd d d1 2, , ,π =  be a graphic sequence of nonnegative integers and 1 2,π π  are two se-
quences that are obtained by partitioning the elements of π into two sets. A balanced bipartition of 
π is a bipartition 1 2,π π  such that 1 21 1− ≤ − ≤π π , where ( )i i 1,2π =  is denoted to the number 

of elements of iπ . In this paper, let k and m be positive integers, we determine the values

( )maxψ π  and ( )minψ π  of ( )k k, 1− -biregular graphic sequence ( )( ), 1 mmk k= −π . 
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摘  要 

设 ( )nd d d1 2, , ,π = 是非负整数序列， 1 2,π π 是将 π 的所有元素划分为两部分后的两个子序列。如果
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1 21 1π π− ≤ − ≤ ，则称 1 2,π π 是π 的一个平衡二部划分，其中 ( )i i 1,2π = 表示 iπ 中的元素数目。设k和

m是两个正整数， ( )( )mmk k, 1π = − 是双正则可图序列。本文确定了 ( )maxψ π 的值和 ( )minψ π 的值。 
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1. 引言 

本文中只限于讨论有限简单图。未给出的定义请参照文献[1]。设 G 和 H 是简单图，图G H+ 表示 G
与 H 的和，其顶点集为 ( ) ( ) ( )V G H V G V H+ =  ，其边集为 ( ) ( ) ( )E G H E G E H+ =  。 

设 1 2,V V 是图 G 的一个二部划分，如果 1 21 1V V− ≤ − ≤ ，则称 1 2,V V 是 G 的一个二部平衡划分。对于

1,2i = ， ( )ie V 表示两个端点都在 iV 中的边的数目， ( )1 2,e V V 表示两个端点分别在顶点子集 1 2,V V 中的边数。

通常 ( )1 2,e V V 用来表示平衡二部划分的大小。图 G 的一个最大(最小)平衡二部划分 1 2,V V 是图 G 的所有平

衡二部划分中 ( )1 2,e V V 的值达到最大(最小)。与最大，最小平衡划分问题不同，公平划分问题是寻找图 G
的一个划分，使得多个分量同时进行优化。 

本文将把图的公平划分问题变形到度序列的公平划分问题。 
若简单图有顶点集 1 2, , , nv v v 且 iv 的度为 ( )1, ,id i n=  ，则序列 ( )1 2, , , nd d dπ =  称为 G 的度序列。

记 nNS 为所有满足 1 21 0nn d d d− ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ 的整数序列的集合。如果 π 是某个 n 阶简单图 G 的度序列，

那么称 π为可图序列，且 G 为 π的一个实现。记 nGS 为 nNS 中的所有可图序列组成的集合。在可图度序

列中， nr 表示有 n 个 r，即度序列的实现中有 n 个顶点的度为 r。 
给定可图序列 π, 1 2,π π 是将 π的元素划分为两部分后的两个子序列。如果 1 21 1π π− ≤ − ≤ ，则称 1 2,π π

是 π的一个平衡二部划分，其中 ( )1,2i iπ = 表示 iπ 中的元素数目。若 G 是 π的一个实现， 1 2,V V 是 G 的

一个平衡二部划分且 1 2,V V 在 π 中的度序列分别为 1 2,π π ，则称 1 2,V V 为 π 的平衡二部划分 1 2,π π 的一个实

现。 
类似于图的“公平”划分问题，我们考虑度序列的“公平”划分问题：寻找已知可图序列 π 的一个

平衡二部划分 1 2,π π ，使得 1 2,π π 的某个实现 1 2,V V 在 π 的所有平衡二部划分的所有实现下

( ) ( ){ }1 2min ,e V e V 达 到 最 大 或 者 ( ) ( ){ }1 2max ,e V e V 达 到 最 小 ， 记 ( ) ( ) ( ){ }min 1 2min ,e V e Vψ π = ，

( ) ( ) ( ){ }max 1 2max ,e V e Vψ π = 。 若 1 2,V V′ ′ 是 π 的 某 个 平 衡 二 部 划 分 的 一 个 实 现 ， 显 然

( ) ( ) ( ){ }min 1 2min ,e V e Vψ π ′ ′≥ ，
 ( ) ( ) ( ){ }max 1 2max ,e V e Vψ π ′ ′≤ 。 

2. 主要定理及引理 

定理 2.1：(Erdös 和 Gallai [2])设 ( )1 2, , , n nd d d NSπ = ∈ 且
1

n
ii d

=∑ 是偶数。则 nGSπ ∈ 当且仅当对任意

整数 t， 

( ) { }
1 1

1 min , ,1
t n

i i
i j t

d t t d t t n
= = +

≤ − + ≤ ≤∑ ∑
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都成立。 
设 ( )1 2: , , , mp p p= P ， ( )1 2: , , , nq q q= Q 是两个非负整数序列。如果存在一个简单二部图 [ ],G X Y 使

得 X 和 Y 中的顶点度分别是 ( )1 2, , , mp p p 和 ( )1 2, , , nq q q ，那么称序列对 ( ),P Q 是二部可图的，并称二

部图 [ ],G X Y 为 ( ),P Q 的一个实现。Gale [3]和 Ryser [4]分别独立地给出了关于二部可图序列的刻划定理。 
定理 2.2：(Gale [3], Ryser [4]) 设 ( )1 2: , , , mp p p= P 和 ( )1 2: , , , nq q q= Q 是两个非负整数序列且满足

1 2 mp p p≥ ≥ ≥ ， 1 2 nq q q≥ ≥ ≥ 。若
1 1

m n
i ii ip q

= =
=∑ ∑ ，则 ( ),P Q 是二部可图的当且仅当 

{ }( )
1 1

min , 1
t m

i i
i i

q p t t n
= =

≤ ≤ ≤∑ ∑
 

成立。 
引理 2.3：(Yin和Li [5])设 ( )1 2, , , n nd d d NSπ = ∈ ， 1d r= 且

1
n

ii d
=∑ 是偶数。如果 1 1rd r+ ≥ − ，则 nGSπ ∈ 。 

设 ( )1 2, , , n nd d d GSπ = ∈ ，若 1 , 1nd k d k= = − ，则称 π 是 ( ), 1k k − -双正则可图的。本文主要给出双

正则可图序列 ( )( ), 1 mmk k − 的公平划分的上下界。 

3. (k, k − 1)-双正则可图序列的公平划分 ( )maxψ π 的上界 

定理 3.1：设 1k ≥ 是一个正整数，m 是 4 的整数倍且 ( )( ), 1 mm
nk k GSπ = − ∈ 。那么 

1) 若 k m≤ ，则 ( )max 0ψ π = ； 

2) 若 1 2 1m k m+ < ≤ − ，则 ( ) ( )
max

2 1 2
4

k m m
ψ π

− −
≤ 。 

证明：情形(1)： k m≤ 。 

设 ( ) ( )2 21 1, , , 1
m m

mp p k kπ
 

= = −  
 

 ， ( ) ( )2 22 1, , , 1
m m

mq q k kπ
 

= = −  
 

 ，那么 1 2,π π 是 π的一个平衡二部 

划分。这里， 

( )1

, 1
2

1 ,
2 2 2

t

j
j

mkt t
q

m m mk k t t m=

 ≤ ≤= 
  ⋅ + − − < ≤   

∑
若

若
                          (1) 

且 

{ }
( )1

, 1 1
min ,

1 , 1
2 2

m

i
i

mt t k
p t m mk k k t m=

≤ ≤ −
= 

⋅ + − ⋅ − < ≤
∑

若

若
                       (2) 

接下来我们比较 1
t

jj q
=∑ 和 { }1min ,m

ii p t
=∑ 的大小。显然，由(1)和(2)得 kt mt≤ 且 

( ) ( )1 1
2 2 2 2
m m m mk k t k k ⋅ + − − ≤ ⋅ + − ⋅ 

 
。 

若 1, 1
2 2
m mk t k< − < ≤ − ，由(1)和(2)得， 

( ) ( )
1

1 1
2 2 2

t

j
j

m m mq k k t k t
=

 = ⋅ + − − = + − 
 

∑ ； 

{ }
1

min ,
m

i
i

p t mt
=

=∑ 。 
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据 k m≤ 和 1
2
m t k< ≤ − 可得 

{ } ( )
1 1

min , 0
2

t m

j i
j i

mq p t k m t t
= =

 − = − + − < 
 

∑ ∑ 。 

若 1 , 1
2 2
m mk k t− < − < ≤ ，由(1)和(2)得， 1

t
jj q kt

=
=∑ ； 

{ } ( )
1

min , 1
2 2

m

i
i

m mp t k k
=

= ⋅ + − ⋅∑ 。 

显然， 

{ }

( )

1 1
min ,

1 0
2 2

t m

j i
j i

q p t

m mk t k

= =

−

 = ⋅ − − − ⋅ ≤ 
 

∑ ∑
。 

由定理 2.2，( )1 2,π π 是二部可图的。设 [ ]1 2,G V V 是 ( )1 2,π π 的一个实现，则 G 也是 ( )( ), 1 mmk kπ = − 的

一个实现且 1 2,V V 是 G 的一个平衡二部划分。因此， ( ) ( ){ }1 2max , 0e V e V = 。 
故， ( ) ( ) ( ){ }max 1 20 max , 0e V e Vψ π≤ ≤ = ，且 ( )max 0ψ π = 。 
情形(2)： 1 2 1m k m+ < ≤ − 。 

设 ( ) ( )2 21 , 1
m m

k m k mπ  ′ = − − − 
 

， ( ) ( )2 22 , 1
m m

k m k mπ  ′ = − − − 
 

。由于
2
m

是偶数，所以 1 2,π π′ ′的度和

( )2 1 2
2
mk m− − ⋅ 为偶数。由引理 2.3 知， , 1, 2i nGS iπ ′∈ = 。设 iG 是 iπ ′的一个实现且 ( ) ( )1,2i iV G V i= = ， 

[ ]1 2 ,, m mH V V K= 。令 1 2G H G G= + + 。容易验证 G 是 π的一个实现，且 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )
max 1 2 21

2 1 2
max ,

4
k m m

e V e V e V e Vψ π
− −

≤ = = = 。 

证毕。 

4. (k, k-1)-双正则可图序列的公平划分 ( )minψ π 的下界 

定理 4.1：设 1k ≥ 是一个正整数，m 是 4 的整数倍且 ( )( ), 1 mm
nk k GSπ = − ∈ 。那么 

1) 若 k m< ，则 ( ) ( )
min

2 1
4

k m
ψ π

−
≥ ； 

2) 若 2 1m k m≤ ≤ − ，则 ( ) ( )
min

1
2

m m
ψ π

−
= 。 

证明：情形(1)： k m< 。 

设 ( )2 21 , 1
m m

k kπ
 

= −  
 

， ( )2 22 , 1
m m

k kπ
 

= −  
 

，则 1 2,π π 是 π 的一个平衡二部划分。由于
2
m
是偶数，所

以 1 2,π π 的度和 ( )2 1
2
mk − ⋅ 为偶数。又由引理 2 . 3 可得， 1 2, nGSπ π ∈ 。设 iG 是 iπ 的一个实现且 

( ) ( )1,2i iV G V i= = ，令 1 2G G G= + 。容易验证 G 是 π的一个实现， 1 2,V V 是 G 的一个平衡二部划分且 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )
min 1 2 1

2 1
min ,

4
k m

e V e V e Vψ π
−

≥ = = 。 
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情形(2)： 2 1m k m≤ ≤ − 。显然 ( ) ( )
min

1
2

m m
ψ π

−
≤ 。 

设 ( ) ( ) ( )2 21 1, , 1 ,
m m

mp p k m k mπ  ′ = = − + − 
 

 ， ( ) ( ) ( )2 22 1, , 1 ,
m m

mq q k m k mπ  ′ = = − + − 
 

 。这里， 

( )

( ) ( )1

1 , 1
2

1 ,
2 2 2

t

j
j

mk m t t
q

m m mk m k m t t m=

 − + ≤ ≤= 
  − + ⋅ + − − < ≤   

∑
若

若
                      (3)

 
且 

{ }
( ) ( )1

, 1
min ,

1 ,
2 2

m

i
i

mt t k m
p t m mk m k m k m t m=

≤ ≤ −
= 

− + ⋅ + − ⋅ − < ≤
∑

若

若
                   (4) 

接下来我们比较 1
t

jj q
=∑ 和 { }1min ,m

ii p t
=∑ 的大小。显然，由(3)和(4)得 ( )1k m t mt− + ≤ 且 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 2 2 2
m m m mk m k m t k m k m − + ⋅ + − − ≤ − + ⋅ + − ⋅ 

 
。 

若 ,
2 2
m mk m t k m< − < ≤ − ，由(3)和(4)得， 

( ) ( ) ( )
1

1
2 2 2

t

j
j

m m mq k m k m t k m t
=

 = − + ⋅ + − − = + − 
 

∑ ； 

{ }
1

min ,
m

i
i

p t mt
=

=∑ 。 

据 2 1m k m≤ ≤ − 和
2
m t k m< ≤ − 可知 

{ } ( )

( )
( )

1 1
min ,

2

1 2 0

t m

j i
j i

mq p t k m t mt

t k m t mt

k m t

= =

− = + − −

< + − −

= + − ≤

∑ ∑

 

若 ,
2 2
m mk m k m t− < − < ≤ ，由(3)和(4)得， ( )1 1t

jj q k m t
=

= − +∑ ； 

{ } ( ) ( )
1

min , 1
2 2

m

i
i

m mp t k m k m
=

= − + ⋅ + − ⋅∑ 。 

显然， 

{ } ( ) ( )
1 1

min , 1 0
2 2

t m

j i
j i

m mq p t k m t k m
= =

 − = − + ⋅ − − − ⋅ ≤ 
 

∑ ∑ 。 

由定理 2.2，( )1 2,π π′ ′ 是二部可图的。设 [ ]1 2,G V V′ 是 ( )1 2,π π′ ′ 的一个实现， i mG K= 且 ( ) ( )1,2i iV G V i= = 。

令 1 2G G G G′= + + ，则 G 是 ( )( ), 1 mmk kπ = − 的一个实现且 1 2,V V 是 G 的一个平衡二部划分。故， 

( ) ( ){ } ( )
1 2

1
min ,

2
m m

e V e V
−

= 。 

因此，
( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )

min 1 2

1 1
min ,

2 2
m m m m

e V e Vψ π
− −

≥ ≥ = ， ( ) ( )
min

1
2

m m
ψ π

−
= 。证毕。 
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