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Abstract 
A graph Γ is called ( )X s, -arc regular, if X Aut≤ Γ  is regular on s-arc set. Feng’s paper [1] 
determined all one-regular graphs of square-free order and prime valent are Cayley graphs. Quite 
a lot of works with small valency are known, see [2] [3] [4]. We determined all 2-arc-regular 
graphs of square-free order and prime valency, where the degree ( )t 3 mod4≡ . 
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摘  要 

称一个图为s-弧正则图，如果图的全自同构群在图的s弧集上是正则的。Feng等在[1]中证明了素数度的1-
弧正则图都是Cayley图，随后出现一些小度数图的研究，见[2] [3] [4]。本文即确定了平方自由阶素数度

的2-弧正则图，其中度数t满足 ( )t 3 mod4≡ 。 
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1. 引言 

一个图与其全自同构群密切相关，全自同构群是图论中的一个基本且重要的研究对象，一个图的全

自同构群越大，图的对称性越好，故寻找一个图的自同构群便成为研究图的首要却也十分困难的任务。

正则图是一类简单图，图的许多性质都是从正则图的研究开始的，比如正则图的连通性，对称性，所以

研究正则图的性质成为图论的一个活动领域。本文便完全确定了平方自由阶的素数度 2-弧正则图，其中

度 ( )3 mod 4t ≡ 。 
本文所得主要结果如下： 
定理 1.1. 设Γ为 2n 阶 t 度的 2-弧正则图，其中 n 为平方自由的且至少包含三个素因子，t 素数，且

( )3 mod 4t ≡ ，则 3t = ，且Γ满足： 

( )2,Aut PSL qΓ = ， ( ) 3Aut SαΓ = ，其中 ( )3 mod8q ≡ ± ，
( )( )1 1

.
24

q q q
n

+ −
=  

2. 预备引理 

为了证明以上定理，我们给出几个重要的结果。 
首先是含有二面体 Sylow 2-子群的有限群，参见[[5]，引理 2.4]。 
引理 2.1. 设 G 为一个含二面体 Sylow 2-子群的有限群，M 是 G 的最大奇数阶正规子群，则 G/M 同

构于下列群之一：  
1) (二面体) 2-子群； 
2) 4A 或 7A ； 
3) ( )( )2,Aut PSL q 的包含 ( )2,PSL q 的子群，其中 5q ≥ 为奇素数幂。 
下面给出关于局部本原图的一个性质。参见[[6]，定理 4]。 
引理 2.2. 设 ( ),V EΓ = 为平方自由阶 k 度， 3k ≥ 的 G-局部本原联通图。假设 G 在 VΓ上传递且Γ不是

完全二部图，则下述之一成立： 
1) 2 :n kG D Z= ，2nk 为平方自由的，k 为 nk 的最小素因子，Γ为二面体 2nD 上的 Cayley 图； 
2) :G M X= ，其中 M 为平方自由阶的，X 为几乎单群且 ( ) ;soc X T=  
a) ( ) 11 12 22 23 24, 1, , , ,soc G M M M M M J= ； 
b) nG A= 或者 nS ，其中 3n k< ； 
c) ( )2,G PSL p= 或 ( )2,G PGL p= ； 
d) ( ) ( )2, fsoc G PSL p= ， 2f ≥ ，且 9fp > ，或者 1| fk p − 或者 2f = ， | 1k p + ； 

e) G 为 Lie 型单群 ( )fGF p ， p k≤ ，或者
2
d f k  <  

，G 为 d 维典型群， 3d ≥ 。或者 2 f k< ， 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 4 4 6 7, , , ,f f f f fsoc G G p D p F p E p E p= 。且 MT M T= × 有至多两个轨道并且Γ为 T-边传递图，

特别地，如 ( )2,T PSL p= ，则 , ,M T kα 满足[[6]，表 3]。 
下面给出平方自由阶弧传递 3 度图的一个引理，参见[7]。 
引理 2.3. 设 G 为 2n 阶弧传递 3 度图，其中 n 为平方自由的且至少包含三个素因子，则下述之一成

立： 
1) ( )Aut Γ 可解，且 ( ) 2 3:nAut D ZΓ ≅ ； 
2) ( ) ( )2,Aut PSL pΓ = ，其中 19p ≥ 为一素数。 
下面的定理稍微改进了 Praeger，参见[[8]，定理 4.1]的一个著名结果，见[9]。 
命题 2.1. 设Γ为素数度 ( ),X s -弧正则图，且假设 N X Aut≤ Γ 在 VΓ上至少有 3 个轨道，则下述之一

成立： 
1) N 在 VΓ半正则， ( )NX N Aut≤ Γ 为 ( ),X N s -弧正则图，且Γ为 NΓ 的一个正规 N-覆盖； 
2) ( )X X Nα δ≅ ，其中 Vα ∈ Γ， MVδ ∈ Γ ； 
3) 如果 X 有一正规子群 M N⊂ ，则 MΓ 为 ( ),X M s -弧正则，且是 NΓ 的一个正规 N/M-覆盖。 
群 ( )2,PSL q 的极大子群是知道的，下面我们给出一个引理，参见[10]。 
引理 2.4. 设 ( )2,G PSL q= ， 5nq p= ≥ ，p 为素数，则 G 的极大子群同构于下列群之一： 
1) ( )2 1q

d

D − ，其中 ( )2, 1d q= − ，且 5,7,9,11q ≠ ； 
2) ( )2 1q

d

D + ，其中 ( )2, 1d q= − ，且 7,9q ≠ ； 
3) 1 ;q q

d
−   

4) 4A ，其中 5q p= = ，或 ( )3,13,27,37 mod 40q p= = ； 
5) 4S ，其中 ( )1 mod8q ≡ ± ； 
6) 5A ，其中 ( )1 mod10q ≡ ± ； 
7) ( )2, mPSL p ， n m为奇素数； 
8) ( )22,

n

PSL p ，n 为偶数。 
接下来我们给出 ( )2,PSL q 极大子群[10]的一个推论。 
推论 2.1. 设 1:t tH Z Z −≅ 为 ( )2,PSL q 的子群，其中 5q ≥ ，t 都是奇素数。则 3t = 。 
证明：因为 q 为奇素数， ( )2, 1 2d q= − = ，H 包含在 ( )2,PSL q 的极大子群里，我们逐一验证引理 2.4

的可能的情况。(1)~(3)由阶数算是不可能的，排除。(7)和(8)中，因为 q 为奇素数，没有 p 值使之存在,
排除。(4)和(5)中，H 为 3 2:Z Z 满足。(6)中， 5A 中没有 20 阶的子群，排除。综上，H 只可能为 3 2:Z Z ，

我们得到 3t = 。 
通过 Magma [8]，我们可以检验一个图是否为 3 度 2-弧正则图。我们给出一个 2-弧正则图关于

( )2,19PSL 的例子。 
例子 2.1. 设 ( )2,19G PSL= 为作用在 20 个点上的置换群。设： 
a = (1, 3)(2, 13)(4, 5)(6, 10)(7, 12)(8, 19)(9, 14)(11, 15)(16, 17)(18, 20)； 
b = (1, 16, 4)(3, 5, 17)(6, 20, 7)(8, 15, 9)(10, 12, 18)(11, 19, 14)； 
c = (1, 18)(2, 8)(3, 20)(4, 16)(5, 17)(6, 11)(7, 9)(10, 15)(12, 14)(13, 19)； 
证明：设 ,H a b= ，则 3H S≅ ， ,H c G= 且 : 3cH H H∩ = ，因此 ( )Cos , ,G H HcH 是 ( ), 2G -弧正

则 3 度图。而且这个图是在同构意义下的自同构群为 ( )2,19PSL 的 2-弧正则 3 度图。 
接下来给出一个 2-弧正则图关于 ( )2,29PSL 的例子。 
例子 2.2. 设 ( )2,29G PSL= 为作用在 30 个点上的置换群。设 
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e = (3, 16)(4, 20)(5, 26)(6, 9)(7, 28)(8, 14)(10, 18)(11, 12)(13, 29)(15, 23)(17, 30)(19, 25)(21, 22)(24, 27)； 
f = (1, 14, 8)(2, 7, 28)(3, 27, 10)(4, 9, 13)(5, 12, 21)(6, 20, 29)(11, 26, 22)(15, 30, 19)(16, 18, 24)(17, 23, 

25)； 
g1 = (1, 2)(3, 25)(4, 7)(5, 29)(6, 15)(8, 17)(9, 23)(10, 27)(13, 26)(14, 30)(16, 19)(18, 24)(20, 28)(21, 22)； 
g2 = (1, 2)(4, 21)(5, 11)(6, 25)(7, 23)(8, 14)(9, 19)(10, 30)(12, 26)(13, 24)(15, 28)(17, 18)(20, 22)(27, 29)。 
证明：设 ,H e f= 用 Magma 计算可知： 3H S≅ ， 1 2, , .H g H g G= =  

1 2: : 3g gH H H H H H∩ = ∩ = ，因此 ( )1Cos , ,G H Hg H 和 ( )2Cos , ,G H Hg H 是 ( ), 2G -弧正则 3 度图。

更多的，这两个图是同构意义下，以 ( )2,29PSL 作为全自同构群的唯一的两个不同构的 2-弧正则 3 度图。  

3. 定理证明 

设Γ为 2n 阶素数度 t 度的 2-弧正则图，其中 1 2 sn p p p=  ， 3s ≥ ， ip ，1 i s≤ ≤ 为不同的素数。设 Vα ∈ Γ，

A Aut= Γ表示图Γ的全自同构群。 
定理 3.1. 假设 A 可解，则图Γ不存在。 
证明：如果图Γ存在，首先假设Γ是完全二部图，则 ,t tKΓ = ，当 5t ≥ 时， ( ) 2:t tAut S S ZΓ ≅ × 是不可

解的，与 A 可解矛盾。当 3t = 时， ( )3 3 2:Aut S S ZΓ ≅ × 且Γ是 3 度图，此时 6VΓ = ， A A Vα= × Γ ，则

12Aα = ，而 3 度 2-弧正则图的点稳定子群阶为 6，矛盾。 
假设Γ不是完全二部图，因为素数度的图一定是局部本原图，所以Γ满足引理 2.2，又因为 A 是可解

的，所以Γ满足引理 2.2 (1)，于是 2 :n kA D Z= ， 2A nt= ，则 A tα = 与图Γ为 2-弧正则图矛盾。综上，图

Γ不存在，定理得证。 
下面我们给出定理 1.1 的证明。 
定理 3.2. 设 ( )3 mod 4t ≡ ，A 不可解，则图Γ满足定理 3.1。 
证明：因为Γ为 t 度的 2-弧正则图，所以 ( )2 1A nt t= − ， ( )3 mod 4t ≡ ，设 A 的 Sylow 2-子群 2A ，则

2 4A Z≅ 或 2
2Z 。 

如果 2 4A Z≅ 为循环群，因为 Sylow 2-子群是循环群的有限群都是可解的，所以推出矛盾。于是 2
2 2A Z≅ ，

A 满足引理 2.1。设 M 为 A 的最大的奇数阶正规子群，逐一分析 A/M 的可能性，如果 A/M 为可解的，则

由 M 为可解群，可推出 A 可解，矛盾。于是 7A M A≅ 或满足引理 2.1 (3)。如果 7A M A≅ ，则
2 8A M = ，

这与
2 4A M = 矛盾。所以 ( ) ( )( ) ( ) ( ) 22, 2, 2, 2,f fPSL q A M Aut PSL q PGL q Z PSL q Z Z≤ ≤ = ⋅ = ⋅ ⋅ ，其中

fq p= ，p 为素数。 
断言： ( )2,A M PSL q= ⋅ 且 1f = 。 
假设 ( )2,A M PSL q≠ ，因为 ( ) 22

2, 4PSL q A= = ，所以 ( )2,A M PSL q≠  ( )2 2,Z PGL q= ，所以 2f >
且 f 不是 2 的方幂。因为Γ为 2-弧正则图，由引理 3.1 中类似的分析，可知Γ不是完全二部图。由假设，A
不可解，所以Γ满足引理 2.2 (2)部分。 

于是可以设 :A N X= ，N 是平方自由阶的，X 为几乎单群， ( )soc X T= 。 
考虑到 ( ) ( )( )2, 2,PSL q A M Aut PSL q≤ ≤ ，可推出 M N= 且 ( )2,T PSL q= 。下面逐一验证引理 2.2 (2) 

(i)-(v)。 
因为 ( )2,T PSL q= ，所以(i)和(ii)直接可排除；假设满足(iii)，则 1M = 且 ( )2,A A M PSL q= = 或

( )2,A A M PGL q= = ，均与假设矛盾。假设满足(iv)，则 ( )2, fT PSL p= ， 2f ≥ 且 9fp > ， 1| ft p − 。因

为 2f > ，所以 ( )2 | 2 1p A nt t= − ，如果 t p= ，则 |p n 且 2f = ，矛盾。如果 t p≠ ，则 ( )2 | 1p t − 或 |p n ，

且 | 1p t − ，总之， | 1p t − ，所以 ( ), 1p t = ，这与 1| fp p − 矛盾。 2f = 与假设矛盾。假设满足(iv)，如果 A
为 d 维典型群，此时 3d ≥ ，矛盾。如果 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 4 4 6 7, , , ,f f f f fsoc A G p D p F p E p E p= ，则与
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( )2,T PSL q= 矛盾。 
于是断言成立。  
假设 M 在 VΓ上传递，则 : 2M V M M nαα = Γ = = 为偶数，这与 M 是奇数矛盾。  
假设 M 在 VΓ上有两个轨道，记为 1∆ ， 2∆ ，设

1 2
A A A+

∆ ∆= = ，由[9]，之所以
1 2

A A∆ ∆= ，是因为

{ }1 1 1| gA g A∆ = ∈ ∆ = ∆ ， { }2 2 2| gA m A∆ = ∈ ∆ = ∆ ，下证 2 2
g∆ = ∆ ，因为 1∆ ， 2∆ 为 block，故如果不成立，

则满足
1

2 1 1 2,g g−∆ = ∆ ∆ = ∆ 。 
( ( )

1

1 2 1

gg
−

∆ = ∆ = ∆ ，矛盾。)而且，因为 A 在 VΓ上传递，所以 : 2A A+ = 。由 Frattini 论断，

A MA MAα α
+ += = ，则 A M MA M A A Mα α α

+ = ≅ ∩ 为可解的，且 M 可解，故 A+可解。又因为 : 2A A+ = ，

A A+
 ，故 A 可解。矛盾。  
假设 M 在 VΓ上至少有三个轨道，由命题 2.1，由 M 诱导的正规商图 MΓ 为 ( ), 2A M -弧正则图，其 

中
2

M
nV

M
Γ = 为 平 方 自 由 的 ， ( ) ( )Mval val tΓ = Γ = 。 设 Vα ∈ Γ ， MVδ ∈ Γ ， A A M= ， 则 

1:t tA Aα α −≅ ≅   。设 A Yσ ≤ ，Y 为 ( )2,PSL q 的极大子群，由断言，我们知道 q 为奇素数，所以由推论

得 3t = 。最后，因为 A 不可解且
2 4A = ，由引理 2.3，我们得到 ( ) ( )( )3, 2, ,A A PSL q Sα = ，且 19q ≥ 为奇

素数。因为
( )( )1 1

: 2
24

q q q
A A nα

− +
= = ，其中 n 是平方自由的奇素数，所以 28 | 1q − ， 216 1q − ，8 1q +  

且8 1q − ，得 ( )3 mod8q ≡ ± 且
( )( )1 1

24
q q q

n
+ −

= 定理得证。 

问题：虽然本文已得到一些较好的结果，但还是有许多的不足之处，例如：没有得到对于 2s ≥ 时的

平方自由阶 s-弧正则图的一般结论。这将是一个巨大的工作。 
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