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Abstract 
This paper studies a single machine scheduling and slack due-date assignment and convex resource 
allocation problem with variable job processing times and maintenance. The actual processing time 
of a job is a function of the non-renewable resource amount allocated, position-dependent and 
starting time-dependent deterioration effect. At most, one maintenance is allowed throughout 
the planning time. The objective is to determine the optimal job schedule, optimal common 
slack time, optimal maintenance position and optimal resource allocation to minimize the total 
costs of the earliness and tardiness of the jobs, the common slack time, the cost of resource al-
location, the makespan and the total completion time. According to the related knowledge of op-
timization, we show that the problem is polynomial solvable by transforming it into a matching 
problem. We present a polynomial time optimal algorithm to solve the problem. 
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摘  要 

本文研究带有可变加工时间和维护的松弛交货期与凸资源分配的单机排序问题。工件的实际加工时间是

所分配的不可再生资源量和与工件位置、开始时间有关的退化效应的函数。在规划时间内最多允许执行

一次维护活动。确定最优工件排序、最优公共松弛时间、最优维护位置和最优资源分配方案，使得由工

件的提前惩罚、延误惩罚、交货期公共松弛时间、资源分配费用、最大完工时间和总完工时间构成的总

费用最小。根据优化的相关知识，将问题转化为匹配问题，证明了该问题在多项式时间内是可解的，给

出了多项式时间最优算法。 
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1. 引言 

排序作为一门应用科学，有着深刻的实际背景，它主要产生于机器制造，后来被广泛应用于管理科

学、运输业、计算机科学和工程技术等众多领域。 
在经典的排序问题中，一般假设工件的加工时间是常值且工件必须连续加工不允许中断，但是在实

际生产中，工件的实际加工时间会因为机器设备、工件本身以及资源分配等因素的影响不可能始终是恒

定的，并且可能会需要在一段时间内对机器进行维护来提高它的工作效率。 
在实际中，由于工人或机器的工作时间较长，其工作效率降低，即工件的加工位置越靠后，等待加

工的时间越长，其实际的加工时间越长，也就产生了所谓的退化效应。Oron, D [1]在退化环境中排列具有

可控加工时间的工件。交货期的设定会对生产活动产生一定的惩罚费用，因而如何去设定交货期，使得

支付的费用尽可能少成了需要去探讨的问题。Seidmann [2]等研究了单机排序问题中的最优交货期指派；

Panwalker [3]等采用公共交货期指派来极小化单机排序问题中的总惩罚。Wang [4]等讨论了带有退化工件

和依赖于资源的加工时间的单机交货期指派问题。Lu [5]等讨论了带有学习效应和与资源有关加工时间的

最优交货期指派问题。 
维护活动主要是可以提高生产加工的工作效率，避免由于加工时间过长而多支付一些费用。Yang [6]

等研究了具有退化效应和退化维护活动的单机排序问题，目标是极小化总完工时间。在此基础上，Zhao [7]
等研究了具有一般与工件有关的退化效应和维护活动的单机排序问题来极小化最大完工时间。在此基础

上，Yang [8]等讨论了具有退化效应和退化维护的单机排序问题与松弛交货期指派问题，提出实际加工时 
间 ja

jr jp p r= ， 1,2, ,j n=  ，但如果第 r 个位置的工件被排在了维护之后，它的实际加工时间就变为

( ) ja
jr jp p r i= − ，目的是极小化总费用函数。 

在实际的制造设计和加工生产中，一批工件的加工和生产往往会受到很多诸如润滑剂等资源的约束,
因而具有资源分配的排序问题更具实际意义。分配的资源越多，工件的加工时间就越短。消耗一定的资

源，相应的要承担一定的费用，因此需要平衡两者之间的关系，达到效率最高，总费用最小。Wang [9]
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等探究了工件加工时间依赖于位置、开始加工时间和资源分配的排序问题，提出模型为 
A b
jr j j jp p r ct uβ= + − ，解决了目标函数包括最大完工时间、总完工时间、总完工时间偏差和、总资源费 

用最小化的问题以及目标函数包括最大完工时间、总等待时间、总等待时间偏差和、总资源费用最小化

的问题，给出了相应的多项式时间算法。Wang [10]等讨论了与凸资源有关的加工时间和退化工件的单机

排序问题，给出了多项式时间算法。Li [11]等探讨了带有学习效应、退化工件和与凸资源有关加工时间

的单机排序问题。Sun [12]等研究了具有可变加工时间的交货期指派和凸资源分配排序问题，对于三种交

货期指派方法，证明了可以在多项式时间内极小化包含提前、延迟、交货期指派和总资源消耗费用函数。 
本文研究带有可变加工时间和维护的松弛交货期与凸资源分配的单机排序问题。模型中工件的实际

加工时间是所分配的不可再生资源量和与工件位置、开始时间有关的退化效应的函数。目标是确定最优

工件排序、最优公共松弛时间、最优维护位置和最优资源分配方案，使得由工件的提前惩罚、延误惩罚、

交货期公共松弛时间、资源分配费用、最大完工时间和总完工时间构成的总费用最小。根据优化的相关

知识，将问题转化为匹配问题，证明了该问题在多项式时间内是可解的，给出了多项式时间最优算法。 

2. 问题描述 

考虑问题如下：设有 n 个独立且不可中断的工件 }{ 1 2, , , nJ J J J= 
在零时刻可用，需要在一台机器上

进行加工，同一时刻机器最多只能加工一个工件，每个工件有各自的交货期。如果工件 jJ 排在序列的第

r 个位置，那么它的实际加工时间为： 

( )( ) , , 1,2, ,
k m

j j jp a u bt r j r n= + =   

其中 0ja ≥ 表示工件 jJ 的工作量，k 是一个正实数， 0m ≥ 是一个退化指数， 0ju > 为分配给工件 jJ 的不

可再生资源数量，r 为工件 jJ 被排在序列中的位置， 0t ≥ 为工件 jJ 的开始加工时间， 0b > 为公共退化速

率。 
由于退化会降低生产效率，在机器上可以执行维护操作来消除其带来的影响。假设最多只能允许维

护一次，且可以在任一个工件完工之后立即进行维护。然而预先无法得知维护在序列中的位置，为了使

问题模型更接近于现实，进一步假设：1) 机器在维护后恢复到它的初始状态且退化效应也重新开始；2) 维
护所用时间是它开始时间的线性函数，表达式为 ( )f t tµ σ′ ′= + ，其中 0µ > 是基本维护时间， 0σ > 是一

个维护因子， t′是维护的开始时间。因此，如果工件 jJ 排在维护之后的第 r 个位置，那么它的实际加工 

时间为 ( )( )( )k m
j j jp a u bt r i= + − ，其中 i 表示排在维护之前的工件数量。 

对 于 一 个 给 定 的 序 列 π ， 定 义 jC 、 jW 分 别 为 工 件 jJ 的 完 工 时 间 和 等 待 时 间 ，

{ }max max 1,2, ,jC C j n= = 
、 1

n
jj C

=∑ 分别表示最大完工时间和总完工时间。 { }max 0,j j jE d C= − 和

{ }max 0,j j jT C d= − 分别表示工件 jJ 的提前量和延迟量， ( )0jd ≥ 为工件 jJ 的交货期， j jd p q= + ，

1,2, ,j n=  ，其中 q 为公共松弛时间。注意，q 是一个决策变量。 

本文研究问题的目标是求出最优工件排序 *π 、最优公共松弛时间 q、最优维护位置和最优资源分配

( )* * * *
1 2, , , nu u u u= 

，最小化下述目标函数： 

( ) ( ) 1 max 21 1, , n n
j j j j jj jZ q u E T q v u C Cπ α β γ δ δ

= =
= + + + + +∑ ∑  

其中 1 20, 0, 0, 0, 0α β γ δ δ> > > > > 为给定的常数， ( )0jv > 为资源分配的单位费用。使用三参数表示法可

将上述问题表示为 
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 ( )( ) ( )1 , , ,
k m

j j jma p a u bt r Z q u π= +                            (1) 

其中 β域中的 ma 表示维护。 

3. 初步分析 
下面，就问题的最优排序提出一些引理。一个明显的性质：最优排序中第一个工件从零时刻开始加

工且两个相邻的工件之间没有空闲。为了简便，假设在工件 [ ]iJ 完工之后立即进行维护，即维护之前的工

件数量为 i。 

引理 1：对于一个给定的序列 [ ] [ ] [ ]1 2, , , nJ J Jπ  =   ，如果工件 [ ]jJ 被排在维护之前，它的等待时间和

完工时间分别为 

[ ] [ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( )

[ ] [ ]( ) [ ] [ ]( ) ( ) ( )

[ ] [ ]( ) ( )

1 1 1 2 2 1 1

2 2
1 1 1 1

1 1
1 1

1 1 2

1 1

1

k k km m m
j j

k k mj jm m
j j r rr l r

kj jm m
r rr l r

W C a u a u b a u

a u b a u r bl j

a u r bl

−

− −
− − = = +

− −

= = +

 = = + + +  
  + + + −    

= +

∑ ∏

∑ ∏



 

[ ] [ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( ) ( )

[ ] [ ]( ) ( )

1 1
1 1 1

1 1

1

1

k kj jm m m
j j j j r rr l r

kj jm m
r rr l r

C C a u b a u r bl j

a u r bl

− −
− = = +

= = +

  = + + +    

= +

∑ ∏

∑ ∏
 

其中 [ ]0 0C = ， [ ]j 表示任意给定序列的第 j 个位置。 

证明：用归纳法进行证明。如果 1j = ，可得 [ ] [ ]1 0 0W C= = 和 [ ] [ ] [ ]( ) [ ]1 1 1 11
k mC a u p= = 。假设

[ ] [ ] [ ] [ ]( ) ( )2 2
1 2 1 1 1

ki im m
i i r rr l rW C a u r bl− −
− − = = +

= = +∑ ∏ 和 [ ] [ ] [ ]( ) ( )1 1
1 1 1 1

ki im m
i r rr l rC a u r bl− −
− = = +

= +∑ ∏ 成立，需要证明

[ ] [ ] [ ]( ) ( )1 1
1 1 1

ki im m
i r rr l rW a u r bl− −

= = +
= +∑ ∏ 和 [ ] [ ] [ ]( ) ( )1 1 1

ki im m
i r rr l rC a u r bl

= = +
= +∑ ∏ 。 

如果 j i= ，那么 [ ] [ ] [ ] [ ]( ) ( )1 1
1 1 1 1

ki im m
i i r rr l rW C a u r bl− −

− = = +
= = +∑ ∏  

[ ] [ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( ) ( )

[ ] [ ]( ) ( ) [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( ) ( )

[ ] [ ]( ) ( )

1 1
1 1 1

1 1 1 1
1 1 1 1

1 1

1

1 1

1

k ki im m m
i i i i r rr l r

k k ki i i im m m m m
r r i i r rr l r r l r

ki im m
r rr l r

C C a u b a u r bl i

a u r bl a u b a u r bl i

a u r bl

− −
− = = +

− − − −

= = + = = +

= = +

  = + + +    
  = + + + +    

= +

∑ ∏

∑ ∏ ∑ ∏

∑ ∏

 

证毕。 

引理 2：对于一个给定的序列 [ ] [ ] [ ]1 2, , , nJ J Jπ  =   ，如果工件 [ ]jJ 被排在维护之后，它的等待时间和

完工时间分别为 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( ) ( ) ( )
( ) [ ] [ ]( ) ( ) [ ] [ ]( ) ( ) ( )

1 1
1 1

1 1
1 1 1 1

1

1 1 1

k mj j m
j i i r rr i l r

k k mi i j jm m m
r r r rr l r r i l r

W C C a u r i bl

a u r bl a u r i bl

µ σ

µ σ

− −

= + = +

− −

= = + = + = +

= + + + − +

= + + + + − +

∑ ∏

∑ ∏ ∑ ∏
 

[ ] ( ) [ ] [ ]( ) ( ) [ ] [ ]( ) ( ) ( )1 1 1 11 1 1
k k mi i j jm m m

j r r r rr l r r i l rC a u r bl a u r i blµ σ
= = + = + = +

= + + + + − +∑ ∏ ∑ ∏  
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其中 [ ]j 表示任意给定序列的第 j 个位置。 

证明：与引理 1 证明类似。证毕。 
引理 3：如果 [ ] [ ]j jC d≤ ，那么 [ ] [ ]1 1j jC d− −≤ ， 2,3, ,j n=  ；如果 [ ] [ ]j jC d≥ ，那么 [ ] [ ]1 1j jC d+ +≥ ，

1,2, , 1j n= − 。 

证明：令 [ ]jJ 表示在一个工件序列中，被排在第 j 个位置的工件。考虑维护位置的所有可能情形证明

如下。 
情形 1) 1j i≤ − ：工件 [ ]jJ 被排在工件 [ ]1iJ − 之前或 [ ]jJ 被排在第 ( )1i − 个位置。对于一个给定的排序

π，如果 [ ] [ ]j jC d≤ ，那么 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1 2 2 1 1 1 1j j j j j j j j j j jC C p d q p C q C p q p C d− − − − − − −= + ≤ = + ⇒ ≤ ⇔ + ≤ + ⇔ ≤  

如果 [ ] [ ]j jC d≥ ，那么 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1 1 1 1 1j j j j j j j j j j jC C p d q p C q C p q p C d− + + + += + ≥ = + ⇒ ≥ ⇔ + ≥ + ⇔ ≥  

情形 2) j i= ：工件 [ ]jJ 加工完成之后立即进行维护。对于一个给定的排序 π，如果 [ ] [ ]j jC d≤ ，那么 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1 2 2 1 1 1 1j i i i j i i i i i i i iC C C p d d q p C q C p q p C d− − − − − − −= = + ≤ = = + ⇒ ≤ ⇔ + ≤ + ⇔ ≤  

如果 [ ] [ ]j jC d≥ ，那么 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1j i i i j i i iC C C p d d q p C q−= = + ≥ = = + ⇒ ≥  

 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1 1 1 1 1 1i i i i i i i i iC C p q C p C q p C dµ σ µ σ+ + + + + +⇔ + + + ≥ + + + ⇒ ≥ + ⇔ ≥  

情形 3) 1j i= + ：维护之后立即排工件 [ ]jJ 。对于一个给定的排序 π，如果 [ ] [ ]j jC d≤ ，那么  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1 1 1 1 1j i i i i j i i i jC C C C p d d q p C C qµ σ+ + + + −= = + + + ≤ = = + ⇒ = ≤  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]2 2 1 1 1 1j j j j j jC q C p q p C d− − − − − −⇒ ≤ ⇔ + ≤ + ⇔ ≤  

如果 [ ] [ ]j jC d≥ ，那么 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1 1 1 1 1 1 1 1j i i i i j i i j j j j j jC C C C p d d q p C q C p q p C dµ σ+ + + + + + + += = + + + ≥ = = + ⇒ ≥ ⇔ + ≥ + ⇔ ≥  

情形 4) 1j i> + ：工件 [ ]jJ 被排在工件 [ ]1iJ + 之后。对于一个给定的排序 π，如果 [ ] [ ]j jC d≤ ，那么 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1 1 2 2 1 1 1 1j j j j j j j j j j j jC C p d q p C q C q C p q p C d− − − − − − − −= + ≤ = + ⇒ ≤ ⇒ ≤ ⇔ + ≤ + ⇔ ≤  

如果 [ ] [ ]j jC d≥ ，那么  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1 1 1 1 1j j j j j j j j j j jC C p d q p C q C p q p C d− + + + += + ≥ = + ⇒ ≥ ⇔ + ≥ + ⇔ ≥  

因此，得到引理 3 结论。证毕。 
引理 4：对于任一给定的序列 π，都存在一个最优的松弛交货期，它的公共松弛时间 q 等于某工件的

等待时间。 
证明：令 [ ]jJ 表示在一个工件序列中，被排在第 j 个位置的工件。假设存在一个工件序列 π，使得对

于工件 [ ]sJ 有 [ ] [ ]1s sW q W− ≤ ≤ 。主要考虑 i s< 的情况，其它情况可以类似地证明。令 [ ]1sq W −∆ = − ，注意

[ ]10 sp −≤ ∆ ≤ 。对于给定的 i s< ，维护所用时间为 

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( ) ( )1 2 1 1 1
ki im m

i i j jj l jf t t C p p p a u j blµ σ µ σ µ σ µ σ
= = +

′ ′= + = + = + + + + = + +∑ ∏  

根据引理 3 可知，所有排在 [ ]sJ 前的工件都提前，所有排在 [ ]sJ 后的工件都延迟。 

1) 工件 [ ] ( )1,2, , 1jJ j s= − 提前的费用之和如下： 
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[ ] ( ) ( ) [ ] [ ]
1 2
1 1 11s i s

j j jj j j iE s i j i p jpα α µ σ− −

= = = +
 = − ∆ + + + + ∑ ∑ ∑  

2) 工件 [ ] ( ), 1, ,jJ j s s n= +  延迟的费用之和如下： 

 [ ] ( ) [ ] ( )1 1n n
j jj s j sT n j p n sβ β

= = −
 = − − − + ∆ ∑ ∑  

3) 公共松弛时间的费用(表示为 qZ )为： 

 [ ]( ) ( ) [ ] [ ]( )2
11 1 11n i s

q s j jj j j iZ q n W n p pγ γ γ µ σ −
−= = = +

= = ∆ + = ∆ + + + +∑ ∑ ∑  

4) [ ] ( )( )1 max 1 1
n

jjC p f tδ δ
=

′= +∑  

5) [ ] ( ) [ ] ( ) ( )( )2 21 1 1n n
j jj jC n j p n i f tδ δ

= =
′= − + + −∑ ∑  

因此，总费用由 ( ) [ ] [ ] [ ] [ ]( ) [ ]1 max 21 1, , n n
j j j j jj jZ q u E T q v u C Cπ α β γ δ δ

= =
= + + + + +∑ ∑ 给定，可以将其表示

为 ( ), ,Z q u A Bπ = ∆ + ，其中 ( ) ( )1 1A s n s nα β γ= − − − + +  

( ) [ ] [ ]( ) ( ) [ ]

( ) [ ] [ ]( ) [ ] [ ] ( ) [ ] [ ]( )
( ) ( ) [ ] ( ) [ ]( )

2
1 1 1

2
11 1 1 1 1

1 2 1 1

1 1

1 1

i s n
j j jj j i j s

i s n i n
j j j j j jj j i j j j i

i n
j jj j i

B i j i p jp n j p n

n p p v u p p

n i n j n i p n j p

α µ σ β γµ

γ σ δ σ

δ µ δ µ σ

−

= = + = −

−

= = + = = = +

= = +

= + + + + − +

+ + + + + + +

+ + − + − + + − + − +  

∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑
 

显然，A,B 都是常数，与 Δ无关，且 Z 是关于 Δ的线性函数， 0B ≥ ，要使 ( ), ,Z q u π 最小必须使 

( ) ( )
[ ] ( ) ( )1

0, 1 1 0

, 1 1 0s

s n s n

p s n s n

α β γ

α β γ−

− − − + + ≥∆ =  − − − + + <
 

因此，对于任一给定的序列 π，都存在一个最优的公共松弛时间 q 等于某工件的等待时间。证毕。 
接下来，确定其等待时间等于公共松弛时间 q 的工件 [ ]sJ 的 s 值。要证明工件 [ ]sJ 的位置是费用参数

的一个函数，且与维护无关。 
引理 5：对于最优排序 π，必有 [ ] [ ]1s sq C W−= = ，其中 ( ) ( )s n β γ α β= − +    

( x  表示对 x 上取整，

即取大于等于 x 的最小整数)。 
证明：考虑一个最优排序和最优公共松弛时间，使得对某工件 [ ]sJ 有 [ ] [ ]1s sq C W−= = ，利用经典扰动

技术，研究当移动松弛时间时总费用的变化。当松弛时间左移充分小的正数 ε 个单位时间，总费用的改

变值为 ( ) ( )1 1 1Z s n s nα ε β ε γε∆ = − − + − + − ；相反地，当松弛时间右移 ε 个单位时间，总费用的改变值

为 ( )2Z s n s nα ε β ε γε∆ = − − + 。显然，因为 π 为最优排序，所以 1 0Z∆ ≥ ， 2 0Z∆ ≥ 。由 1 0Z∆ ≥ ，得

( ) ( ) 1s n β γ α β≤ − + + ；由 2 0Z∆ ≥ ，得 ( ) ( )s n β γ α β≥ − + 。因为 s∈Ζ，故 ( ) ( )s n β γ α β= − +   。

证毕。 

4. 问题的最优解 

引理 6：在问题 1)中，第 s 个工件的实际加工时间为 

[ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( ) ( )1 1
1 1 1 ,

k ks sm m m m
s s s r rr l rp a u s b a u r bl s s i− −

= = +
 = + + ≤ 
 ∑ ∏  

[ ] [ ] [ ]( ) ( ) ( ) [ ] [ ]( ) ( ) ( )

[ ] [ ]( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1
1 1

1 1

1 ,

k km mi im m
s s s r rr l r

k m ms s m
r rr i l r

p a u s i b a u r bl s i

b a u r i bl s i s i

µ σ
= = +

− −

= + = +

 = − + + + + − 
 

 + − + − > 
 

∑ ∏

∑ ∏
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由上边引理可得下述结论： 
1) 如果在加工 [ ]sJ 之前进行维护，即 i s< ，那么总费用为： 

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]( ) [ ]

[ ] [ ] [ ]

1 max 21 1

1 1

, , n n
j j j j jj j

n n
j j j jj j

Z q u E T q v u C C

p v u D

π α β γ δ δ

ω

= =

= =

= + + + + +

= + +

∑ ∑
∑ ∑

 

[ ] [ ]( ) [ ] [ ]( ) ( )

[ ] [ ]( ) ( ) ( )

( ) [ ] [ ]( ) ( ) ( )

[ ] [ ]( ) ( ) ( ) ( ) [ ] [ ]

1 1
1 1 1

1

1 1 1

1 1
1 1 1 1

1

1 1

1

k ki j jm m m m
j j j r rj r l r

k m mn
j j jj i

k mn i im m
j r rj i r l r

k m mn j j m
j r r j jj i r i l r j

a u j b a u r bl j

a u j i b j i

b a u r bl j i

b a u r i bl j i v u

ω

ω µ

ω σ

ω

− −

= = = +

= +

= + = = +

− −

= + = + = + =

  = + +    
 + − + − 
 
 + + + − 
 
 + − + − + 
 

∑ ∑ ∏

∑

∑ ∑ ∏

∑ ∑ ∏

[ ] [ ]( ) ( ) [ ] [ ]1 1 1

n

k mn n n
j jj j j jj j i j

D

a u b j i v u Dµω
= = + =

+

= Ω + − + +

∑

∑ ∑ ∑         

 (2) 

其中 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 1 1 , 1,2, ,

1 , 1, 2, , 1

1 , , 1, ,
j

j i n n j n i j i

j n n j j i i s

n j n j j s s n

α σ γ σ δ σ δ σ

ω α γ δ δ

β δ δ

 + + + + + + − + + − =  = + + + − + = + + −
 − + + − + = +







         

 (3) 

 ( )1 2D i n n iα γ δ δ µ= + + + −                                 (4) 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1
1 1 2 3 2

1 22 2

2

1 1 2 1 1 2 3 1 1

1 1 1 1 1 1 2 1

1 1 1

im m m m m m m m m
i l

i im m m m m m
i il l

m im m
n l

b b b b i bl

b bl b bl

b n i bl

ω ω ω ω

σ ω σ ω

σ ω

−

=

+ += =

=

Ω = + + + + + +

+ + + + + + +

+ + − +

∏
∏ ∏

∏



  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1
2 2 3 4 3

1 23 3

3

2 2 3 2 1 3 4 2 1

1 1 2 1 1 2 2 1

1 2 1

im m m m m m m m m
i l

i im m m m m m
i il l

m im m
n l

b b b b i bl

b bl b bl

b n i bl

ω ω ω ω

σ ω σ ω

σ ω

−

=

+ += =

=

Ω = + + + + + +

+ + + + + + +

+ + − +

∏
∏ ∏

∏



  

                                          (5) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

2

1 1 1 1 1 1

1 2 1 1 1 1 1

m m mm m m
i i i i

m m mm m m
i n

i b i i b i bi

b i bi b n i i bi

ω ω σ ω

σ ω σ ω

− − +

+

Ω = − + − + + − +

+ + − + + + + − − +

 

( ) ( ) ( ) ( )1 21 1 1 2 1 mm m m m m m
i i i i ni b i b i b n i iω σ ω σ ω σ ω+ +Ω = + + + + + + + −

 

( )( ) ( ) ( )1
1 1 2 3 21 1 2 1 1 2 3 1 1m m nm m m m m m m

i i i i n l ib b b i b n i blω ω ω ω −
+ + + + = +

Ω = + + + + + + − +∏  

( )( ) ( ) ( )1
2 2 3 4 32 2 3 2 1 3 4 2 1m m nm m m m m m m

i i i i n l ib b b i b n i blω ω ω ω −
+ + + + = +

Ω = + + + + + + − +∏  

  

( ) ( ) ( )1 1 1 1m m m
n n nn i b n i n iω ω− −Ω = − − + − − −  

( )m
n n n iωΩ = −  
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2) 如果在加工 [ ]sJ 之后进行维护，即 i s≥ ，那么总费用为： 

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]( ) [ ]

[ ] [ ]( ) ( ) [ ] [ ]

1 max 21 1

1 1 1

, , n n
j j j j jj j

k mn n n
j jj j j jj j i j

Z q u E T q v u C C

a u b j i v u E

π α β γ δ δ

µυ

= =

= = + =

= + + + + +

= Φ + − + +

∑ ∑

∑ ∑ ∑
             (6) 

其中 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 1 , 1,2, , 1

1 1 , , 1, ,

1 , 1, 2, ,
j

j n i n n j n i j s

n j n i n j n i j s s i

n j n j j i i n

α β σ γ δ σ δ σ

υ β σ δ σ δ σ

β δ δ

 + − + + + + − + + − = −  = − + − + + + − + + − = +       


− + + − + = + +







         

 (7) 

( ) ( )1 2E n i n iβ δ δ µ= − + + −                               
 (8) 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1
1 1 2 3 2

1 22 2

2

1 1 2 1 1 2 3 1 1

1 1 1 1 1 1 2 1

1 1 1

im m m m m m m m m
i l

i im m m m m m
i il l

m im m
n l

b b b b i bl

b bl b bl

b n i bl

υ υ υ υ

σ υ σ υ

σ υ

−

=

+ += =

=

Φ = + + + + + +

+ + + + + + +

+ + − +

∏
∏ ∏

∏



  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1
2 2 3 4 3

1 23 3

3

2 2 3 2 1 3 4 2 1

1 1 2 1 1 2 2 1

1 2 1

im m m m m m m m m
i l

i im m m m m m
i il l

m im m
n l

b b b b i bl

b bl b bl

b n i bl

υ υ υ υ

σ υ σ υ

σ υ

−

=

+ += =

=

Φ = + + + + + +

+ + + + + + +

+ + − +

∏
∏ ∏

∏



  

                                           (9) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

2

1 1 1 1 1 1

1 2 1 1 1 1 1

m m mm m m
i i i i

m m mm m m
i n

i b i i b i bi

b i bi b n i i bi

υ υ σ υ

σ υ σ υ

− − +

+

Φ = − + − + + − +

+ + − + + + + − − +

 

( ) ( ) ( ) ( )1 21 1 1 2 1 mm m m m m m
i i i i ni b i b i b n i iυ σ υ σ υ σ υ+ +Φ = + + + + + + + −

 

( )( ) ( ) ( )1
1 1 2 3 21 1 2 1 1 2 3 1 1m m nm m m m m m m

i i i i n l ib b b i b n i blυ υ υ υ −
+ + + + = +

Φ = + + + + + + − +∏  

( )( ) ( ) ( )1
2 2 3 4 32 2 3 2 1 3 4 2 1m m nm m m m m m m

i i i i n l ib b b i b n i blυ υ υ υ −
+ + + + = +

Φ = + + + + + + − +∏  

  

( ) ( ) ( )1 1 1 1m m m
n n nn i b n i n iυ υ− −Φ = − − + − − −  

( )m
n n n iυΦ = −  

引理 7：对于问题 1)的一个给定排序，可以得到最优资源分配如下： 
对于 i s< 的情况： 

 [ ] [ ]( ) ( )
[ ]( ) ( )1 1 1* , 1,2, ,

k k k

jj j ju k v a j n
+ +

= Ω = 

                      
 (10) 

其中 jΩ 由式(5)给定。 
另外，对于 i s≥ 的情况： 

 [ ] [ ]( ) ( )
[ ]( ) ( )1 1 1* , 1,2, ,

k k k

jj j ju k v a j n
+ +

= Φ =                         (11) 

其中 jΦ 由式(9)给定。 
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证明：下面只证 i s< 的情况，对于 i s≥ 的情况可以类似地证明。式(2)对 [ ] ( )1,2, ,ju j n=  求导，并

令其导数等于 0，得 [ ] [ ]( ) ( )
[ ]( ) ( )1 1 1* k k k

jj j ju k v a
+ +

= Ω 。 

引理 8：[13] 假设存在两个数列{ }jM 和{ }jN ， 1,2, ,j n=  。其中一个数列按递增顺序排列，另一

个数列按递减顺序排列，则对应元素乘积的和 1
n

j jj M N
=∑ 最小。 

对于 i s< 的情况，将式(10)代入式(2)，得到目标函数 ( ), ,Z q u π 在最优资源分配下的一个新的统一表

达式： 

( )( ) ( ) ( )( ) [ ] [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 11 1 1*

1 1, ,
k k k mn nk k k

j jj jj j iZ q u k k v a b j i Dπ π µω
+ +− + +

= = +
= + Ω + − +∑ ∑  

其中 , ,j jDω Ω 分别由式 ( ) ( ) ( )3 , 4 , 5 给定。  

对于 i s≥ 的情况，将式(11)代入式(6)，得到目标函数 ( ), ,Z q u π 在最优资源分配下的一个新的统一表

达式： 

( )( ) ( ) ( )( ) [ ] [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 11 1 1*

1 1, ,
k k k mn nk k k

j jj jj j iZ q u k k v a b j i Eπ π µυ
+ +− + +

= = +
= + Φ + − +∑ ∑  

其中 , ,j jEυ Φ 分别由式 ( ) ( ) ( )7 , 8 , 9 给定。  

明显地，极小化上边两个式子给出的 ( )( )*, ,Z q u π π 分别等价于极小化 [ ] [ ]( ) ( ) ( ) ( )1 1 1

1

k k kn
jj jj v a

+ +

=
Ω∑ 和

[ ] [ ]( ) ( ) ( ) ( )1 1 1

1

k k kn
jj jj v a

+ +

=
Φ∑ 。 

因此，对于问题 1)可以给出如下最优算法： 
算法 1 
第一步 根据引理 5，计算出公共松弛时间的最优位置 ( ) ( )s n β γ α β= − +  ； 

第二步 令维护位置 1r = ； 

第三步 对于 1,2, ,j n=  ，计算 [ ] [ ]( ) ( )1k k

j jv a
+

和 ( ) ( )1 1k
j

+
Ω 或 ( ) ( )1 1k

j
+

Φ 。 

第四步 根据引理 8 对这些工件重新编号，得到一个局部最优排序，并计算出总费用； 
第五步 1r r= + ，如果 r n≤ ，那么执行第三步；否则，执行第六步； 
第六步 全局的最优排序是局部最优排序中总费用最小的排序； 
第七步 根据式(10)或(11)计算出最优资源分配 [ ]

*
ju ，并计算最优排序中的每个工件实际加工时间，松

弛交货期 *d 。 
定理 1 对于问题 1)，利用算法 1 可以通过求解匹配问题在 ( )2 logO n n 时间内得到最优解。 

证明 定理的正确性由上述分析保证。第一、三步的时间复杂度为 ( )1O ，第四步的时间复杂度为

( log )O n n 。因为任一工件完工后都可立即进行维护，所以必须对 n 个不同的维护位置进行评估进而得到

全局最优解。因此求解问题(1)的时间复杂度为 ( )2 logO n n 。证毕。 

5. 结论 

本文研究了带有可变加工时间和维护的松弛交货期与凸资源分配的单机排序问题。确定了最优工件

排序、最优公共松弛时间、最优维护位置和最优资源分配方案，使得由工件的提前惩罚、延误惩罚、交

货期公共松弛时间、资源分配费用、最大完工时间和总完工时间构成的总费用最小。根据优化的相关知

识，将问题转化为匹配问题，证明了该问题在多项式时间内是可解的，给出了多项式时间最优算法。 
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