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Abstract 
This paper presents a new numerical method for a nonlinear integral equation of Hammerstein 
type. Based on the thought of Taylor series expansion and piecewise approximation, a discretiza-
tion format for the nonlinear integral equation of Hammerstein type is made, and the convergence 
and error estimate of the approximation solution are given. The feasibility and validity of this 
method are verified by numerical simulation. It has good research and reference value. 
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摘  要 

本文提出了一种新的Hammerstein型非线性积分方程的数值方法，主要基于泰勒级数展开和分段逼近的

思想，给出了Hammerstein型非线性积分方程的离散化方案，分析了逼近解的收敛性和误差估计，并通

过数值模拟验证了该方法的可行性和有效性，具有很好的研究与参考价值。 
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1. 引言 

积分方程在数学物理的许多分支中出现，如弹性、湿热弹性、流体力学和断裂力学等。因此，解决

线性或非线性积分方程的数学理论和数值解是很重要的。本文考虑 Hammerstein 型的非线性积分方程 

( ) ( ) ( )( ) ( ), d
b

a
x K x y y y f xϕ ϕ− Ω =∫ , [ ],x a b∈ ,                       (1) 

( )f x 是 [ ],a b 上的已知函数， ( )xϕ 是在给定内核 ( ) [ ], , ; ,K x y a b a b∈ 上需要被解的未知函数， ( )( )yϕΩ 是

非线性形式 ( )y Rϕ ∈ 的已知函数，非线性积分算子 0k 被定义为 

 
( )( ) ( ) ( )( )0 , d

b

a
k x K x y y yϕ ϕ= Ω∫ , [ ],x a b∈ ,                         (2) 

之后等式(1)可以被写成算子的形式 

( ) ( ) ( )0I k x f xϕ− = , [ ],x a b∈ ,                              (3) 

这里 I 表示单位算子，由文献[1] [2] [3] [4] [5]可知函数 ( ) ( )( ), ,K x y yϕΩ 和 ( )f x 在不同的假设条件

下 Hammerstein 型积分方程解的存在性和唯一性引起了很多关注。文献[6]将 Petrov-Galerkin 方法推广到

求解非线性的 Hammerstein 型积分方程。文献[7]采用 Toeplitz 矩阵方法对 Hammerstein 型的非线性积分

方程进行了数值求解。 
本文的目的是为 Hammerstein 式的非线性积分方程(1)提供一种新的数值方法。基于泰勒级数展开和

分段逼近的思想，给出了 Hammerstein 型非线性积分方程的离散化方案，进一步分析了逼近解的收敛性

和误差估计。数值结果表明了该方法的有效性。 

2. 一种新的数值方法 

在假设条件 ( ) [ ]1, , ; ,nK x y C a b a b+∈ 和 ( ) ( ) [ ], ,nf x x C a bϕ ∈ 下，在等式(1)的两边对 x 积分 n 次，得到 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ), d

bi i i
xa

x K x y y y f xϕ ϕ− Ω =∫ , [ ],x a b∈ ,                    (4) 

这里 0,1,2, ,i n=  在给出一种新的数值方法之前，我们需要考虑(4)式中一系列的 Hammerstein 式积

分方程解的存在性和唯一性。我们有下面的定理： 
定理 1：假设 [ ],H a b 是一个 Hilbert 空间且 ( ) ( ) [ ],if x H a b∈ 和 ( ) ( ) [ ],i x H a bϕ ∈ ， 0,1,2, ,i n=  算子

( )0,1,2, ,ik i n=  被定义为 

[ ] [ ]: , ,ik H a b H a b→  

和 

 
( )( ) ( ) ( ) ( )( ), d

b i
i xa

k x K x y y yϕ ϕ= Ω∫
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假设算子 ik 满足 Lipschitz 条件如下 

1 1 2i i ik k Mϕ ϕ ϕ ϕ− ≤ −  

常量 0 1iM< < ，之后等式(4)在 Hilbert 空间 [ ],H a b 有唯一解。 
证明：假设 

( )i
i iT f kϕ ϕ= +  

然后等式(4)被改写为 
( )i

iTϕ ϕ=  

 对于 [ ]1 2, ,H a bϕ ϕ∀ ∈ ，我们有 

1 2 1 1 2i i i i iT T k k Mϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− = − ≤ −  

这里算子 ( )0,1,2, ,iT i n=  是收缩算子。基于 Banach 不动点定理，方程 0Tϕ ϕ= 在 [ ],H a b 上有唯一解

( )xϕ ，并且 ( )xϕ 满足 ( )i
iTϕ ϕ= ， 1, 2, ,i n=  。 

为了求解(1)的数值解，选择一系列正交点 0 1 ma x x x b= < < < = 且 1m ≥ 。积分算子 0k 能进一步被一

系列积分算子的和表示，即 

( )( ) ( ) ( )( )1
1

0
0

, dk

k

m x

x
k

k x K x y y yϕ ϕ+
−

=

= Ω∑∫ ,                           (5) 

此外，为了方便我们采取等距正交分点，即 

kx a kh= + , 0,1, ,k m=  , ( )h b a m= − ,                         (6) 

通过引进变量 ξ和 ky x hξ= + ，等式(5)能进一步表达为 

( )( ) ( ) ( )( )
1 1

0 0
0

, d
m

k k
k

k x h K x x h x hϕ ξ ϕ ξ ξ
−

=

= + Ω +∑∫ ,                      (7) 

现在假设 ( )( )kx hϕ ξΩ + 能被表达为以下的 Taylor 级数展式 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )d , ,
! d

k

n n

k k k k n kn
y x

h
x h x h x x R h

n yϕ

ξ
ϕ ξ ϕ ξ ϕ ϕ θ ξ

=

Ω′ ′Ω + = Ω + Ω + + + ,      (8) 

( ), ,n kR hθ ξ 是 Lagrange 余项且 

( ) ( )
( )

1 1

1

d, ,
1 ! d

k

n n

n k n
y

h
R h

n y θ

ξ
θ ξ

+ +

+
=

Ω
=

+
, k k kx x hθ ξ≤ ≤ + ,                      (9) 

因此算子 ( )( )0k xϕ 近似为 

( )( ) ( )
1 1

0 0
0 0

d , d
! d

k

j jm n
n j

kj
k j y x

hk x h K x x h
j y

ϕ ξ ξ ξ
−

= = =

Ω
= +∑∑ ∫ ,                    (10) 

类似的，我们有 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1

0
0

, d
m

i
i x k k

k
k x h K x x h x hϕ ξ ϕ ξ ξ

−

=

= + Ω +∑∫ ,                    (11) 

1, 2, ,i n=  ，等式(11)进一步近似表达为 

 ( )( ) ( ) ( )
1 1

0
0 0

d , d
! d

k

j jm n
in j

i x kj
k j y x

hk x h K x x h
j y

ϕ ξ ξ ξ
−

= = =

Ω
= +∑∑ ∫ ,                    (12) 
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从方程(10)和(12)可以构造 Hammerstein 型非线性积分方程的离散化格式为 

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1

0
0 0 ,

d , d
! d j

k k

j jm n
i i ij

l x l k lj
k j x

hh K x x h f x
j y ϕ

ϕ ξ ξ ξ
−

= =

Ω
− + =∑∑ ∫ ,                 (13) 

0,1, ,i n=  和 ( )0,1, , 1l m= − 。此后
( )( ),

d
d j

k k

j

j
xy ϕ

Ω
意味着变量 ky x= 和近似值 ( )j

kϕ 替代精确值 ( ) ( )j
kxϕ 。 

一般可以用迭代法求解非线性系统(13)，一旦 ( )1m n + 的非线性系统被解决，我们就可以获得 ( ) ( )j
kxϕ 的

数值解 ( )j
kϕ 其中 0,1, ,j n=  和 0,1, , 1k m= − 。 ( )xϕ 的近似解可以进一步给出 

( ) ( )
( )( )

( )
1 1

, 0
0 0 ,

d , d
! d j

k k

j jm n
j

m n kj
k j x

hx f x h K x x h
j y ϕ

ϕ ξ ξ ξ
−

= =

Ω
= + +∑∑ ∫ ,                 (14) 

其中 a x b≤ ≤ 。 
采用分段逼近和 Taylor 级数的思想来展示(14)的近似解。显然，当 n 较大时，非线性系统(13)将是复

杂的，一般情况下，我们可以选择 0,1n = 或 2 和一个较大的 m 去获得精确解的一个比较好的近似解。 

3. 收敛性和误差估计 

这一部分，近似解 ( ),m n xϕ 的收敛性和误差估计是重点。首先，我们给出一个引理如下： 
引理 1：如果有以下条件 

( ) ( ) ( ) ( )
,

, max ,i i
x x ia x y b

K x y K x y P
≤ ≤∞

= = < +∞  

1 1

01 1

d dmax
d d

n n

n na y b
N

y y

+ +

+ +≤ ≤
∞

Ω Ω
= = < +∞ , 

满足 0 1h< < ， 

( )( ) ( )( ) ( )
( )

0 1 0
2 !

in n
i i

PN b a
k x k x h

n
ϕ ϕ +

∞

−
− ≤ →

+
, n →+∞                   (15) 

对于一个固定的 n， 

( )( ) ( )( ) ( )
( )

0 1 0
2 !

in n
i i

PN b a
k x k x h

n
ϕ ϕ +

∞

−
− ≤ →

+
, 0h → ,                  (16) 

其中 0,1,2, ,i n=  。 
证明：运用等式(7) (10) (11) (12)得到 

( )( ) ( )( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

1 11 1

10
0

1
1 20

0 0

0 1

d, d
1 ! d

d
1 ! 2 !

2 !

k

n
i i

n nm
i
x k n

k
y x

n
ni

i

i n

k x k x

h
h K x x h

n y

h mPNhmPN h
n n

PN b a
h

n

ϕ ϕ

ξ
ξ ξ

ξ
ξ

+ +−

+
=

= ∞

+
+

+

− ∞

Ω
= +

+

≤ =
+ +

−
=

+

∑∫

∫
                       (17) 
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在考虑 0 1h< < 的情况下，当 n →+∞时我们有 ( )( ) ( )( ) 0nk x k xϕ ϕ
∞

− → ，对于一个固定的 n，当

0h → 时有 ( )( ) ( )( ) 0nk x k xϕ ϕ
∞

− → 。因此引理得证。 
另一方面，算子 0

nk − 的一个序列数值积分被定义为 

( )( )
( )( )

( )
1 1

0 0
0 0 ,

d , d
! d j

k k

j jm n
n j

kj
k j x

hk x h K x x h
j y ϕ

ϕ ξ ξ ξ
−

−

= =

Ω
= +∑∑ ∫ ,                   (18) 

基于引理 1，可以很容易得到 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )
( ) ( )( ) ( )( )

, 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1
0 0

0 02 !

n
m n

n n n

n n n

n
n n

x x k x k x

k x k x k x k x

k x k x k x k x

P N b a h
k x k x

n

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

−

∞ ∞

−

∞

−

∞ ∞

+
−

∞

− = −

= − + −

≤ − + −

−
≤ + −

+

                     (19) 

另外，我们重写等式(13)为 

( )W FΦ = Φ +  ,                                   (20) 

这里 

( ) ( ) ( )
( )1 1

i
l m n

W ω
+ ×

 Φ = Φ 
  , 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T0 0

0 1 11 1
, , ,i n

l mm n
F f x f x f x f x −

+ ×
   = =    , 

( )
( )

( ) ( ) ( ) T0 0
0 1 11 1

, , ,j n
k mm n

ϕ ϕ ϕ ϕ −
+ ×

   Φ = =   



, 

和 

( ) ( )
( )( )

( ) ( )
1 1

0
0 0 ,

d , d
! d j

k k

j jm n
i i j

l x l kj
k j x

hh K x x h
j y ϕ

ω ξ ξ ξ
−

= =

Ω
Φ = +∑∑ ∫ , 

其中 0,1, ,i n=  和 ( )0,1, , 1l m= − 。 
并且，从等式(4)和(8)，可得到 

( )W F RΦ = Φ + + ,                                 (21) 

这里 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T0 0

0 1 11 1
, , , nj

k mm n
x x x xϕ ϕ ϕ ϕ −+ ×

  Φ = =    , 

[ ] ( )1 1s m n
R r

+ ×
= , 

和 

( ) ( )
1 1

0 00
0

, , , d
m

k n k
k

r h K x x h R hξ θ ξ ξ
−

=

= +∑∫ , 

( ) ( )
1 1

1 10
0

, , , d
m

k n k
k

r h K x x h R hξ θ ξ ξ
−

=

= +∑∫ , 
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( )

( ) ( ) ( )
1 1

11 1 0
0

, , , d
m

n
x m k n km n

k
r h K x x h R hξ θ ξ ξ

−

−+ −
=

= +∑∫ , 

现在假定非线性系统(13)有唯一解，可以使用迭代法[8]并满足以下收缩条件 

( ) ( )W W α
∞∞

Φ − Φ ≤ Φ −Φ  ,                             (22) 

其中 0 1α< < 。之后应用等式(20)和(24)得 

( ) ( )W W R
∞∞ ∞

Φ −Φ ≤ Φ − Φ +  ,                           (23) 

进一步得 

( )

( )
( )

0 1

0 1

1 1 1max
1 1 1 2 !

n
ss m n

PN b a
R r h

nα α α
+

∞∞ ≤ ≤ +

−
Φ −Φ ≤ = ≤

− − − +
 ,                (24) 

这里 0,1, ,maxi n iP p==


。 
把式(24)代入式(19)得 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )
( )

,

0 0 01 1

1
0

0

1
2 ! 1 2 !

2 ! 1

m n

n n

n

x x

P N b a PN b a
h h

n n

N b a h PP
n

ϕ ϕ

α

α

∞

+ +

+

−

− −
≤ +

+ − +

−  = + + − 

,                         (25) 

从式 (25) 可知当 n →+∞ ， 0 1h< < 或对于固定的一个 n 当 ( ). . 0m i e h→+∞ → 时，总有

( ) ( ),m nx xϕ ϕ
∞

− → +∞。最后，基于以上分析，我们有下面定理： 
定理 2：如果有以下条件 

( ) ( ) ( ) ( )
,

, max ,i i
x x ia x y b

K x y K x y P
≤ ≤∞

= = < +∞  

1 1

01 1

d dmax
d d

n n

n na y b
N

y y

+ +

+ +≤ ≤
∞

Ω Ω
= = < +∞ , 

( ) ( )W W α
∞∞

Φ − Φ ≤ Φ −Φ  ,
 

0,1, 2, ,i n=  ，式(14)的近似解 ( ),m n xϕ 收敛到精确解 ( )xϕ 。即得 

( ) ( ),lim 0m nn
x xϕ ϕ

∞→+∞
− = , 0 1h< < , 

对一个固定的 n 有 

( ) ( ),0
lim 0m nh

x xϕ ϕ
∞→

− = , 

此外，还可以得到以下误差估计 

( ) ( ) ( )
( )

1
0

, 02 ! 1

n

m n
N b a h Px x P

n
ϕ ϕ

α

+

∞

−  − ≤ + + − 
, 

其中 0,1, ,maxi n iP p==


。 
定理 2 表明，可以选择 ( ).m i e h 和 n 的两个可行值来得到精确解的近似解。 
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4. 数值结果 

在此基础上，通过数值算例，验证了所提方法的有效性，并与已有的结果进行了比较。 
例：[9] [10]给出 Hammerstein 式的非线性积分方程 

( ) ( ) ( ) ( )1

0
exp 1 1 e dyx x x y yϕϕ = + − +∫ ,                          (26) 

其中 0 1x≤ ≤ 精确解为 ( )x xϕ = 。我们选择 ( ) ( ), 8,0m n = 和 ( ) ( ), 8,1m n = ，可得 

( ) ( ) ( )( )
7

0
8.0

0

1 1exp 1 1 exp
8 16k k

k
x x x xϕ ϕ

=

 = + − + + 
 

∑ ,                      (27) 

和 

( ) ( ) ( )( )
( )17

0
8,1

0

1 1 1exp 1 1 exp
8 16 8 2 24

k k
k k

k

x xx x x x ϕ
ϕ ϕ

=

 +  = + − + + + +    
     

∑ ,            (28) 

而且，我们可以计算 

( ) ( ) ( )1

0
exp 1 1 e dyx y cϕϕ′ = + − =∫ ,                              (29) 

其中 c 是常数。因此，在实际计算中，假设 ( )1
k cϕ = 是可行的。为了比较，我们进一步选择 ( ) ( ), 16,0m n =

和 ( ) ( ), 16,1m n = 进行数值计算。 
从表 1 可以看出，随着 m 和 n 的增加，近似解和精确解的误差在减小。 

 
Table 1. The error of the approximation and exact solutions ( ) ( ),m nx xϕ ϕ−  

表 1. 近似解和精确解 ( ) ( ),m nx xϕ ϕ− 的误差 

( ) ( ),m nx xϕ ϕ−
 

x (8, 0) (16, 0) (8, 1) (16, 1) 

0.00 1.9824e−002 6.8735e−003 8.2399e−004 1.9335e−004 

0.10 2.3733e−002 1.0312e−002 9.7868e−004 2.3289e−004 

0.20 2.7642e−002 1.3786e−002 1.1334e−003 2.7243e−004 

0.30 3.1551e−002 1.7261e−002 1.2881e−003 3.1196e−004 

0.40 3.5460e−002 2.0735e−002 1.4428e−003 3.5150e−004 

0.50 3.9369e−002 2.4210e−002 1.5974e−003 3.9104e−004 

0.60 4.3278e−002 2.7684e−002 1.7521e−003 4.3058e−004 

0.70 4.7178e−002 3.1158e−002 1.9068e−003 4.7011e−004 

0.80 5.1096e−002 3.4633e−002 2.0615e−003 5.0965e−004 

0.90 5.5005e−002 3.8107e−002 2.2162e−003 5.4919e−004 

1.00 5.8914e−002 4.1582e−002 2.3709e−003 5.8872e−004 
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