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Abstract 

A Cayley graph ( ),Cay G SΓ =  is said to be normal if G is normal in AutΓ . In this paper, we inves-

tigate the normality problem of the connected pentavalent 2-transitive Cayley graphs on finite 
nonabelian simple groups. We prove that all such graphs Γ  are either normal or 39G A= , A59  

or A119 . This provides another proof for the partial results of Corollary 1.3 of [Europ. J. Combin., 

63, 134~145, 2017].  
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摘  要 

称Cayley图 ( )Cay G S,Γ = 是正规的，如果G在 AutΓ 中正规。本文研究有限非交换单群上的连通5度2-传

递Cayley图的正规性，并且证明：所有这样的图要么是正规的，要么G A39= , A59 , A119 。这相当于给文
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献[Europ. J. Combin., 63, 134~145, 2017]推论1.3的部分结果提供了另一种证明方法。 
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1. 引言 

本文仅讨论有限，简单，连通，无向图。 
设 Γ是一个图。其顶点集，边集，弧集，图的全自同构群分别记为VΓ , EΓ , ΓArc , AutΓ。设

X Aut≤ Γ。我们称图 Γ为 X-点传递的，X-边传递的，X-弧传递的，如果 X 传递的作用在VΓ , EΓ , ΓArc 。

相应地，称图 Γ是点传递的，边传递的，弧传递的，如果 X Aut= Γ。 
设 s 是一正整数，称图 Γ中的 1s + 个顶点的序列 ( )0 1, , , sv v v

是一条 s-弧}，如果 ( )1,i iv v E+ ∈ Γ对于

0 1i s≤ ≤ − ，并且对 2s ≥ 有 2 ,0 2i iv v i s+≠ ≤ ≤ − 。称图 Γ是 ( ),X s -弧传递，如果 Γ至少有一条 s-弧且 X
作用在 Γ的顶点集和 s-弧集上是传递的。称图 Γ为 ( ),X s -传递}，如果 Γ是 ( ),X s -弧传递但不是 ( ), 1X s + -
弧传递。特别地，1-弧我们简单的称为弧，而， ( ,1)X -弧传递图我们称为 X-弧传递图或者 X-对称图。当

X Aut= Γ时，对于 ( ),X s -弧传递图，( ),X s -传递图，X-对称图我们简单的称其为 s-弧传递图，s-传递图，

对称图。 
设 G 是一个有限群。取 { }S G⊆ − 1 ，称它为 G 的 Cayley 子集。设 S 满足 { }1 1: |S S s s S− −= = ∈ 。定义

群 G 关于 S 的 Cayley 无向图 ( ): ,Cay G SΓ = ，其中： 

( ) ( ) { }{ }: , : , | , .V G E g sg g G s SΓ = Γ = ∈ ∈  

我们称 Cayley 图 ( ),G SΓ = Cay 关于 G 是正规的，如果G AutΓ 。记 ( ) ( ){ }, |Aut G S Aut G S Sαα= ∈ = ，

记 1A 是顶点 1 的点稳定子群。由文献([1]，命题 4.22)，我们有： ( ) ( ): ,AutN G G Aut G SΓ = 。所以， Γ是

正规 Cayley 图当且仅当 ( )1 ,A Aut G S= ，当且仅当 ( ): ,Aut G Aut G SΓ = 。由此可见，正规 Cayley 图的全

自同构群可被原群完全决定。 
Cayley 图的正规性概念由我国著名代数学家徐明曜教授 1998 年在文献[2]中提出。因为正规 Cayley

图的全自同构群可被原群完全决定，所以这个问题的研究引起了国内外众多学者的极大关注并取得了许

多重要成果。单群是构成群的基本元素，具有群的内在特点，因此单群上 Cayley 图的正规性问题更是受

到学者们的关注。例如，李才恒教授在[3]中证明：除了 7 个例外，所有的有限非交换单群上的 3 度弧传

递 Cayley 图都是正规的。基于这个工作，徐尚进教授等人在文献[4] [5]中证明：除交错群 47A 上的两个例

外，所有有限非交换单群的连通 3 度弧传递 Cayley 图都是正规的。方新贵教授等人在文献[6]中证明：除

单群 11M 上的两个例外，所有有限非交换单群上的 4 度 2-传递 Cayley 图都是正规的。对于 5 度图，周进

鑫和冯衍全教授 2010 年在[7]中证明：所有有限非交换单群上的 5 度 1-传递 Cayley 图都是正规的。2017
年，冯衍全教授等人在文献[8]中进一步证明：除了 13 个例外，所有的有限非交换单群上的 5 度弧传递

Cayley 图都是正规的。 
本文证明了如下定理： 
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定理 1.1. 设 G 是有限非交换单群，Γ是 G 上的 5 度 2-传递 Cayley 图。则要么G AutΓ ，要么 39G A= , 

59A , 119A 。 

2. 预备知识 

设 G 是有限群，H 是 G 的子群， ( )G HC 是 H 在 G 中的中心化子， ( )G HN 是 H 在 G 中的正规化子。

则有下面的引理，我们称之为“N/C”定理，参见文献([9]，第 I 章，定理 5.7)。 
引理 2.1. 设 H G≤ ，则 ( ) ( )G GH HN C 同构于 ( )Aut H 的一个子群。 
下面的引理是关于 Fitting 子群的一个性质，参阅([10]，P.30，推论)。 
引理 2.2. 设 F 是 G 的 Fitting 子群。如果 G 是可解的，则 1F ≠ 且中心化子 ( )G H F≤C 。 
设 Γ为 X—点传递图，其中 X Aut≤ Γ。设 N 为 X 的一个正规子群。记 NV 为 N 作用在VΓ上的轨道

的集合。由 N 诱导的 Γ的正规商图 NΓ 定义为： NΓ 的顶点集为 NV ；任意两个顶点 , NB C V∈ 相邻当且仅

当存在 u B∈ 和 v C∈ 在 Γ中相邻。当 Nval valΓ = Γ 时，称 Γ为 NΓ 的正规覆盖。 
一个图 Γ称 G-局部本原的，如果对于每一个 Vα ∈ Γ，点稳定子群Gα 在 ( )αΓ 上作用本原。下面的

引理给了一个基本的方法去研究点传递局部本原图，参阅文献([11]，定理 4.1)以及([12]，引理 2.5)。 
引理 2.3. 设 Γ是一个 G-点传递局部本原图，其中G Aut≤ Γ。设 N G 在VΓ上作用至少有 3 个轨道。

则下列结论成立： 
1) N 在VΓ上作用半正则， NG N Aut≤ Γ ， Γ是 NΓ 的一个正规覆盖； 
2) ( )G G Nα γ≅ ，其中 Vα ∈ Γ , NVγ ∈ Γ ； 
3) Γ是 ( ),G s -传递的当且仅当 NΓ 是 ( ),G N s -传递的，其中1 5s≤ ≤ 或者 7s = 。 
下面的引理给出了 5 度对称图的点稳定子群的结构，参考文献[7] [13]。 
引理 2.4. 设Γ是一个 5 度 ( ),G s -传递图，其中G Aut≤ Γ且 1s ≥ 。设 Vα ∈ Γ。则下列之一成立，其

中 20F 是阶为 20 的 Frobenius 群。 
1) 如果Gα 可解，则 3s ≤ 且 80Gα 。此外， ( ),s Gα 为表 1 之一。 
2) 如果Gα 非可解，则 2 5s≤ ≤ 且 9 22 3 5Gα ⋅ ⋅ 。此外， ( ),s Gα 为表 2 之一。 

3. 定理 1.1 的证明 

以下设 ( ),Cay G SΓ = 是 5 度 2-传递 Cayley 图，其中 G 为有限非交换单群， :A Aut= Γ且 1A 表示  
 
Table 1. The insoluble case 
表 1. 可解情形的点稳定子 

s 1 2 3 

Gα  5Z , 10D , 20D  20F , 20 2F ×Z  20 4F ×Z  

 
Table 2. The insoluble case 
表 2. 非可解情形的点稳定子 

s 2 3 4 5 

Gα  5A , 5S  4 5×A A , 4 5 2:×A A Z , 4 5×S S  ( )2,4ASL , ( )2,4AGL , ( )2,4LAΣ , ( )2,4LAΓ  ( )6
2 : 2,4Z LΓ  

Gα  60, 120 720, 1440, 2880 960, 1920, 2880, 5760 23040 
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顶点 1 的点稳定子群。则由引理 2.4 1 20A F= , 20 2F Z× , 5A , 5S 。令 { }20,40,60,120∆ = 。若 5G A= ，则由

([14]，推论 2.3.2)，G A 。所以，以下假设 5G A≠ 。 
我们把证明分为下面的两种情形： 
情形一：A 不存在可解的正规子群。 
设 N 是 A 的一个极小正规子群，则 dN T= ，T 为非交换单群。 
我们用反证法证明。下面我们假设 G 在 A 中不正规。因为 N G G  且 G 为非交换单群，所以

1N G = ，G。假设 1N G = 。因为 1A GA= ，所以 1N A 。因为 Γ为 5 度 2-传递 Cayley 图，由引理 2.4
知 1 120A ，所以 N 最多有 3 个 2 因子，1 个 3 因子，1 个 5 因子。又因为 N 非可解，所以 5N A≅ 。由

引理 2.1， ( ) ( ) 5/ AA C N Aut N S≤ ≅ 。这意味着 G 中心化 N ，亦即GN G N= × 。因为 G 不同构于 5A ，

所以G GN Achar ，G A 矛盾。所以 N G G= ，G N≤ 。如果G N= ，则G A 矛盾。所以G N< 。

首先，我们断言此时 N 为非交换单群。若不然， dN T= ， 2d ≥ ，T 为非交换单群。因为 G 为非交换单

群， 1T G G  ，所以 1 1T G = 或者 G。假设 1 1T G = 。则 1 1 1T N A ，这意味着 1 5T A≅ 。这推出 5G A≅ ，

矛盾。假设 1T G G= ，则 1G T≤ 。所以 1 1 1T N A ，这意味着 2 5T A≅ ， 5G A= 矛盾。因此，N 为非交换

单群。设 K 为 N 中包含 G 的极大真子群。令 [ : ]N KΩ = 。因为 N 是非交换单群，所以 N 通过右乘作用

忠实的作用在Ω上且 Ω 最有 3 个 2 因子，1 个 3 因子，1 个 5 因子。因为 K 为 N 作用在Ω上的点稳定

子群且 K 在 N 中极大，所以 N 为作用在Ω上的本原置换群。注意到 N 为非交换单群， K G≥ 非可解，

由文献[15]，N，K， Ω 为表 3 的群之一。 
 
Table 3. Candidates ( ),N K  

表 3. 可能出现的 ( ),N K  

N A40 A60 A120 ( )8,2P +Ω   

K A39 A59 A119 ( )6,2PSp   

Ω  40 60 120 120  

( )3,4PSL  A30 A6 A8 A12  

( )2,7PSL  A29 A5 A7 A11  

120 30 6 8 12  

A24 M11 M12 M24 A7  

A23 ( )2,11PSL  M11 M23 ( )2,7PSL   

24 12 12 24 15  

A15 A10 A20 ( )4,3PSL  A8  

A14 A9 A19 ( )3
3 : 3,3Z PSL  ( )3

2 : 3,2Z PSL   

15 10 20 40 15  

( )4,4PSp  ( )8,2PSp  ( )6,2PSp  A10 A16 A9 

( ) 22,16 :PSL Z  ( )8,2PSO−  ( ) 23,3 :PSU Z  ( )7 3 2:A Z Z×  S14 ( )2,8PSL  

120 120 120 120 120 120 
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首先，因为 G K≤ ，G 为非交换单群且 : 120N G ≤ ，这推出 K 不能是表 3 中的最后一行以及

( )3
3 : 3,3K Z PSL≠ 。若 ( )3

2 : 3, 2K Z PSL= ，则 ( )3,2G PSL= , 8N A= , 5vN S= 。这种情况可以由 Magma [16]
排除。所以 K G≥ 且 K 也是一个非交换单群。若 K G> ，则可设 I 为 K 中包含 G 的极大子群。此时的 K
和 I 也满足表 3，这导致 : : : :N G N K K I I G= ∉Ω，不可。所以 K G= 。 

假设 ( ) ( ) ( ), ( 3, 4 , 2,7N K PSL PSL= 。因为 : 120N G ≤ ， : 120N K = ，G K≤ ，所以 K G= 。又因

为 Γ是 N—弧传递的，所以 1 120N = ， 1 5N S≅ 。然而， ( )3,4PSL 不存在子群同构于 5S ，矛盾。至此可

得 120Ω ≠ 。假设 6Ω = ，8，12，24。则因为 N A , ( ) ( )v v
v vN AΓ Γ
 , ( )v

vAΓ
在 ( )vΓ 上作用本原，所以 ( )v

vN Γ

在 ( )vΓ 上传递。这推出 5 :vN N G= = Ω ，矛盾。因此， 6Ω ≠ ，8，12，24。下面仅需排除当 10Ω = ，

15，20，30 的情形。若 15Ω = 或者 30，则 Γ为 N—弧传递的 5 度图且 15vN = 或者 30，由引理 2.4，不

可。若 10Ω = 或者 20，则由([7]，定理 5.4)可以排除。最后假设 ( ) ( ) ( )( ), 8, 2 , 6, 2N K P PSp+= Ω 。由上可

知 K G= 且此时 5vN S≅ 。此时，N 通过右乘作用在 [ ]:N K 上忠实， vN 为这个作用的一个正则子群。因

为 [ ] 5: 120vN K N S= = = ，所以 N 可以看成是 120S 的一个子群， vN 是 120S 的一个正则子群，K 为某一

个点的点稳定子群。这种情况可由 Magma [16]排除。 
情形二：A 存在可解的正规子群。 
设M为A最大的可解正规子群。则1 M A< char 。因为 M G G  以及G是非交换单群，所以 1M G = 。

进而得 1M A ∈∆。这意味着 M 在VΓ上至少有 3 个轨道。由引理 2.3，M 在VΓ上半正则。 
令 /A A M= , MΣ = Γ 。则由引理 2.3，Σ是 A -弧传递的。设 N 是 A 的一个极小正规子群，N 是在

自然同态： /A A M→ 下的原像。由 M 的极大性，可以得到 N 是非可解的。所以 dN T≅ ，其中 T 为非

交换单群， 1d ≥ 。下证 N 是单群。 
设 :G GM M= 。则G G≅ 。即， G 是非交换单群。又因为 N G G  ，所以 1N G = 或者 G 。若

1N G = ，则 1N A ∈∆ 。这推出 5T A≅ ， 1d = 。所以 5N A≅ 。进而得 2M Z≅ ， :A N G= 。又因为 

5G G A≅ ≠ ，所以G 在 N 上的共轭作用平凡，A N G= × 。设 Vδ ∈ Σ。因为 60
A N G

A
G M Gδ

⋅
= = = ，

由引理 2 . 4， 5A Aδ ≅ 。另一方面，因为 2
G

G M
G Mδ = = = ，所以 2G Zδ ≅ 。又 G A ，所以 

2 5Z G A Aδ δ≅ ≅
，这与 5A 是单群矛盾。因此，N G G=

，G N≤ 。因为G 是非交换单群，所以 G 必

整除 N 的某个合成因子的阶。这推出 G T 。若 2d ≥ ，则 T 整除 :N G Aδ ∈∆。这只能是 5G T A≅ ≅ ，

这得到 5G A= ，矛盾。所以， 1d = 。因此， N 是非交换单群。从上述证明过程还可以得到 N 是 A 唯一

的极小正规子群。即得 N Achar , N Achar 。下证G N< 。 
用反证法。若G N= ，则 :N M G= 。如果 G 中心化 M，则 N M G= × 。因此，G N Achar char ，这

与 G 在 A 中不正规矛盾。所以 G 不中心化 M。这意味着 ( )Aut M 不可解。 
设 F 是 M 的 Fitting 子群。由引理 2.2， 1F ≠ 且 ( )MC F F≤ 。因为， 1M A ∈∆，所以 

( ) ( ) ( )2 3 5F O M O M O M= × ×  

其中 ( ) ( ) ( )2 3 5, ,O M O M O M 分别表示 M 中最大的正规 2-，3-，5-子群。显然， ( )3 3O M Z≤ , ( )5 5O M Z≤ 。

若 ( )2 4O M < ，则 F 为交换群， ( )MF C F= 且 ( )Aut F 可解。则 ( ) ( )MM C F Aut F≤ 。所以 ( )M F Aut F≤ ⋅ 。

若 ( )2 1O M = ，则 3 2.M Z Z≤ , 5 4Z Z⋅ 或者 ( )15 4 2Z Z Z⋅ × 。这与 ( )Aut M 非可解矛盾。若 ( )2 2O M = ，同

样的可以得到 ( )Aut M 可解，不可。所以 ( )2 4O M ≥ 。令 ( )2R O M= ， B RG= 。下证 B 在 A 中不正规。 
若不然， ( ) ( )v v

v vB AΓ Γ
 。因为 ( )v

vAΓ
在 ( )vΓ 上本原， B G> , 1vB ≠ ，所以 ( )v

vBΓ
在 ( )vΓ 上传递，

5 :vB B G R= = ，矛盾。因而 B 在 A 中不正规。 
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Table 4. Candidates ( ),N G  

表 4. 可能出现的 ( ),N G  

N  A40 A60 A10 A20 A15 A30 A6 

G  A39 A59 A9 A19 A14 A29 A5 

:N G  40 60 10 20 15 30 6 

A8 A12 A24 M11 M12 M24 A7  

A7 A11 A23 ( )2,11PSL  M11 M23 ( )2,7PSL   

8 12 24 12 12 24 15  

 
假设 G 中心化 R。因为 R B ，所以 ( ) ( )BB C R Aut R≤ 。又 G 是非交换单群，所以 8R ≥ 。进而 M R

最有 1 个 3-因子以及 1 个 5-因子。这推出 ( )Aut M R 可解的。又， ( ) ( ):N R M R RG R= 。所以 RG R 中

心化 M R ， ( ) ( )N R M R RG R= × 。这意味着 RG R N Rchar ， RG N Achar ，这与 RG 在 A 中不正

规矛盾。 
因此，G 中心化 R。因为 G 不中心化 M，所以 R M≠ 。又因为 4R ≥ ，所以 M R 最有 1 个 2-因子，

1 个 3-因子，1 个 5-因子。而，M 是可解的， 5M R A≠ ，这可以推出 ( )Aut M R 是可解的。跟上一个自

然段同样的分析可得， RG A ，不可。 
以上证明了G N< 。此时，由情形一的证明可得 N 和G 为表 4 群之一。 
假设 ( ) ( )5 6, ,G N A A= 。下面先证明存在 L N 使得 5 :N L 。因为 : : 6w wN G N G= = , 5 wN ，所

以 5 wG 。这意味着 5 M 。因为 wM G= ，6 120wG ≤ ，所以 5M = ，10，20。设 5M 为 M 的 Sylow 5-
子群。如果 5M = ，则因为 6A 的 Schur 乘子为 6Z  (可参考文献[17])，所以 5 6N M A≅ × 。此时存在 6L A≅
满足我们的要求。如果 10M = ，则 10M Z≅ 或者 10D 。这推出 ( )5 2 6N M Z A≅ × ⋅ 或者 ( )5 6 2M A Z× ⋅ 。此时

存在 2 6L Z A≅ ⋅ 或者 6A 满足我们的要求。如果 20M = ，则同样可以得到 6L A≅ 或者 2 6Z A⋅ 满足要求。

综上，总是存在 L N 使得 5 :N L 。因为 L G≠ $，L 在VΓ上不正则，所以 ( ) ( )1 v v
v vL NΓ Γ≠  。又因为 ( )v

vN Γ

在 ( )vΓ 上本原，所以 ( )v
vLΓ 在 ( )vΓ 上传递。进而得 5 vL 。这导致 25 : : : vN L L G N G N⋅ = = 。由引理

2.4，这是不可能的。类似的，对于 ( ) ( )7 8, ,G N A A= , ( )11 12,A A , ( )23 24,A A , ( )( )112,11 ,PSL M , ( )11 12,M A ，

( )23 24,M M 的情形也可以排除。下面假设 ( ) ( )( )7, 2,7 ,G N PSL A= , ( )14 15,A A , ( )29 30,A A 。则此时 4M ≤ ，

N M N≅ ⋅ 。因为 ( ) ( ) ( ) ( )N N NN M C M N C M Aut M= ≤ ，而 ( )Aut M 中不包含子群同构于 7A ， 15A ， 30A ，

所以 N 中心化 M。进而得到 N M N≅ × 。另一方面， 5vA A≅ 或者 5S 。此时， N N Achar ， v vN A ，

15vN = ，这与 vA 不包含 15 阶的正规子群矛盾。最后 ( ) ( )9 10, ,G N A A= ，( )19 20,A A 的情况可以由文献([7]，
定理 5.4)的证明过程排除。综上，在此种情形下， 39G G A≅ ≅ 或者 59A ，定理 1.1 成立。 
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