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Abstract 
Using the Ekeland’s variantional principle and a variant version mountain pass lemma, two posi-
tive solutions are obtained for a class of nonlinear elliptic boundary value problem. 
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摘  要 

利用欧拉变分原理以及一个变形的山路引理，证明了一类非线性椭圆型边界值问题至少存在两个正

解。 
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1. 引言 

考虑以下非线性椭圆型边界值问题 

( ), , .
0, .

pu f x u x
u x

λ−∆ = ∈Ω


= ∈∂Ω
                                  (1) 

其中， pu∆ 是 p-拉普拉斯算子且 1p > ，Ω是 ( )1nR n ≥ 中带有光滑边界的有界区域， 0λ > 是参数，函数

( ) ( ), ,f x t C R R∈ Ω× 满足以下条件： 

f1) ( )
10

,
lim pt

f x t
t+ −→

= +∞  a.e. x∈Ω； 

f2) ( )
1

,
lim pt

f x t
t −→+∞

= +∞  a.e. x∈Ω； 

f3) 存在常数 01, 0θ θ≥ > 使得 ( ) ( ) 0, ,G x s G x tθ θ≥ −  x∀ ∈Ω， 0 t s≤ ≤ 都成立。其中， 

( ) ( ) ( ), , ,G x t f x t t pF x t= − 且 ( ) ( )
0

, , d
t

F x t f x s s= ∫ ； 

f4) 当 n p> 时， , npq p
n p

 
∃ ∈ − 

；当 n p≤ 时， ( ),q p∃ ∈ +∞ ，s. t. ( )
1

,
lim 0qt

f x t
t −→+∞

=  a.e. x∈Ω； 

f5) 当 0t ≥ ， x∈Ω时， ( ), 0f x t ≥ ；当 0t ≤ ， x∈Ω时， ( ), 0f x t ≡ 。 
方程(1)是一类重要的非线性椭圆问题，因此被广泛研究，如文献[1]-[6]。文献[1]在以下条件下讨论

了方程(1)解的存在性； 

f2') ( )
1

,
lim pt

f x t
l

t −→+∞
=  a.e. x∈Ω，其中 l 是常数。 

若 ( ),f x t 满足条件(f2')，则称 ( ),f x t 在无穷远处是渐近线性的；若 ( ),f x t 满足条件(f2)，则称 ( ),f x t
在无穷远处是超线性的；很明显(f2)和(f2')是不相容的。 

文献[2] [3]在 2p = ， ( ),f x t 在无穷远处是超线性的情况下讨论了方程(1)的非平凡解。文献[4] [5] [6]
针对一般的 1p > 以及超线性条件证明了方程(1)的正解的存在性。其中文献[6]给出了以下条件： 

f1') ( ) ( ) ( )0 1 10 0

, ,
lim inf lim supp pt t

f x t f x t
b a x

t t+ +− −→ →
≤ ≤ ≤  a. e. x∈Ω，其中 0b 为常数， ( ) ( )a x L∞∈ Ω 满足 

x∀ ∈Ω，都有 ( ) 1a x λ≤ ，且存在某正测集 1Ω ⊂Ω使得 ( ) 1a x λ≤  a. e. x∈Ω， 1λ 是 p−∆ 的第一个特征值。 
明显地，条件(f1)和(f1')是矛盾的。本文将在(f1)~(f5)的条件下，证明方程(1)至少存在两个正解。 

2. 预备知识 

定义：设 E 为实 Banach 空间， ( )1 ,I C E R∈ 。如果使得 ( ){ }kI u 有界，且 

( ) ( ) ( )1 0k ku I u k′+ → →∞  

的任一序列{ }( )k ku u E∈ 都有一个收敛子列，则称泛函 I 满足(C)条件。 
以下是本文将要用到的一个变形的山路引理，其证明见文献[7]。 
山路引理：设 E 为实 Banach 空间，其对偶空间为 E∗ ， ( )1 ,I C E R∈ ，且存在 , 0α β ρ< > 及
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( )e E e ρ∈ > ，使得 

( ) ( ){ } ( )max 0 , inf
u

I I e I u
ρ

α β
=

≤ < ≤ 。 

记 ( )( )
0 1

inf max
t

c I t
γ

γ
∈Γ ≤ ≤

= ，其中 [ ]( ) ( ) ( ){ }0,1 , : 0 0, 1C E eγ γ γΓ = ∈ = = 为连结 0 与 e 的道路的集合。则存 

在序列{ }nu E⊂ ，使得 
( )nI u c β→ ≥ ，且 ( ) ( ) ( )1 0n n E

u I u n∗′+ → →∞ 。 

3. 主要结果及其证明 

定义如下的 1C 泛函： 

( ) ( )1 d , dpJ u u x F x u x
pλ λ

Ω Ω
= ∇ −∫ ∫ ， ( )1,

0
pu W∀ ∈ Ω 。 

则 ( )( )1 1,
0 ,pJ C W Rλ ∈ Ω ，且寻找方程(1)的非平凡解等价于寻找泛函 Jλ 的非零临界点。 

命题 1：设函数 ( ),f x t 满足条件(f4)，(f5)，则 , 0β ρ∃ > ， s. t. ( )( )1,
0

pu W u ρ∀ ∈ Ω = ，有 ( ) 0J uλ β≥ > 。 
证：由 ( ) ( ), ,f x t C R R∈ Ω× 及条件(f4)，(f5)成立，则存在常数 1 0c > ，使得 

( ) ( )1
1, , ,qf x t c t x t R−≤ ∀ ∈Ω× 。 

则 

( ) ( )1, , ,qcF x t t x t R
q

≤ ∀ ∈Ω× 。                            (2) 

所以由(2)式及 Sobolev 不等式，有 

( ) ( ) 1
2

1 1 1, d dp p q p qcJ u u F x u x u u x u c u
p p q pλ λ λ λ

Ω Ω
= − ≥ − ≥ −∫ ∫             (3) 

其中 2 0c > 为常数。因为 , 0p q λ< > ，令 0ρ > 足够小，使 

2
1 0p qc
p

β ρ λ ρ= − > 。 

则由(3)式， ( ) ( )0 0BJ u
ρλ β∂ ≥ > 。 

命题 2：设函数 ( ),f x t 满足条件(f2)，(f5)，则存在 ( )1,
0

pe Wλ ∈ Ω 且 eλ ρ> ，使得 ( ) 0J eλ λ < 。 
证：由条件(f2)，(f5)，则 ( )0, 0m mε ε∀ > ∃ = > ，s. t. 

( )
1

,
ptf x t m
ε

−

≥ − ， ( ),x t R∀ ∈Ω× 。 

则 

( ) 1, pF x t t mt
pε

≥ − ， ( ),x t R∀ ∈Ω× 。 

设 ( )1 10 1φ φ> = 是 1λ 对应的正则特征函数，则 

( )1 1
1 1

, 1d dp
p p

F x t mx x
pt t

φ φ
φ

ε −Ω Ω

 
≥ − 

 
∫ ∫ .                            (4) 
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在(4)式中令 t →+∞，则 

( )1
1

, 1lim inf d dp
pt

F x t
x x

pt
φ

φ
εΩ Ω→+∞

≥∫ ∫ ， 

由 0ε > 是任意的，故当 0ε +→ 时，可得 

( )1,
lim dpt

F x t
x

t
φ

Ω→+∞
= +∞∫ 。 

从而， 

( ) ( ) ( )1 1,1 dp p

J t F x t
x t

pt t
λ φ φ

Ω
= − → −∞ → +∞∫ 。 

所以当 0 0t > 充分大时， ( )1,
0 1 0

pe t Wλ φ∃ = ∈ Ω 且 eλ ρ> ，s. t. ( ) 0J eλ λ <  
命题 3：设函数 ( ),f x t 满足条件(f2)，(f3)，(f5)，则 ( )J uλ 满足(C)条件。 
证：令{ } ( )1,

0
p

nu W⊂ Ω 满足 

( )nJ u cλ → ，且 ( ) ( ) ( )1 0n nu J u nλ′+ → →∞ .                      (5) 

则 ( ) ( )1 , 1n nJ u u o
p λ′ = ，从而 

( ) ( ) ( ), , d 1n n nf x u u F x u x c o
p
λ

λ
Ω

 
− = + 

 
∫ .                        (6) 

下证 { }nu 有界。若不然，假设存在 { }nu 的子序列(仍记为 { }nu )，使得当 n →∞时， nu →∞。令

n
n

n

uW
u

= ，则 1nW = 。从而存在 ( )1,
0

pW W∈ Ω 及{ }nW 的子序列(仍记为{ }nW )，使得当 n →∞时，有 

nW W→弱 在 ( )1,
0

pW Ω 中；有 nW W→强 在 ( )qL Ω 中； ( ) ( )nW x W x→  a.e. x∈Ω .       (7) 

易见，W + 和W − 有类似于(7)的收敛性，其中 { }max ,0W W± = ± 。 
若 0W + ≡ 。选取一个实数序列 { }nt ，使得 ( )

[ ]
( )

0,1
maxn n nt

J t u J tuλ λ∈
= 。对任意的正整数 k，定义

( )
1

2 pn nV pk W += ，因为 0W + ≡ ，则 

( )lim , d 0nn
F x V x

Ω→∞
=∫ 。                                   (8) 

因为 ( )nc u n→+∞ →∞ ，则当 n 充分大时，
( ) [ ]

1
2

0,1
p

n

pk
u

∈ 。由 nt 的定义及(8)式，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

12
2 2 , d

p
pn n n n n n

n

pk
J t u J u J pk W J V K F x V x K

uλ λ λ λ λ+ +

Ω

 
  ≥ = = ≥ − ≥     

 
∫ 。 

故 

( ) ( )n nJ t u nλ → +∞ →∞ 。                              (9) 

由条件(f5)知， ( ),0 0f x = ，则 ( )0 0Jλ = 。又因为 ( ) ( )nJ u c nλ → →∞ ，则当 n 充分大时，0 1nt< < 。

因此 
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( ) ( ) ( ) ( )d
d , d , 0

d
n

p n
n n n n n n n n n n n

t t

J tu
t u x f x t u t u x J t u t u t

t
λ

λλ
Ω Ω

=

′∇ − = = =∫ ∫               (10) 

但由 0 1nt≤ ≤ ，则 n n nt u u≤ 。从而由(9)，(10)式及条件(f3)，有 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0

0

0

0

, , d , , d

, d , d

1 , , d

1 1 , d

1

n n n n n n

n n n

n n n n n n

p
n n n n

n n

f x u u F x u x f x u u pF x u x
p p

G x u x G x t u x
p p

f x t u t u F x t u x
p p

t u F x t u x
p p

J t u n
pλ

λ λ
λ

λ λ
θ

θ

λθλ
λ

θ θ

λθ
λ

θ θ
λθ

θ θ

Ω Ω

Ω Ω

Ω

Ω

 
− = − 

 

= ≥ −

 
= − − Ω 

 
 

= ∇ − − Ω 
 

= − Ω → +∞ →∞

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

 

这与(6)矛盾。 
若 0W + > ，由 ( )nu n→+∞ →∞ ，则当 n →∞时， nu+ → +∞  a.e. { }: 0x x W+ +∈Ω = ∈Ω > 。由条件

(f2)，则 

( )
( )

( )1

,
lim

pn
npn

n

f x u
W

u

+
+

−→∞ +
= +∞  a.e. x +∈Ω 。                        (11) 

由条件(f5)及(5)式，有 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )1

1 , , d

,
, d 1 d

p
n n n n n

pnp p
n n n n np

n

o J u u u f x u u x

f x u
u f x u u x u W x

u

λ λ

λ λ+ +

Ω

+
+ + +

−Ω Ω +

′= = −

 
 ≤ − = −  
 

∫

∫ ∫
， 

则 

( )
( )
( )

( )1

,
1 1 d

pn
np

n

f x u
o W x

u
λ +

+
+

−Ω +
≤ − ∫ 。 

由 0λ > ，Fatou 引理及(11)式，有 

( )
( )

( )1

,
1 lim inf d

pn
npn

n

f x u
W x

u
λ +

+
+

−Ω→∞ +
≥ = +∞∫ 。 

这显然是一个矛盾。 
综上，{ }nu 有界。由 Sobolev 紧嵌入及标准化方法，可知{ }nu 存在一个收敛子列，即 ( )J uλ 满足(C)

条件。 
定理 4：设函数 ( ),f x t 满足条件(f1)~(f5)，则对每一个 0λ > ，方程(1)至少存在两个正解。 
证：由命题 1~3 及变形的山路引理，可知 Jλ 有一个临界点 0uλ 满足 ( )0 0J uλ

λ β≥ > 。 
由 ( )0 0Jλ = ，则 0 0uλ ≠ 。又因为 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 0 0 0 00 , , d 0
p p

J u u u f x u u x uλ λ λ λ λ λ
λ λ

− − − −

Ω
′= = − = ≥∫ ， 
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则 ( )0 0uλ −
= ，故 0 0uλ ≥ 。从而由强极大值原理知 0 0uλ >  a.e. x∈Ω 。由命题 1，s. t. , 0β ρ∃ > ，

( )0
inf 0
B

J
ρ

λ β
∂

≥ > 。 

下证
( )0

inf 0
B

J
ρ

λ−∞ < < 。事实上，由条件(f1)及 0λ > 知，当 ( )0,t ρ∈ 足够小时，有 

( ) ( )1 1,1 d 0p p

J t F x t
x

pt t
λ φ φ

λ
Ω

= − <∫ 。 

故 

( ) ( )00
inf 0 inf

BB
J J

ρρ
λ λ∂

−∞ < < < . 

从而由欧拉变分原理， 

{ } ( ) ( )1,
00 p

nV B Wλ
ρ∃ ⊂ ⊂ Ω ， 

( ) ( )
( )

( )
0

. . 0, infn n
u B

s t J V J V J u
ρ

λ λ
λ λ λ

∈
′ → → 。 

所以 ( ) ( )1,
0 0 00 , :p

nV B W st V Vλ λ λ
ρ∃ ∈ ⊂ Ω → 且 ( )

( )
( ) ( )0 0

0
inf , 0

u B
J V J u J V

ρ

λ λ
λ λ λ

∈
′= = 。 

因此， 0V λ 是 Jλ 在 ( )0Bρ 上的一个局部极小值，从而是方程(1)的解。由于 

( )
( )

( ) ( ) ( )0 0
0

inf 0 0
u B

J V J u J J u
ρ

λ λ
λ λ λ λβ

∈
= < = < ≤ . 

故 0 0V uλ λ≠ 且 0 0V λ ≠ 。由条件(f5)及极大值原理知， 0 0V λ >  a. e. x∈Ω。故方程(1)至少有两个正解 0uλ 和 0V λ 。 
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