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Abstract 
This paper investigates the Green’s function solution of common non-homogeneous ordinary dif-
ferential equations and partial differential equations. We first obtain Green’s functions according 
to the physical meanings of special partial differential equations. Then we yield their solutions. 
Considering non-homogeneous ordinary differential equations with insignificant physical mean-
ings, this paper begins with the simplest first-order linear equations. Furthermore, the Green’s 
function of higher-order linear equations is derived. 
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摘  要 

本文研究了常见的非齐次常微分方程和偏微分方程的格林函数解法。本文首先根据特殊的偏微分方程的
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物理意义分别求出了它们的格林函数，从而得到了它们的解。对于物理意义不明显的非齐次常微分方程，

本文从最简单的一阶线性方程开始讨论，进一步地，推导出了高阶线性方程的格林函数。 
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1. 引言 

格林函数别名为点源函数或影响函数，从字面意义上理解，即表示在特定的边界条件或初值条件下

一个点源所产生的场和影响。因为许多点源产生的场的叠加可被看作是任意分布的源所产生的场，所以

一旦求出格林函数，就可以算出任意源的场。 
1828 年，乔治·格林(1793~1841)发表了《论数学分析在电磁理论上的应用》[1]，在这篇著作中，格

林试图确定由特定电势的导体在真空中的电势。用已知的符号，我们可以说格林想要得到在区域 V 中且

满足特定边界条件 S， 2u f∇ = − 的解。 
为了解决这个问题，格林首先考虑源是一个点电荷的问题。在现代理论中，他试图求解如下的偏微

分方程： 

( ) ( )2
0 0, 4πG r r r rδ∇ = − −                                  (1) 

这里 ( )0r rδ − 是狄拉克δ 函数。我们现在知道方程(1)的解为
1G
R

= ，这里 

( ) ( ) ( )2 2 2R x y zξ η ζ= − + − + − 。注意到 G 的奇异性，他继续研究。首先，他证明了以他名字命名的定

理： 

( ) ( )2 2 d d
V S

V n Sϕ χ χ ϕ ϕ χ χ ϕ∇ − ∇ = ∇ − ∇ ⋅∫∫∫ ∫∫                        (2) 

这里 n 代表外法线方向，ϕ 和 χ 是标量函数且导数有界，然后在 0r 处放置一个奇异性的小球(因为方

程(2)在这里不适用)，之后从区域 V 中排除这个点，因为当小球的半径趋于 0 时，小球的曲面积分为 ( )04πu r ，

他得到 

( )2 2
0d d d d 4π

V S V S
G u V G u n S u G V u G n S u r∇ + ∇ ⋅ = ∇ + ∇ ⋅ −∫∫∫ ∫∫ ∫∫∫ ∫∫ 

 

接下来，格林要求 G 在曲面 S 上满足齐次边界条件 0G = 。由于在 V 内(不包括 0r )， 2 2, 0u f G∇ = − ∇ = ，

当 0f =  (Laplace 方程)时，对 S 中的任意点 r，他发现 

( ) 1 d
4π S

u r u G n S= ∇ ⋅∫∫  

这里 u 表示 u 在 S 上的值。一旦 G 已知，则边值问题可解。格林认为 G 一定存在，它在物理上表示

位于 0r 点处的点电荷的电势。 
格林的这篇论文早期几乎无人问津，直到 1854 年，开尔文重新发现了格林被埋没的名作。二十世纪

之初，Poincaré [2]总结了格林函数的性质。1946 年菲利普·M·莫尔斯和赫尔曼·费什巴赫合著了《理论
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物理方法》[3]，格林函数的随后研究便可以在这个时间点之后分为两个部分。20 世纪 30 年代后期，他

们开始教物理系的学生数学方法，在这些课堂笔记中，他们发现了格林函数具备的四个性质。莫尔斯和

费什巴赫的最大贡献是证明了“格林函数是边值问题的点源解”。到了 1960 年，许多教科书开始介绍格

林函数的用法。例如，在 Mackie 的书[4]中，他概括地说明了一些数学方法，特别是格林函数和积分变换

的方法，可以用来解决常微分方程和偏微分方程中常见的边值问题。在[5]-[10]中，学者们纷纷研究了用

格林函数求解位势方程、热传导方程、二维和三维波动方程、Laplace 方程的初边值问题。格林函数法的

显著优势为它把具有任意非齐次项和边值的定解问题转化为求解一个特定的边值问题，它仅依赖于微分

算子、边界条件的形式和该区域的形状。格林函数法用统一的方式处理各类数学物理方程，既可以求解

偏微分方程[11]，又可以求解常微分方程[12] [13] [14]；既可以处理齐次方程，也可以处理非齐次方程；

既可以研究有界问题，又可以分析无界问题。格林函数法的优越性使得它的应用十分广泛。格林函数在

求解常微分方程和偏微分方程边值问题以及初边值问题中具有特殊的重要性。 
在这篇文章中，我们主要研究了常见的偏微分方程和常微分方程的格林函数。 

2. 格林公式 

Gaussy 公式：设空间闭域 Ω 是由光滑或分段光滑的双侧封闭曲面 Σ 所围成，函数 ( ), ,P x y z ，

( ), ,Q x y z ， ( ), ,R x y z 在Ω上具有一阶连续偏导数，则成立如下 Gauss 公式： 

( ) ( ) ( )+ + d cos , cos , cos , dP Q R P n x Q n y R n z S
x y zΩ Σ

 ∂ ∂ ∂
Ω = + +    ∂ ∂ ∂ 

∫∫∫ ∫∫              (3) 

这里 Σ是Ω的整个边界曲面的外侧，其中 n 是 Σ的单位外法线方向， ( )cos ,n x ， ( )cos ,n y ， ( )cos ,n z
是 n 的方向余弦。 

2.1. 第一格林公式 

设函数 ( ) ( )2 1,u v C C∈ Ω Ω ，在式(3)中取 

, ,v v vP u Q u R u
x y z
∂ ∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂

 

得 

( ) ( ) ( )

+ + d + + d d d

cos , cos , cos , d

P Q R v v vu u u x y z
x y z x x y y z z

v v vu n x u n y u n z S
x y z

Ω Ω

Σ

    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   Ω =        ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       
 ∂ ∂ ∂

= + + ∂ ∂ ∂ 

∫∫∫ ∫∫∫

∫∫

 

计算并利用 

( ) ( ) ( )cos , cos , cos ,v v v vn x n y n z
n x y z
∂ ∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂ ∂

 

得 
2 2 2

2 2 2 d d d

d d d d d d

d

u v u v u v v v vu x y z
x x y y z z x y z

u v x y z u v x y z

vu S
n

Ω

Ω Ω

Σ

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

= ∆ + ∇ ⋅∇

∂
=

∂

∫∫∫

∫∫∫ ∫∫∫

∫∫

 

https://doi.org/10.12677/aam.2018.79137


周悦，熊艳琴 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2018.79137 1177 应用数学进展 
 

或 

d d d d d d dvu v x y z u S u v x y z
nΩ Σ Ω

∂
∆ = − ∇ ⋅∇

∂∫∫∫ ∫∫ ∫∫∫

                       (4) 

其中
v
n
∂
∂

为 v 沿方向 n 的方向导数， , ,u u uu
x y z

 ∂ ∂ ∂
∇ =  ∂ ∂ ∂ 

为 u 的梯度，式(4)为第一格林公式。 

2.2. 第二格林公式 

将式(4)中的 u，v 位置互换，得 

d d d d d d duv u x y z v S v u x y z
nΩ Σ Ω

∂
∆ = − ∇ ⋅∇

∂∫∫∫ ∫∫ ∫∫∫

                        (5) 

将(4)式与(5)式相减，得第二格林公式： 

( )d d d dv uu v v u x y z u v S
n nΩ Σ

∂ ∂ ∆ − ∆ = − ∂ ∂ ∫∫∫ ∫∫                          (6) 

3. 格林函数 

由格林公式，可以引入三维空间的基本积分公式。 

3.1. 基本积分公式 

定理 3.1 设函数 ( ) ( ) ( )2 1, ,u x y z C C∈ Ω Ω ，则当点 ( )0 0 0 0, ,M x y z ∈Ω时，有 

( )
0 0 0

0
1 1 1 1d d d d

4π 4πMM MM MM

u uu M u S x y z
r n n r rΣ Ω

  ∂ ∂ ∆
 = − −  ∂ ∂   

∫∫ ∫∫∫  

其中 ( ) ( ) ( )
0

2 2 2
0 0 0 0MMr MM x x y y z z= = − + − + − ，n 是Σ的单位外法线方向。 

若 u 是调和函数(即 0u∆ = )，则成立三维调和函数的基本积分公式： 

( )
0 0

0
1 1 1 d .

4π MM MM

uu M u S
r n n r∂Ω

  ∂ ∂
 = −   ∂ ∂   

∫∫                           (7) 

3.2. 格林函数的定义 

为求解 Laplace 方程的 Dirichlet 边值问题 

( )
( ) ( )

0, , ,

, , , , ,

u x y z

u f x y z x y z∂Ω

∆ = ∈Ω


= ∈∂Ω
                               (8) 

我们引进格林函数的概念。 

公式(7)使我们想到求解边值问题(8)，要求出未知函数 u 在区域Ω内的值，必须同时知道函数 u 和
u
n
∂
∂

在边界 ∂Ω上的值，在(7)中能否消去
u
n
∂
∂

这一项，我们应用格林第二公式于函数 u 和调和函数 v，有 

d 0v uu v S
n n∂Ω

∂ ∂ − = ∂ ∂ ∫∫                                    (9) 

(7) + (9)，得 
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( )
0 0

0
1 1 d

4π 4πMM MM

uu M v u v S
r n n r∂Ω

    ∂ ∂
 = − − −      ∂ ∂     

∫∫  

如果选取调和函数 v 满足 

0

1 ,
4π MM

v M
r∂Ω = ∈∂Ω  

则可消去
u
n
∂
∂

这一项，因此有 

( )
0

0
1 d

4π MM

u M u v S
n r∂Ω

 ∂
= − −  ∂  
∫∫  

令 

( )
0

0
1,

4π MM

G M M v
r

= −  

则有 

( )0 dGu M u S
n∂Ω

∂
= −

∂∫∫  

从而 Laplace 方程的 Dirichlet 问题的解便表示为 

( )0 dGu M f S
n∂Ω

∂
= −

∂∫∫                                 (10) 

称 ( )0,G M M 为 Laplace 方程 Dirichlet 问题在区域Ω上的格林函数。 

4. 格林函数的性质 

定理 [15] 4.1. 格林函数 ( )0,G M M 除 0M M= 外，处处满足方程 0u∆ = ，当 0M M→ 时，

( )0, +G M M → ∞ ，其阶数和
0

1

MMr
相等。 

定理[15] 4.2. 在边界 ∂Ω上， ( )0, 0G M M = . 

定理[15] 4.3. 在区域Ω内， ( )
0

0
10 ,

4π MM

G M M
r

< < . 

定理[15] 4.4. d 1G S
n∂Ω

∂
= −

∂∫∫ . 

定理[15] 4.5. 格林函数 ( )0,G M M 具有对称性，即对 1 2,M M∀ ∈Ω， ( ) ( )1 2 2 1, ,G M M G M M= 。 

5. 格林函数在偏微分方程中的应用 
格林函数在物理学中的意义[16]：设在点 0M 处放置一单位正电荷，则在自由空间Ω内的 M 点处的

电位为
0

1
4π MMr

，若封闭的导电面 Γ外层接地，则内层感应电荷将会产生一个附加电场，附加电场对 M 点

的电位为 ( )0,v M M ，此时在导电面内的电位为 

( ) ( )
0

0 0
1, ,

4π MM

G M M v M M
r

= −  
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5.1. 半空间的 Green 函数及 Dirichlet 边值问题 

求 0z > 半空间的 Green 函数，并求解下列 Dirichlet 边值问题 

( )
( ) ( )

2 2 2

, , 0, , , 0

, ,0 , , ,

lim 0,
r

u x y z x y z

u x y f x y x y

u r x y z
→∞

∆ = −∞ < < +∞ >
 = −∞ < < +∞


= = + +

                           (11) 

求 Green 函数 ( )0,G M M ，由 Green 函数在物理学中的意义，在 ( )( )0 0 0 0, , 0M x y z z > 处放置一单位正

电荷，它在点 M 处产生的电位是
0

1
4π MMr

，在 0M 关于 0z = 的对称点 ( )1 0 0 0, ,M x y z− 处置一单位正电荷，

它在点 M 处产生的电位是
1

1
4π MMr

− ，如图 1 所示。  

由它们所形成的静电场的电位在平面 0z = 上恰好为零，因此上半平面的 Green 函数为 

( )
0 1

0
1 1 1,

4π MM MM

G M M
r r

 
= −  

 
 

要求边值问题(11)的解，只需计算
0z

G
n =

∂
∂

，因此在平面 0z = 上的外法线是 z 轴的负向，因此 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0

0 0
3 3

2 2 2 2 2 22 2
0 0 0 0 0 0

0

0
3

2 2 2 2
0 0 0

1
4π

1
2π

z z

z

G G
n z

z z z z

x x y y z z x x y y z z

z

x x y y z

= =

=

∂ ∂
= −

∂ ∂

 
 − +
 = −
    − + − + − − + − + +     

−
=

 − + − + 

   (12) 

 

 
Figure 1. The mirror image method 
图 1. 镜像法 
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将(12)代入(10)得到(11)的解为 

( ) ( )

( ) ( )

0
0 3

2 2 2 2
0 0 0

,
d d

2π
f x yzu M x y

x x y y z

+∞ +∞

−∞ −∞
=

 − + − + 

∫ ∫  

5.2. 球体区域的 Green 函数及 Dirichlet 边值问题 

求解球体区域的 Green 函数和下面的 Dirichlet 边值问题 

( )
( )

, , 0, ( , , )

, , , ( , , )

u x y z x y z

u f x y z x y z
Γ

∆ = ∈Ω


= ∈Γ
                            (13) 

其中Ω是以 O 为圆心，R 为半径的球域，它的边界为 Γ。 
先求球体的Green函数。在球Ω内任取一点 ( )0 0 0 0, ,M x y z ，用 0r 表示它到原点O的距离，在射线 0OM



上取一点 1M ，如图 2 所示。  
使得 

2
0 1r r R=                                        (14) 

其中 1r 为点 1M 到原点 O 的距离，把 1M 称为点 0M 关于球面 Γ的对称点。在球面上任取一点 ( ), ,P x y z ，

它到点 1M ， 0M 的距离分别为
1 0

,M P M Pr r 。对于三角形 0 1,OPM OPM  ，它们有一个公共角 0POM∠ ，由(14)
易知，这两个三角形相似，于是 

1

0 0

M P

M P

r R
r r

=  

由此易得，对于球内任一点 ( ), ,M x y z ，只要取函数 

( )
1

0
0

,
4π MM

Rv M M
r r

=  

则球Ω上的 Green 函数有如下形式 

( )
0 1

0
0

1 1,
4π 4πMM MM

G M M
r r r

= −                             (15) 

为求(13)的解，要计算
G
n Γ

∂
∂

。设 a 表示 OM 与 0OM 之间的夹角，r 为点 M 到原点 O 之间的距离，则

有 
 

 
Figure 2. Sphere area 
图 2. 球体区域 
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0 1

2 2 2 2 2 2
0 0 1 12 cos , 2 cosM M MMr r r r r a r r r r r a= + − = + −  

代入(15)得 

( )0 2 2 4 2 2 2
0 0 0 0

1 1,
4π 2 cos 2 cos

RG M M
r r r r a R r r R r r a

 
 = −
 + − + − 

 

它在球面 Γ的方向导数为 

( )
( )

( )

( )

2 2
0 00

3 2 3 22 2 4 2 2 2
0 0 0 0

2 2
0

3 22 2
0

coscos1
4π 2 cos 2 cos

1
4π 2 cos

r R
r R

R r r R r ar r aG G
n n r r r r a R r r R r r a

R r
R R r Rr a

Γ =
=

 −−∂ ∂  = = − − ∂ ∂  + − + − 

−
= −

+ −

 

故(13)的解为 

( ) ( )
( )

2 2
0

0 3 22 2
0 0

1 , , d
4π 2 cos

R ru M f x y z S
R R r Rr aΓ

−
=

+ −
∫∫  

6. 格林函数在常微分方程中的应用 

在上一节中，我们讨论了格林函数在偏微分方程中的作用，本节将继续讨论格林函数在常微分方程

中的应用。 

6.1. 预备知识 

δ 函数是由物理学家狄拉克首先引进的。在数学上，可以把δ 函数看成广义函数。传统意义上，δ 函

数的定义[17]是 

( )
0, 0

, 0
x

x
x

δ
≠

= ∞ =
 

且 ( )d 1x xδ
+∞

−∞
=∫ . 

δ 函数一般具有下列性质[18]： 

1) ( ) ( )
( )

( )
2

1

1 2

x
1 2

0 , 0
d

0,0 ,
x f x x

f x x x
x x

δ
< <= 

∉
∫  

2) ( ) ( ) ( )
-

f x x a f aδ
+∞

∞
− =∫  

3) ( ) ( )x xδ δ− =  
在求解非齐次的常微分方程初值问题时，除了常用的“常数便易法”，我们还可以考虑用格林函数

法求解。格林函数在常微分方程中的应用始于 1894 年[19]，注意到格林函数用于解决二维和三维泊松公

式，H. Burkhardt [20] (1861~1914)想知道格林函数能否用来解决如下问题 

( )
2

2

d ,
d

y f x a x b
x

= < <  

他证明了这个问题的解可以写为 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )d d
x b

a x

b x a b x a
y x f f

b a b a
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
− − − −

= − −
− −∫ ∫  
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他更简略地把解表示为 

( ) ( ) ( ), d
b

a
y x G x fξ ξ ξ= −∫  

物理上，非齐次项 ( )f x 表明外界的扰动，而格林函数与非齐次项无关，只要求出格林函数，可以代

入同一个积分 ( ) ( ), d
b

a
y G x fξ ξ ξ= ∫ 。我们注意到非齐次项 ( )f x 可以利用δ 函数来表示 

( ) ( ) ( )df x f xξ δ ξ ξ= −∫  

下面，我们讲具体讨论如何求出对应的格林函数。 

6.2. 一阶非齐次常微分方程 

考虑如下的一阶线性非齐次方程 

[ ] ( ) ( ) ,L y y p x y f x x a′≡ + = >                              (16) 

初始条件为 

[ ] ( ) 0B y y a≡ =  

格林函数 ( ),G x ξ 被定义[21]为 

( ) ( )
( )

,

, 0

L G x x

G a

ξ δ ξ

ξ

 = −   


=
 

的解。 
非齐次方程(16)的解可以用含有格林函数的积分来表示。 
为了证明 ( ) ( ) ( ), d

a
y x G x fξ ξ ξ

∞
= ∫ 是方程的解，我们将线性算子应用于积分(假定积分是一致收敛的)。 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

, d , d

d

a a

a

L G x f L G x f

x f

f x

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

δ ξ ξ ξ

∞ ∞

∞

  =     

= −

=

∫ ∫

∫  

积分仍然满足初始条件 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

, d , d

0 d

0

a a

a

B G x f B G x f

f

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

∞ ∞

∞

  =     

= ⋅

=

∫ ∫

∫  

现在，我们考虑格林函数的定性行为。当 x ξ≠ 时，格林函数仅是微分方程的一个齐次解，而 x ξ= 时，

我们能得到一些奇解。 ( ),G x ξ′ 有一个狄拉克δ 函数型的奇点，这表明 ( ),G x ξ 在 x ξ= 处有一个跳跃间断

点，在区间 ( ),ξ ξ− + 上对微分方程进行积分来确定这个跳跃点。 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

,

, , , d 1,

G p x G x

G G p x G x x
ξ

ξ

δ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ
+

−
+ −

′ + = −

− + =∫
 

( ) ( ), , 1G Gξ ξ ξ ξ+ −− =                                (17) 

微分方程的齐次解为 
( )de p x xy −∫=  
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因为格林公式满足 x ξ≠ 时的齐次解，所以 x ξ> 和 x ξ< 时，它是这个齐次解的常数倍。 

( )
( )

( )

d
1

d
2

e ,
,

e ,

p x x

p x x

c a x
G x

c x

ξ
ξ

ξ

−

−

∫

∫

 < <= 
>

 

为了满足齐次初始条件 ( ), 0G a ξ = ，则 

( ) ( )d

0,
,

e ,p x x

a x
G x

c x

ξ
ξ

ξ−∫

< <= 
<

 

跳跃条件(方程(17))给出了约束条件 ( ), 1G ξ ξ+ = ，这决定了 x ξ> 时齐次解的常数。则 

( ) ( )d

0,
,

e ,p x x

a x
G x

x

ξ
ξ

ξ−∫

< <= 
>

 

我们可以用赫维赛德函数 ( )H x 来表示格林函数 

( ) ( ) ( )d
, e

x p t t
G x H xξξ ξ

−∫= −  

6.3. 二阶非齐次常微分方程 

考虑二阶非齐次方程 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

, ,

0

L y y p x y q x y f x x a b

y a y b

′′ ′ = + + = ∈


= =
 

格林函数 ( ),G x ξ 被定义为 

( ) ( )
( ) ( )

,

, , 0

L G x x

G a G b

ξ δ ξ

ξ ξ

 = −   


= =
                                (18) 

的解。 
为了证明 ( ) ( ) ( ), d

b

a
y x G x fξ ξ ξ= ∫ 为方程(18)的解，我们将线性算子应用于积分(假定积分是一致收

敛的)。 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

, d , d

d

b b

a a

b

a

L G x f L G x f

x f

f x

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

δ ξ ξ ξ

  =     

= −

=

∫ ∫

∫  

此积分仍然满足边界条件 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

, d , d

0 d

0

i ia a

b

a

B G x f B G x f

f

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

∞ ∞  =     

= ⋅

=

∫ ∫

∫  

利用格林函数求解常微分方程的优点之一是只需要找到线性算子和特定的齐次边界条件的格林函数 

[ ] ( ) [ ] [ ]1 2, 0L G x B G B Gδ ξ= − = =  

对任何非齐次问题都可以表示解 

[ ] ( ) [ ] [ ]1 2, 0L f f x B y B y= = =  
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不需要额外的其他步骤来求一个非齐次微分方程的解。 
二阶微分方程的格林函数有什么性质？它会有一个δ 函数型的奇点吗？它会是连续的吗？回答这些

问题，我们将首先研究 ( )xδ 的积分和微分的性质。 
对 ( )xδ 进行积分得到赫维赛德函数 ( )H x  

( ) ( )
0, 0

d
1, 0

x x
H x t t

x
δ

−∞

<
= =  >
∫  

对赫维赛德函数 ( )H x 进行积分，得到斜坡函数 ( )r x  

( ) ( )
0, 0

d
, 0

x x
r x H t t

x x−∞

<
= =  >
∫  

当 0x ≠ 时， ( )xδ 的导数为 0；在 0x = 处，它的导数从 0 上升到 +∞，下降到 −∞然后回到 0。 
我们写出格林函数的微分方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,G x p x G x q x G x xξ ξ ξ δ ξ′′ ′+ + = −  

我们发现只有 ( ),G x ξ′′ 可以有一个δ 函数型的奇点.如果其他项具有δ 函数型的奇点，那么 ( ),G x ξ′′ 将

比δ 函数更奇异，并且在方程的右侧将不存在匹配这种奇异性的任何项。类似于从δ 函数到赫维赛德函

数到斜坡函数的过程，我们看到 ( ),G x ξ′ 有一个跳跃间断点， ( ),G x ξ 是连续的。 
设 1 2,y y 是齐次微分方程 [ ] 0L y = 的两个线性无关解。当 x ξ≠ 时，格林函数满足齐次微分方程，因此

它是齐次解的线性组合。 

( ) 1 1 2 2

1 1 2 2

,
,

,
c y c y x

G x
d y d y x

ξ
ξ

ξ
+ <

=  + >
 

我们要求 ( ),G x ξ 是连续的 

( ) ( ), ,x xG x G xξ ξξ ξ→ − → +=  

我们可以用齐次解来表示 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2c y c y d y d yξ ξ ξ ξ+ = +  

对 ( ) ( ),L G x xξ δ ξ= −   在 ( ),ξ ξ− + 上积分，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , d dG x p x G x q x G x x x x
ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ ξ δ ξ

+ +

− −′′ ′+ + = −  ∫ ∫  

因为 ( ),G x ξ 是连续的， ( ),G x ξ′ 有一个跳跃间断点，所以 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

, d 0, , d 0,

, d d ,

, ,

, , 1.

p x G x x q x G x x

G x x x x

G x H x

G G

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

ξξ

ξ ξ

ξ ξ

ξ δ ξ

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

+ +

− −

+ +

− −

++

− −

+ −

′ = =

′′ = −

′⇒ = −  

′ ′⇒ − =

∫ ∫

∫ ∫  

我们用齐次解来表示这个跳跃条件 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2 1d y d y c y c yξ ξ ξ ξ′ ′ ′ ′+ − − =  

结合这两个边界条件，共有四个方程来确定四个常数 1 2 1 2, , ,c c d d 的值。 
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6.4. 斯特姆-刘维尔问题 

一般的二阶线性方程总可以化成如下这种形式： 

[ ] ( ) ( ) ( )d d
d d

yL y p x q x y f x
x x
 = + =  

                         (19) 

边界条件
[ ] ( ) ( )
[ ] ( ) ( )

1 1 2

2 1 2

0

0

B y y a y a

B y y b y b

α α

β β

′ = + =
 ′= + =

。 

这就是斯特姆-刘维尔问题。要求格林函数，应当使格林函数满足如下条件： 

( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , , 0L G x x B G x B G xξ δ ξ ξ ξ= − = =            

设 1 2,y y 是方程(19)对应的齐次方程的两个非零解(分别满足左、右边值条件)，即 

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

1 2

1 1 2 2

0 0
,

0 0

L y L y

B y B y

 = = 
 

= =  
 

当 x ξ≠ 时，格林函数满足的微分方程退化为齐次方程，因此可以改写如下形式 

( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1

2 2

,
,

,

c y x a x
G x

c y x x b

ξ ξ
ξ

ξ ξ

≤ ≤= 
≤ ≤

 

这里， 1 2,c c 是关于ξ 的未知函数，由连续性条件 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2

, ,G G

c y c y

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

− +=

=
 

将非齐次方程写成标准形式 

( ) ( ) ( ) ( ), , ,
xp qG x G x G x

p p p
δ ξ

ξ ξ ξ
−′

′′ ′+ + =  

由跳跃条件， 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 1

1, , ,

1 ,

G G
p

c y c y
p

ξ ξ ξ ξ
ξ

ξ ξ ξ ξ
ξ

+ −′ ′− =

′ ′− =
 

得到可以求出 1 2,c c 的方程组 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 2

1 1 2 2

0
1

c y c y

c y c y
p

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
ξ

− =

 ′ ′− = −


 

用克拉默法则求解方程组，得 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
2 1

1 2,
y y

c c
p W p W

ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
= − = −

− −
 

这里， ( )W x 是 ( )1y x 和 ( )2y x 的伏朗斯基行列式。因此，格林函数为 
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( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 2

2 1

,
,

,

y x y
a x

p W
G x

y x y
x b

p W

ξ
ξ

ξ ξ
ξ

ξ
ξ

ξ ξ


≤ ≤

= 
 ≤ ≤


 

6.5. 初值问题 

考虑 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )1 2

, ,

,

L y y p x y q x y f x x a b

y a y y a y

′′ ′ = + + = ∈


′= =
 

由于非齐次的线性微分方程初值问题满足叠加原理，不妨设解 y u v= + ，这里 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0, 0u p x u q x u f x u a u a′′ ′ ′+ + = = =  

( ) ( ) ( ) ( )1 20, ,u p x u q x u u a u aγ γ′′ ′ ′+ + = = =  

因为伏朗斯基行列式 

( ) ( )( )exp dW x c p x x= −∫  

非零，所以 v 的微分方程的解是线性无关的，因此存在满足初值条件的 v 的唯一解。 
关于 u，格林函数满足[22] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

, , ,

, 0, , 0

G x p x G x q x G x x

G a G a

ξ ξ ξ δ ζ

ξ ξ

′′ ′+ + = −
 ′= =

 

连续条件和跳跃条件为 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , 1 ,G G G Gξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ− + − +′ ′= + =  

设 1 2,u u 为微分方程的两个线性无关解，当 x ξ< 时， ( ),G x ξ 是这些解的线性组合，因为伏朗斯基行

列式非零，故只有平凡解满足齐次初值条件，格林函数为 

( ) ( )
0,

,
,

x
G x

u x xξ

ξ
ξ

ξ
<=  >

 

这里 ( )u xξ 是 1 2,u u 的线性组合，且满足 

( ) ( )0, 1u uξ ξξ ξ′= =  

注意到伏朗斯基行列式非零，因此确定了 ( )u xξ 的唯一解。我们可以将格林函数写成如下形式 

( ) ( ) ( ),G x H x u xξξ ξ= −  

故关于 u 的方程的解可表示为 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

,  d

d

d

b

a
b

a
x

a

u G x f

H x u x f

u x f

ξ

ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ

=

= −

=

∫

∫

∫

 

故 
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( ) ( )dx

a
y v u x fξ ξ ξ= + ∫  

6.6. 混合边值问题 

考虑 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ), ,L y y p x y q x y f x x a b′′ ′= + + = ∈  

给定初边值条件 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
[ ] ( ) ( ) ( ) ( )

1 11 12 11 12 1

2 21 22 21 22 2

B y y a y a y b y b

B y y a y a y b y b

α α β β γ

α α β β γ

′ ′ = + + + =


′ ′= + + + =
 

由叠加原理，不妨设通解 y u v= + ，这里 u 和 v 分别满足 

( ) ( ) ( ) [ ] [ ]
( ) ( ) [ ] [ ]

1 2

1 1 2 2

, 0,

0, , ,

u p x u q x u f x B u B u

v p x v q x v B v y B v y

′′ ′+ + = = =

′′ ′+ + = = =
 

其中，v 的问题可能无解，有唯一解或有无穷多解。我们仅考虑 v 有唯一解的情况。在这种情况下，齐次

方程的齐次边界问题只有平凡解[23]。 
设 1y 和 2y 是满足齐次边界条件 [ ]1 1 0B y = 和 [ ]2 2 0B y = 的齐次常微分方程的解，又因为完全齐次问题

无解，则 [ ]1 2B y 和 [ ]2 1B y 非零。解 v 有如下形式 

1 1 2 2v c y c y= +  

应用两个边界条件，得 

[ ] [ ]
2 1

1 2
2 1 1 2

v y y
B y B y
γ γ

= +  

关于 u 的方程，格林函数满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] [ ]1 2, , , , 0G x p x G x q x G x x B G B Gξ ξ ξ δ ξ′′ ′+ + = − = =  

连续条件和跳跃条件分别是 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , 1 ,G G G Gξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ− + − +′ ′= + =  

格林函数则可以写成 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2,G x H x y x c y x c y xξξ ξ= − + +  

这种形式下，则跳跃条件和连续条件已经满足，应用边界条件，得 

[ ] ( ) [ ]
[ ] ( ) [ ]

1 1 2 1 2

2 2 1 2 1

0,

0,

B G B H x y c B y

B G B H x y c B y

ξ

ξ

ξ

ξ

 = − + = 
 = − + = 

 

[ ] ( ) ( ) [ ]
[ ] ( ) ( ) [ ]

1 11 12 2 1 2

2 21 22 1 2 1

0,

0,

B G y b y b c B y

B G y b y b c B y
ξ ξ

ξ ξ

β β

β β

′= + + =

′= + + =
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
[ ] ( ) ( ) ( )

[ ] ( )21 22 11 12
1 2

2 1 1 2

,
y b y b y b y b

G x H x y x y x y x
B y B y

ξ ξ ξ ξ
ξ

β β β β
ξ ξ

′ ′+ +
= − − −  

由于 [ ]1 2B y 和 [ ]2 1B y 非零，定义的格林函数有意义。 

( ) ( ), d
b

a
u G x fξ ξ ξ= ∫  
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故 y 的通解为 

( ) ( ) [ ] [ ]
2 1

1 2
2 1 1 2

, d
b

a
y G x f y y

B y B y
γ γ

ξ ξ ξ= + +∫  

6.7. 高阶非齐次常微分方程 

考虑 n 阶微分方程 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 0

n n
nL y y p x y p x y p y f x−
− ′= + + + + =  

满足边界条件 

[ ]j jB y y=  

这里 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

n n
k k

k k
k k

B y y a y bα β
− −

= =

= +∑ ∑  

假定微分方程的系数函数在 ( ),a b 上连续。通解 y u v= + ，这里 u 和 v 分别满足 

[ ] ( ) [ ]
[ ] [ ]

, 0,

0, .
j

j j

L u f x B u

L v B v y

= =

= =
 

下面我们将用格林函数来表示这个解。 
首先我们考虑关于 v 的齐次常微分方程初值问题。设{ }1 2, , , ny y y

是一组线性无关的解的集合，则

1 1 2 2 n nv c y c y c y= + + + ，这里常数由下面的矩阵方程决定 

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

1 11 1 1 2 1

2 22 1 2 2 2

1 2

n

n

n nn n n n

c yB y B y B y
c yB y B y B y

c yB y B y B y

    
    
    =    
         





    



 

为了求解关于 u 的问题，我们考虑满足下列等式的格林函数 

( ) ( )
[ ]

,

0j

L G x x

B G

ξ δ ξ = −   


=
 

让 ( )y xξ 是满足下列条件的齐次解的组合： 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

2

1

0,

0,

0,

1,

n

n

y

y

y

y

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

−

−

=

′ =

=

=

  

因此解为 

( ) ( ) ( )cy x H x y xξξ= −  

格林函数形式为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1, n nG x H x y x d y x d y xξξ ξ= − + + +
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常数被如下的矩阵方程所决定 

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1
11 1 1 2 1

2 22 1 2 2 2

1 2

n

n

nn n n n
n

B H x y xdB y B y B y
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故 

( ) ( ),  d
b

a
u G x fξ ξ ξ= ∫  

7. 结论 

格林函数理论是求解非齐次线性微分方程的一种方法。由上述讨论，格林函数 ( ),G x ξ 满足的微分方

程在 x ξ≠ 时退化为齐次方程，理论上比原方程更易求解。 
对于非齐次常微分方程，我们首先要构造格林函数，导出格林函数应该满足的微分方程和边值条件。

因为格林函数只依赖边值条件，与非齐次项(源)无关。一旦求出格林函数，非齐次常微分方程的解[24]为 

( ) ( ), d
b

a
y G x fξ ξ ξ= ∫  

对于偏微分方程的有限区域给定边界问题，格林函数的求解则会困难得多，要视具体情况而定，可

能会用到镜像法、模式展开法、Fouier 方法等[25]。本文所述的只是格林公式在方程中的应用的一小部分，

格林公式在其他方程中的应用有待于我们作进一步的深层研究。 
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