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Abstract 
This article deals with an inverse problem of determining the boundary flux in the two-dimensional 
convection-diffusion equation in a rectangular domain. Similarly to the method used in my pre-
vious paper, a conditional uniqueness and Lipschitz stability for the inverse boundary problem 
are proved based on a variational identity and controllability to an adjoint problem. Moreover, the 
ADI scheme is applied to solve the forward problem, and numerical inversions are performed also 
utilizing the homotopy regulrizarion algorithm. 
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摘  要 

对于给出的二维对流扩散方程，考虑一个确定边界流量的反问题。应用变分伴随方法，基于联系附加数

据和未知边界流量的变分恒等式，证明反问题解的条件唯一性，并建立反问题的Lipschitz稳定性。基于
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ADI差分方法对正问题进行数值求解，并利用同论正则化方法对边界流量进行数值反演。 
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1. 引言 

近年来，研究大气污染物的构成、污染物的运移和扩散规律成为各个研究领域普遍关注的问题。从

大气污染物的运移扩散规律入手，构建符合实际的污染物对流扩散模型，并基于有限的观测数据能够确

定模型中难以直接测量的关键参数，这对于研究解决大气污染问题具有重要意义和应用价值。 
对流扩散方程是一类基本的运动方程，可用于描述大气污染物的扩散规律[1]。但是，实际问题中，

扩散方程往往有一些难以直接测量得到的参数，或者需要付出很高代价才能得到的参数。这时，根据污

染物的实测结果，再结合合理的附加数据信息，进而科学确定未知的初始条件、边界条件等关键参数就

显得非常重要。这也为相关问题的研究提供了极大的便利。 
根据反问题求解内容的不同，可将其分为参数反问题、源项反问题、边界条件反问题、初始条件反

问题等[2]。本文主要研究边界条件反问题。 
假设大气环境系统控制方程结构、参数、初始条件是一致的，根据实测数据确定边界条件，这样的

问题称为边界条件反问题[3] [4]。例如，由规定的出流边界处的污染物浓度标准，推求入流边界的污染物

限制浓度，以此确定空气污染物排放标准，这就是典型的大气环境边界反问题。金忠青等应用脉冲谱–

优化法、Green 函数法对二维对流扩散方程边界条件反问题进行了求解。韩龙喜等，从局部的解出发，在

稳态条件下，反演了边界浓度。 
目前为止，对于源项反演[5] [6]的问题居多，对于边界反问题的研究却并不多见。事实上，对于大气

污染物的研究与防治问题，由一致边界或者内部测量值为观测数据，反演初始边界处的污染物分布情况，

更具现实意义。本文将继续利用变分伴随方法[7]-[13]对矩形域上的二维对流扩散方程反问题进行研究，

主要考虑对其边界流量进行反演，并确定其反问题解的存在唯一性[14]。当边界流量函数与时间–空间均

有关时，证明反问题的条件适定性[15]，并给出数据随机扰动条件下的数值反演算例。 

2. 正问题与反问题 

对于给定的 0T > 及 1 2, 0l l > ，记 ( ) ( ) ( )1 20, 0, 0,T l l TΩ = × × ，考虑在矩形域上的二维对流扩散方程： 

( )0, , , ,t x Tu D u vu x y t− ∆ + = ∈Ω                          (2.1) 

其中 ( ),x y ∈Ω， 0t > ；Ω 为矩形域；其中 1Γ 为Ω 的左边界，表示为 { }1 : 0xΓ = = ； 2Γ 为Ω 的右边界，

{ }2 1: x lΓ = = ； 3Γ 为Ω 的上边界， { }3 2: y lΓ = = ； 4Γ 为Ω 的下边界 { }4 : 0yΓ = = ， 0D > 是大气污染物的

扩散系数， 0v > 是污染物沿着 X 轴方向的对流速度(假设只有横向风影响，污染物浓度分布均匀)。下面

给出方程(2.1)的初边值条件： 
给定初始条件： 
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( ) 1 2, ,0 0, 0 , 0 .u x y x l y l= ≤ ≤ ≤ ≤                         (2.2) 

假设左边界处的污染物通量是已知的，即 

( ) ( )
1

2, , 0 , 0 .xuv Du f y t y l t T
Γ

− = ≤ ≤ ≤ ≤                      (2.3) 

上式两端同时除以 D，有
( )

1

,
x

f y tvu u
D DΓ

 − = 
 

。 

令 0vh
D

= > ， ( ) ( ),
,

f y t
f y t

D
= ，则有： 

( ) ( )
1

,xhu u f y t
Γ

− =  

左边界条件化为： 

( ) ( ) ( )
1

, , 0, , ,xu x y t hu y t f y t
Γ
= −                          (2.4) 

其他三个边界条件如下： 

( )
2

, , 0,0 .xu x y t t T
Γ
= ≤ ≤                             (2.5) 

( )
3 4,

, , 0,0 .yu x y t t T
Γ Γ

= ≤ ≤                            (2.6) 

如果，二维对流扩散方程的扩散系数，初边值函数以及源项等参数是已知的。则由(2.1)~(2.6)构成一

个适定的正问题，可以求得在 TΩ 上的浓度分布 ( ), ,u x y t 。现在设模型中有界域的部分边界 1Γ 处的溶质通

量 ( ),f f x y= 未知，给定右边界 2Γ 处的污染物浓度作为附加数据： 

( ) ( )
2

, , , .u x y t g y t
Γ
=                              (2.7) 

则由(2.1)~(2.6)联合附加数据(2.7)形成一个确定左边界溶质通量 ( ),f f x y= 的反问题。在以下的探讨

过程中，将说明反问题的解是存在的，进而利用伴随方法证明反问题解的唯一性。 

3. 正问题的伴随问题 

定理 3.1 [7]：设正问题(2.1)~(2.6)是适定的，对于给定的 ( ),f f x y= ，设 ( )( ), ,i iu u f x y t=  (其中，

( )( ), ,iu f x y t 是线性的)是对应于边界溶质通量函数 ( ) ( ), 1, 2if x y i = 的正问题的解，而 ( ) ( ), 1, 2ih x y i = 是

相应的右边界浓度测量值(即附加数据)，则有变分恒等式： 

( )( ) ( )( )2 2
1 2 1 20 0 0 0

0, , d d , d d
T l T l

y t f f y t w y t g g y tϕ − = −∫ ∫ ∫ ∫             (3.1) 

其中 ( )wϕ 表示一个由输入函数 ( ),w w x y= 所控制的伴随问题的解。 
证明：令 1 2U u u= − ，那么它满足以下定解条件： 

( )
( ) ( ) ( )
( )

( )

1 1

2

3 4

0

,

0,
, , 0,

, , , , , ,

, , 0,

, , 0.

t x

t

x

x

y

U D U vU
U x y t

U x y t hu x y t f y t

U x y t

U x y t

=

Γ Γ

Γ

Γ Γ

− ∆ + =
 =
 = −

 =

 =

                   (3.2) 

而且，有附加数据 
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( )
2

1 2, , .U x y t g g
Γ
= −  

取函数 ( ), ,x y tϕ ϕ= ，(3.2)中方程两端同时乘以ϕ ，并且在 TΓ 上积分，有 

( ) d d d 0.
T

t xU D U vU x y tϕ
Ω

− ∆ + =∫  

对其进行分部积分，有 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

2

2 12 1 1 2

1

3 4 3 4

0 0

0 0

d d d , , , , , ,0 , ,0 d d

d d

d d 0.

T
t x

T l
x x x x

T l
y y y y

U D v x y t U x y T x y T U x y x y x y

D U U U U v U U y t

D U U U U x t

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

Ω Ω

Γ ΓΓ Γ Γ Γ

Γ Γ Γ Γ

− + ∆ + + −  

 − − + − + −  
 − − − + =  

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

令 ( )( ), ,w x y tϕ ϕ= 是下述定解问题的一个解 

( )
( ) ( )
( ) [ ]

( ) [ ]

( ) [ ]
( ) ( ) ( ) ( )

1

3

4

2 2

0, , , ,
, , 0, , ,

, , 0, 0, ,

, , 0, 0, ,

, , 0, 0, ,

, , , , , , , .

t x T

t T

x

y

y

x

D v x y t
x y t x y

x y t t T

x y t t T

x y t t T

x y t h x y t w y t x y

ϕ ϕ ϕ
ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ ϕ

=

Γ

Γ

Γ

Γ Γ

+ ∆ + = ∈Ω
 = ∈Ω
 = ∈
 = ∈

 = ∈
 + = ∈Ω

               (3.3) 

其中 ( ),w w x y= 是一个可控制的输入函数，定解问题(3.3)称为正问题的定解问题。 
利用(3.2)和(3.3)的初边值条件和附加数据，可得积分恒等式 

( )( ) ( )( )2 2
1 2 1 20 0 0 0

0, , d d , d d .
T l T l

y t f f y t w y t g g y tϕ − = −∫ ∫ ∫ ∫  

证毕。 

4. 反问题解的条件唯一性 

记 ( ]2 2 0,T TΓ = Γ × 。设 ( ){ }2
2:ES f L f E= ∈ Ω ≤ 为源项强度函数的容许集，其中 0E > 为一个正常数。

则对于任意 Ef S∈ ，正问题有唯一解，记为 ( )( ), ,u f x y t 。联系到附加数据条件，定义映射

( ) ( )2 2
2: TG L LΩ → Γ ： 

[ ] ( ) ( ) ( )
2

2: , , , .TG f u f g y t y t
Γ

= = ∈Γ                      (4.1) 

据此，反问题(2.1)~(2.7)可以化为算子方程的求解问题。从数值求解的角度，该反问题又可转化为如

下带正则化的极小问题 

[ ]{ }2 2

22
min ,

Ef S
G f g fα

∈
− +                         (4.2) 

其中 0α > 是正则参数。 
对于一般的抛物型方程也是成立的。该引理说明对于一个齐次的线性热传导过程，终值时刻的分布

可以由边界值近似控制[16]。 
证明反问题解的唯一性即证明当且仅当 1 2f f= 时， [ ] [ ]1 2G f G f= 。 
定理 4.1：在定理 3.1 的条件下，存在 0 0M > 及某个子区域 0Ω ⊂Ω，使得成立 ( )

0
1 2 0 0f f M

Ω
− ≥ > ，

https://doi.org/10.12677/aam.2018.710158


刘倩 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2018.710158 1361 应用数学进展 
 

则必有 

( ) ( ) ( )1 2 2, , , , Tg y t g y t y t≠ ∀ ∈Γ  

定理证明过程同[14]。 

5. 反问题的条件稳定性 

引理 5.1 [17]：设Ω为一个正测度有界区域，假设当 x∈Ω时， ( ) ( )2f x L∈ Ω 且 ( ) 0f x ≥ ，那么，如

果当 ( ) 0f x
Ω

=∫ 时， ( ) 0f x = 。 

为了构成反问题解的稳定性条件，还需要一些已知和未知的数据函数。对于未知的溶质通量 Ef S∈ ，

假设 ( ), 0f y t ≥ ，且当 ( ) 1, ty t ∈Γ 时， 0f ≠ 。基于变分恒等式(3.1)，定义一个有关溶质通量 ( ),f y t 和控制

输入 ( ),w y t 的双线性函数： 

( ) ( ) ( )( )
1

, , 0, , d d ,Tf w f x y w y t y tϕ
Γ

= ∫                        (5.1) 

其中 ( )( ), ,w x y tϕ 是由边界输入函数 ( ),w y t ， ( ) 1, ty t ∈Γ 确定的伴随问题(3.3)的解。不难看出双线性函数

( ),f w 关于 ,f w是线性的。因而，可以定义关于溶质通量的范数： 

( )
0, 0 2

,
: sup .

w w

f w
f

w> ≠
=




                              (5.2) 

下面给出一个命题。 
命题 5.1：关于双线性函数 ( ),f w 的范数(5.2)是合理的。 
证明：1) 绝对均匀性。对于任意的 Rλ∈ ，显然有 

( )
0, 0 2

,
sup .

w w

f w
f f

w
λ

λ λ
> ≠

= =
 


 

2) 三角不等式。对于任意的 1 2, Ef f S∈ ，范数具有线性积分可加性，即 

( )1 2
1 2 1 2

0, 0 2

,
: sup .

w w

f f w
f f f f

w> ≠

+
+ = ≤ +

  


 

3) 非负和分离点。显然 0f ≥


成立，我们需要证明如果 ( ) 10, , tf y t= ∈Γ


， 0f = 成立。 

令 ( ) 10, , tf y t= ∈Γ


，则有 

( ) ( )( )
1

, 0, , d d 0T f x y w y t y tϕ
Γ

=∫                          (5.3) 

根据抛物型方程的极小值原理可知，如果 ( ), 0w y t > ， ( ) 1, ty t ∈Γ ，那么伴随问题 (3.3)的解

( )( ), , 0w x y tϕ > 。又因为 ( ), 0f y t ≥ ，结合(3.3)式，有 

( ) ( )( )
1

, 0, , d d 0T f x y w y t y tϕ
Γ

=∫                          (5.4) 

那么，由引理 5.1 可知， ( ) ( ) 1, 0, , tf y t y t= ∈Γ 或者 ( )( ) ( ) 10, , 0, , Tw y t y tϕ = ∈Γ 。因为 0w > 且 0w ≠ ，

由极大-极小值原理，成立当 ( ), , Tx y t ∈Ω 时 ( )( ), , 0w x y tϕ > ，进而有 ( )( ) ( ) 10, , 0, , Tw y t y tϕ > ∈Γ 。所以，

肯定存在 ( ) 1, Ty t ∈Γ 使得 0f = 。所以，(5.2)定义的范数是合理的。 
定理 5.1：在定理 3.1 的条件下，对于 Ef S∈ ，存在 ( ) 1, Ty t ∈Γ 上的常数 D，使得成立 

( )2
21 2 1 2 TLf f D g g

Γ
− ≤ −


                              (5.5) 

https://doi.org/10.12677/aam.2018.710158


刘倩 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2018.710158 1362 应用数学进展 
 

这里的范数 ⋅

是由(5.2)定义的。 

证明：基于范数定义(5.2)和变分恒等式(3.1)，应用 Cauchy-Schwartz 不等式有 

( )( ) ( )
( )

2
2

2

1 2

1 2 1 2
0, 0 2

, , d d
sup .

T

TL
w w

D g g y t w y t y t
f f D g g

w
Γ

Γ
> ≠

−
− = ≤ −

∫


             (5.6) 

结论成立。 

6. 正问题数值解 

利用 ADI 差分法[18]求解正问题(2.1)~(2.6)。首先对求解区域进行网格剖分取空间步长 h l M= ，时

间步长 T Nτ = 离散网格，可以记作： ix ih= ， jy jh= ， nt nτ= ，其中 0 , ,i j n M≤ ≤ 。将区域剖分成 M2

个小正方形， ,
n
i ju 是 ( ), ,i j nu x y t 的近似值，则原方程可以离散为如下格式： 

首先，从 nt 到 1 2nt + ，x 方向采用隐式格式，y 方向采用显式格式，有： 

( )
1 2

, , 1 2
, ,

,

2 ;
2

n n n
i j i j n n

i j i j
i j

u uu u u
t τ τ

+
+−∂

≈ = −
∂

 

1 2 1 2 1 2
1, 1,

,

;
2

n n n
i j i j

i j

u uu
x h

+ + +
+ −−∂

≈
∂

 

( )
1 2

1 2 1 2 1 2
1, , 1,2

,

2 ;
n

n n n
i j i j i j

i j

u DD u u u
x x h

+
+ + +
+ −

∂ ∂  ≈ − + ∂ ∂ 
 

( ), 1 , , 12
,

2 ;
n

n n n
i j i j i j

i j

u DD u u u
y y h + −

 ∂ ∂
≈ − + ∂ ∂ 

 

将以上格式带入二维对流–扩散方程，得到差分格式： 

1 2 1 2 1 2
1, , 1,2 2 2

, 1 , , 12 2 2

1
4 42 2 2

1 .
2 2

n n n
i j i j i j

n n n
i j i j i j

D v D v Du u u
h hh h h

D D Du u u
h h h

τ τ τ

τ τ τ

+ + +
− +

− +

     − − + + + −     
     

 = + − + 
 

 

据此，可以得到 x 方向的线性方程组 

1Au c=                                     (6.1) 

其次，从 1 2nt + 到 1nt + ，y 方向采用隐式格式，x 方向采用显式格式，有： 

( )
1 1 1 2

, , 1 1 2
, ,

,

2 ;
2

n n n
i j i j n n

i j i j
i j

u uu u u
t τ τ

+ + +
+ +−∂

≈ = −
∂

 

1 2 1 2 1 2
1, 1,

,

;
2

n n n
i j i j

i j

u uu
x h

+ + +
+ −−∂

≈
∂

 

( )
1 2

1 2 1 2 1 2
1, , 1,2

,

2 ;
n

n n n
i j i j i j

i j

u DD u u u
x x h

+
+ + +
+ −

∂ ∂  ≈ − + ∂ ∂ 
 

( )
1

1 1 1
, 1 , , 12

,

2 ;
n

n n n
i j i j i j

i j

u DD u u u
y y h

+

+ + +
+ −

 ∂ ∂
≈ − + ∂ ∂ 
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将以上格式带入二维对流–扩散方程，得到差分格式： 
1 2 1 2 1 2

1, , 1,2 2 2

1 1 1
, 1 , , 12 2 2

1
2 2

1 .
2 2 2

n n n
i j i j i j

n n n
i j i j i j

D v D D vu u u
h hh h h

D D Du u u
h h h

τ τ τ τ τ

τ τ τ

+ + +
− +

+ + +
− +

     + + − + −     
     

 = − + + − 
 

 

据此，可以得到 y 方向的线性方程组 
2Au c=                                      (6.2) 

(6.1)和(6.2)均为三对角线性方程组，具有一维隐式形式，上述离散格式是无条件稳定的[19] [20] [21]。 

7. 反问题的条件稳定性 

7.1. 正问题的数值模拟 

考虑矩形区域内二维对流-扩散方程，即(2.1)~(2.6)，同样利用有限差分方法进行数值计算。取

1 2 1l l T= = = ， 0.01D = ， 0.001v = ，精确解为 

( ) 2 3 21 1 1, , 1
2 3 2

u x y t t x x y y  = − + −  
  

 

则源项为： 

( ) ( ) ( )2 3 2 21 1 1 1, , 1 1 1 2 1 .
2 3 2 2

s x y t x x Dt vt x y y Dt x x y     = − + − + − − − − + −         
 

设 ( )* , ,u x y t 为由上述差分格式求得的数值解，精确解与数值解的相对误差为 

( ) ( )
( )

*

2

2

, , , ,
,

, ,

u x y t u x y t
Err

u x y t

−
=                           (7.1) 

表 1 和表 2 分别给出不同空间步长和时间步长的数值计算结果。 
进一步，取空间步长 1 30x yh h= = ，时间步长 1 100τ = ， 0.1D = ， 0.01v = ，图 1 给出在终止时刻 t = 

0.5 时的数值解和解析解图像。 
 
Table 1. Effect of space step on error ( 1 100 , 0.5tτ = = ) 
表 1. 空间步长对误差的影响( 1 100 , 0.5tτ = = ) 

x yh h=  1/10 1/20 1/30 1/40 1/50 

Err 1.42145e−2 1.41261e−2 1.38718e−2 1.27718e−2 1.15424e−2 

 
Table 2. Effect of time step on error ( 1 20 , 1x yh h t= = = ) 

表 2. 时间步长对误差的影响( 1 20 , 1x yh h t= = = ) 

τ  1/50 1/100 1/150 1/200 1/300 

Err 2.4013e−2 2.40086e−2 2.40044e−2 2.39963e−2 2.39751e−2 

 
由表 1 和表 2 可以看出，误差随着时间空间步长的减小而有所减小，并且改变空间步长更能影响解。

通过以上计算和图 1 可以看出，数值解较好地吻合精确解。 

7.2. 确定边界流量反问题的数值模拟 

算例 1： 
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对于 7.1 中提出的联合附加数据的反问题，在不加扰动的情况下，应用同伦正则化算法[18]对上述确

定边界流量的反问题进行数值模拟。 
假设真解 ( ) 2 31 2f y y y y= + + + ，并在解空间 { }4 2 31, , ,span y y yΦ = 中展开，即真解 ( )1,1,2,1a = ，结

合以上算法，当 t T= 时，在边界 { }2 : 1,0 1x yΓ = = ≤ ≤ 上取附加数据 

( ) ( )1, , , 1, 2, , 1jg y u y T j M= = − ，                      (7.2) 

其中空间步长 1 20x yh h= = ，时间步长 1 100τ = 。 
考察初始迭代对反演算法的影响，取扩散系数 1D = ，对流速度 1v = ，微分步长 0.01ω = ，迭代收敛

精度 6eps le= − ，反演计算结果列于表 3，其中 0a 表示初始迭代， inva 表示反演解，Err 表示反演解与真

解的误差。 
 
Table 3. Influence of initial iteration on inversion results (without perturbation) 
表 3. 初始迭代对反演结果的影响(不加扰动) 

a0 ainv Err 

(0, 0, 0, 0) (1.0, 1.0, 2.0, 1.0) 1.2511e−006 

(0.2, 0.3, 0.5, 0.1)  9.0403e−007 

(1.0, 1.0, 1.0, 1.0)  1.2545e−006 

(1.5, 2.0, 1.2, 1.0) (1.0, 1.0, 2.0, 1.0) 1.7757e−006 

(2.0, 2.0, 2.0, 2.0) (1.0, 1.0, 2.0, 1.0) 1.2579e−006 

(2.0, 2.0, 3.0, 2.0) (1.0, 1.0, 2.0, 1.0) 2.0000e−003 

 
Table 4. Influence of convergence precision on inversion results (without perturbation) 
表 4. 收敛精度对反演算法的影响(不加扰动) 

eps ainv Err n 

le-2 (1.35378, 1.27015, 1.19146, 1.11808) 9.0350e−002 3 

le-3 (0.999997, 1.00001, 1.99998, 1.00001) 2.4759e−005 40 

le-4 (1.0, 1.0, 2.0, 1.0) 1.2511e−006 41 

le-5 (1.0, 1.0, 2.0, 1.0) 3.9120e−008 42 

 

 
Figure 1. Images of numerical and exact solutions ( 0.1, 0.01, 0.5D v t= = = ) 
图 1. 数值解与精确解图像( 0.1, 0.01, 0.5D v t= = = ) 
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由表 3 可以看出，初始迭代值对算法的实现有一定的影响，初始迭代值与真解的差距越大，误差越

大，算法将不准确。 
取初始迭代值为 ( )0,0,0,0a = ，微分步长同上，探讨迭代收敛精度对算法的影响，计算结果见表 4，

其中，w 为微分步长，n 为迭代次数。 
由表 4 可以看出，收敛精度对算法的影响很大，随着收敛精度的减小，误差也在减小。但是，随着

收敛精度的减小，反演效率降低。 
算例 2： 
此算例，是在算例 1 基础上，加上扰动数据来反演边界流量，其真解和附加数据同上。且扰动数据

为 

( ) ( )( )1g y g yε ζε= + ，                            (7.3) 

其中 0ε > 是扰动水平， ζ 为取值于[−1, 1]的随机数。 
取初始迭代值为 ( )0.2,0.2,0.3,0.2a = ， 1D = 为扩散系数， 1v = 为对流速度，取微分步长 0.01ω = ，

迭代收敛精度 4eps le= − 取扩散系数 1D = ，微分步长 0.01ω = ，表 5 列出附加数据分别在不同扰动水平

下反演的结果，其中 inva 表示反演解，Err 表示真解与反演解的相对误差，定义为 

( ) ( )
( )

2

2

, ,

,

inv
avrf x y f x y

Err
f x y

−
= ，                         (7.4) 

其中 inv
avrf 表示反演解，n 表示迭代次数。 

由表 5 可以看出，随着数据扰动水平的减小，反演解与精确解误差逐渐变小，注意到取 1%ε = 时，

反演误差 4.14577e 2Err = − ，反演解很好地逼近真解，且反演算法是数值稳定的。 
其次，考察初始迭代对反演算法的影响，反演计算结果见表 6，其中 0a 表示初始迭代， inva 表示反演

解，Err 表示当扰动数据为 1%ε = 时反演解与真解的误差。 
 
Table 5. Influence of disturbance data on inversion results 
表 5. 扰动数据对反演算法的影响 

ε  ainv Err n 

1% (1.00703, 0.958981, 2.07221, 0.961636) 4.14577e−2 41 

0.5% (1.00369, 0.981586, 2.02758, 0.987034) 1.34763e−2 41 

0.1% (1.00182, 0.99005, 2.0165, 0.991563) 7.95985e−3 42 

0.01% (0.999565, 1.00227, 1.99642, 1.00176) 1.74265e−3 42 

 
Table 6. Influence of initial iteration on inversion results 
表 6. 初始迭代对反演结果的影响 

a0
 ainv

 Err 

(0, 0, 0, 0) (1.00782, 0.959981, 2.06178, 0.970171) 2.98891e−2 

(0.5, 0.5,1.0,0.5) (1.00174, 0.991306, 2.013, 0.993878) 2.58630e−2 

(1.0, 1.0,1.0,1.0) (1.00495, 0.97441, 2.03998, 0.980507) 1.93705e−2 

(1.2, 1.2, 1.2, 1.2) (1.0043, 0.977546, 2.03523, 0.982764) 1.70715e−2 

(1.3, 1.4, 1.5, 1.6) (1.01039, 0.947987, 2.07869, 0.962651) 1.80944e−2 

(2.0, 2.0, 2.0, 2.0) (1.0072, 0.962777, 2.0581, 0.971677) 2.80794e−2 
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由表 6 可知，初始迭代的选取，会从一定程度上影响反演结果。初始迭代值靠近真值时，反演解与

真解的误差小，远离真值时，误差变大。 

8. 结论 

本文主要介绍了矩形域上二维对流扩散方程边界流量反问题。假设边界流量未知，根据实测数据，

构造确定边界流量反问题。与之前的文章相似，构造伴随方程，得出描述附加数据和未知边界流量的变

分恒等式，进而证明此反问题解的存在性/唯一性，并对其解的稳定性进行相应的分析和证明。本文的六、

七两个章节介绍了利用 ADI 方法对正问题进行数值求解，同样利用同伦正则化方法对边界流量进行反演，

并给出相应的数值算例，说明算法是可行的。 
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