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Abstract 
This paper considers the difference equation ( )( ),+1 1 0 2n n nx = x p + x p n− ≥ ≥  with the initial values  

,1 20 > 0x x> . The asymptotic stability of the positive solutions is proved under some assumptions. 
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摘  要 

本文讨论了差分方程 ( )( ),+1 1 0 2n n nx = x p + x p n− ≥ ≥ 的动力学性质，其中参数p是非负数，初始值

,1 20 > 0x x> 。在一定的条件下，方程的正解的渐近稳定性得到了证明。 
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1. 引言 

差分方程来源于递推关系，在各种实际问题中有着广泛的应用。同时在微分方程的数值求解中，需

要通过对微分方程的离散化得到差分方程(参见[1] [2])。因此，非线性差分方程成了近年来的研究热点之

一，比如文献[3] [4] [5]。 
本文将考虑具有非负参数的差分方程： 

( )1 1n n nx x p x+ −= +                                    (1.1) 

的正解在一定的条件下的收敛性和周期性。其中， ( )0, 2p n≥ ≥ ，初始值 1 20, 0x x> > 。 
设函数 ( ) ( )( ), 0, 0, 0f x y x p y p x y= + > > > ，则差分方程 

( )( )1 1, 2n n nx f x x n+ −= ≥                                 (1.2) 

在平衡点 β 的线性化方程的特征方程为(相关的概念参见[1] [2])： 

( ) ( )2 , , 0x yf fλ β β λ β β− − =                              (1.3) 

引理 1.1：若方程(1.3)的全部特征根的模都小于 1，则方程(1.2)的平衡点 β 是(局部)渐近稳定的；若

方程(1.3)至少有一个特征根的模大于 1，则方程(1.2)的平衡点 β 是不稳定的(参见[1] [2])。 

2. 主要结果 

首先，我们考虑 0p > 为正数时的情形。 
定理 2.1：差分方程(1.1)在 0p > 时，其平衡点及其稳定性依赖于 p的值。即： 
1) 当 1p ≥ 时，有唯一的平衡点 0β = ，且是全局(渐近)稳定的； 
2) 当 0 1p< < 时，有两个平衡点 0β = 和 1 pβ = − ，其中 0β = 是不稳定的，而 1 pβ = − 是(渐近)稳

定的。 
证明：因为 1 20, 0, 0p x x> > > ，由数学归纳法可得 ( )0 1nx n> ≥ 。 
1) 当 1, 2p n≥ ≥ 时， ( )1 11 1 1n n nx x p x p+ −+ < ≤= ， 
即方程(1.1)的解{ }nx 单调递减。 
从而存在 0β ≥ ，使得： ( )nx nβ→ →∞ 。 
另一方面，对方程(1.1)两边取极限可求得： 

( )0 1 1p pβ β= = − >当或 时舍去  

从而得唯一的平衡点 0β = 。 
由于解的收敛性不依赖于对初值的选取。所以，该平衡点是全局(渐近)稳定的。 
2) 当 0 1p< < 时，令 nx β≡ ，可得： 
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0 1 0pβ β= = − >或  

此时，方程(1.1)有两个平衡点 0β = 和 1 pβ = − 。 
令 ( ) ( ),f x y x p y= + ，则： 

( ) ( ), 1xf x y p y= + ， ( ) ( )2,yf x y x p y= − +  

当 0β = 时， ( ), 1xf pβ β = ， ( ), 0yf β β = 。 
所以，方程(1.1)的线性化方程的特征方程 2 0pλ λ− = 的特征根为： 

1 20, 1 1pλ λ= = >  

故，平衡点 0β = 是不稳定的。 
当 1 pβ = − 时， ( ), 1xf β β = ， ( ), 1yf pβ β = − 。 
同上，方程(1.1)的线性化方程的特征方程 ( )2 1 0pλ λ− − − = 的特征根满足： 

( ) ( ) ( )1 20 1 4 3 2 1 4 3 2 1 3 4 1p p pλ λ< = − − ≤ = + − < ≤ <当 时 ； 

( )2 2
1 2 1 2 1 1 0 3 4p pλ λ λ λ= = = − < < <当 时 。 

由此可知，平衡点 1 pβ = − 是(渐近)稳定的。证毕。 
其次，我们来考虑 0p = 时，其解是否收敛。 
设初始值 1 20, 0x a x b= > = > ，容易得到： 

3 4 5 6 7 8, 1 , 1 , , ,x b a x a x b x a b x a x b= = = = = =   

定理 2.2：差分方程(1.1)在 0p = 时，其解{ }nx 在一般的情况下是六周期解(即 6n nx x+ = )。即解{ }nx 是

振荡的，也就是没有平衡点。 
注释 2.1：在差分方程(1.1)中，如果将参数 p 推广成一般的序列{ }np 则结论就会有所不同. 
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