
Advances in Applied Mathematics 应用数学进展, 2018, 7(12), 1616-1625 
Published Online December 2018 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/aam 
https://doi.org/10.12677/aam.2018.712189  

文章引用: 路正玉, 于欢欢, 王文静. 具有时滞的 eHR 神经元模型稳定性及 Hopf 分岔分析[J]. 应用数学进展, 2018, 
7(12): 1616-1625. DOI: 10.12677/aam.2018.712189 

 
 

Stability and Hopf Bifurcation Analysis  
of eHR Neuron Model with Time-Delay 

Zhengyu Lu, Huanhuan Yu, Wenjing Wang 
School of Mathematics and Physics, Lanzhou Jiaotong University, Lanzhou Gansu 
Email: 18293132546@163.com  
 
Received: Nov. 24th, 2018; accepted: Dec. 20th, 2018; published: Dec. 27th, 2018 

 
 

 
Abstract 
In order to study the complex dynamic behavior of time-delayed neuron system, the time-delay 
term is introduced on the basis of eHR neuron system. By analyzing the characteristic equation of 
the linearized eHR model system at the unique equilibrium point, a critical value is obtained, so 
that Hopf bifurcation occurs when the value exceeds it, and the system is asymptotically stable 
when the value is less than it. In addition, the stability and bifurcation direction of the bifurcation 
periodic solution are given by the central manifold theorem and other theories. Finally, some nu-
merical simulations are given to verify the conclusions. 
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摘  要 

为研究时滞神经元系统复杂的动力学行为，本文在eHR神经元系统的基础上引入时滞项，通过分析线性

化eHR模型系统在唯一平衡点的特征方程，得出某一临界值，使得超过其值时发生Hopf分岔，小于其值
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时，系统是渐进稳定的。此外，通过中心流形定理等理论给出了分岔周期解的稳定性和分岔方向。最后，

为验证结论给出了部分数值模拟。 
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1. 引言 

近年来，由于非线性科学技术的快速发展，神经元系统的复杂动力学行为备受关注。神经元是神经

系统的基本组成单位，此外神经元也是大脑处理信息的基本单位。它由细胞体、树突、轴突组成，而信

息的处理和传递主要发生在突触的附近，从而就存在时间延迟。在神经系统中，时滞在信息传递过程中

都是不可避免和不可忽视的。目前，时滞系统的研究在部分领域已经取得了成就，例如，Wang [1]等通

过在 HR 模型的膜电势中加入时滞反馈项进而用泛函微分方程理论研究了含有时滞反馈的 HR 神经模型

的混沌控制行为；Cheng [2]等人进行了具有时滞的神经网络的分岔分析。为了揭示神经元复杂的动力学

行为，人们建立了许多不同的神经元数学模型，如 Hodgkin-Huxley (H-H)系统、FitzHugh-Nagumo (FHN)
系统、Hindmarsh-Rose (HR)神经元系统等。其中，HR 神经元具有简单的数学表达式，学多人对其耦合

系统已经进行了研究。例如，曹淑红[3]等人研究了时滞对耦合神经元同步后放电模式的影响，结果表明

时滞使得神经元的放电模式发生改变，同时时滞的增加能够诱导簇中的峰逐渐地减少或消失。 
四变量 Hodgkin-Huxley (HH)神经元模型[4]可以再现枪乌贼轴突的电活动特性，并可以估计离子通道

嵌入膜中的随机效应。为了进行有效的动力学分析，通过简化原始 HH 神经元模型，建立了三变量

Hindmarsh-Rose (HR)神经元模型[5]。HR 神经元模型的动力学方程描述如下： 

( )

3 2

2

0

extx y ax bx z I

y c dx y

z r s x x z

 = − + − +
 = − −
  = − −  

�

�

�

                                   (1) 

其中变量 , ,x y z 分别表示膜电位、恢复变量的慢电流和自适应电流。该模型通过改变外加刺激电流可以

产生静止态、尖峰放电、簇放电甚至混沌状态。此外，峰峰间隔(ISI)分岔分析使我们更好的理解了神经

元的电活动[6] [7] [8]以及电活动模式之间的转换，甚至也同样有效于分数阶动力学系统[9]。大量研究证

实分数阶 Morris-Lecar 神经元模型通过分岔分析可以呈现出丰富的簇放电模式和动力学行为[10]。对于

HR 模型中的分岔分析，可以参考文献[11]。进一步的，提出了一个具有四个变量和 13 个参数的改进的

HR 神经元模型(eHR 神经元模型)，以产生更复杂的动力学行为，其微分方程表达式为： 

[ ]
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其中 0, , , , , , , , , , ,a b c d s r h f g p e x 是系统的参数，变量 , , ,x y z w分别表示膜电位、恢复变量的慢电流、自适应

电流和一个缓慢的动态过程量。在本文中，选取此神经元模型作为研究目标，引入一个时滞作用于慢变

量上，考虑时滞对快慢系统的动力学行为的影响。 

2. 模型介绍 

引入时滞的 eHR 神经元模型具体形式如下： 

( )

( )
( )( )

3 2

2

0

( )
extx y t ax bx z I

y c dx y t ew
z r s x x z
w h f y t g pw

τ
τ

τ

 = − − + − +
 = − − − −
  = − − 
  = − + − 

�
�
�

�

                                 (3) 

其中τ 表示时滞，其他参数与模型(2)参数意义相同。且带时滞的系统也可以看做自反馈系统。 

3. 平衡点分析和 Hopf 分岔存在性稳定性分析 

假设系统的非平凡平衡点为 ( )* * * * *, , ,E x y z w= ，通过代换 ( ) ( ) *x t x t x= −� ， ( ) ( ) *y t y t y= −� ，

( ) ( ) *z t z t z= −� ， ( ) ( ) *w t w t w= −� ，将系统平衡点移至原点，并将 ( )x t� ， ( )y t� ， ( )z t� ， ( )w t� 记为 ( )x t ，

( )y t ， ( )y t ， ( )w t ，则系统(3)可重新改写为如下系统： 

( ) ( ) ( )
( )

( )

3 * 2 * *2

2 *

3 2 3
2

x y t ax b cx x bx cx x z
y dx dx x y t ew
z rsx rz
w hfy t hpw

τ
τ

τ

 = − − + − + − −

 = − − − − −

= −
 = − −
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�
�
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                        (4) 

系统(4)在原点的线性化系统为 

( ) ( )
( )

( )
( )
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*
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x y t bx ax x z

y dx x y t ew
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系统(5)对应的雅克比矩阵为： 
* *2

*

2 3 1 0
2 0

0 0
0 0

bx ax e
dx e e

A
rs r

hfe hp

λτ

λτ

λτ

−

−

−

 − −
 

− − − =  −
  − 

 

其对应的特征方程为： 

( )4 3 2 3 2
3 2 1 2 1 0 0k k k n n n e λτλ λ λ λ λ λ λ −+ + + + + + + =                         (6) 

其中 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

2 2
3 2

2 2
1 2

2
1

2
0

3 2 , 3 2 ,
3 2 , 3 2 ,
3 2 ,
3 2 2

k ax bx hp r k ahp ar x bhpx br x hpr rs
k ahprx bhprx hprs n ax d b x hfe hp r
n aefh ahp ar x befh bhp dhp br dr x efhr hpr rs
n aefhr ahpr x befhr dhpr x bhpr efhrs hprs

= − + + = + − + + +
= − + = + − + + +
= + + − + − + − + + +
= + − − − + +

 

根据系统中时滞τ 的值，分以下几种情形讨论： 
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情形 1：时滞 0τ = 时，特征方程(6)变为 
4 3 2

13 12 11 10 0q q q qλ λ λ λ+ + + + =                                 (7) 

其中 

13 3 12 2 2 11 1 1 10 01, , ,q k q k n q k n q n= + = + = + = 。 

根据 Routh-Hurwitz 准则，得到如下结论： 
当特征方程所对应的系数值满足如下条件 
(H1) 2 2

13 12 13 11 11 12 13 10 13 110, ,q q q q q q q q q q> > > + 。 
则方程(7)的全部根满足具有负实部的条件，那么，系统(4)在平衡点处是渐进稳定的，即系统(3)在平

衡点处是渐进稳定的。 
情形 1：时滞 0τ ≠ 时，考虑特征方程(6) 
令 iλ ω= 是方程(6)的根，则有 

( ) ( ) ( )4 3 2 3 2
3 2 1 2 1 0 cos sin 0ik k ik i n in n iω ω ω ω ω ω ω ωτ ωτ− − + + − − + + − =                  (8) 

分离方程(8)的实部和虚部可得： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 3 2 4
0 2 1 2

3 2 3
1 2 0 3 1

cos sin

cos sin

n n n k

n n n k k

ω ωτ ω ω ωτ ω ω

ω ω ωτ ω ωτ ω ω

 − + − = −


− + − = −
 

那么 

( )

( )

7 5 3
2 1 0

1 6 4 2
2 1 0

6 4 2
5 4 3

1 6 4 2
2 1 0

sin
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A A A
B B B

A A A
B B B

ω ω ω ω
ωτ

ω ω ω

ω ω ω
ωτ

ω ω ω

 + + +
= + + +


+ + = + + +

                               (9) 

其中 

0 0 1 1 1 2 0 3 2 1 2 2 3 1 2

3 0 2 1 2 4 1 3 2 2 1 0 5 2 3

2 2 2
0 0 1 1 0 2 2 2 1

, , ,

, , ,

, 2 , 2

A n k A n k n k n k A n k n k

A n k n k A n k n k k n A n k
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= − = − + − = −

= = − = −

 

把上述方程各式平方可得： 
8 6 4 2

3 2 1 0 0b b b bω ω ω ω+ + + + =                                 (10) 

其中 
2 2 2

3 3 2 2 2 1 3 2 1
2 2 2

1 1 0 2 1 0 0

2 1, 2 2 ,

2 ,

b k k b k k k n n

b k n n n b n

= − − = − − +

= + − = −
 

令 2η ω= ，则方程(10)变为： 
4 3 2

3 2 1 0 0b b b bη η η η+ + + + =                                  (11) 

令 

( ) 4 3 2
3 2 1 0f b b b bη η η η η= + + + +  

不失一般性，假设方程(11)有四个正根，分别记为 1 2 3 4, , ,η η η η 。因此，方程(10)有四个正根
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( )1,2,3,4i i iω η= = 。 
由方程(9)，记 

( )
6 4 2

25 24 23
2 6 4 2

22 21 20

1 arccos 2 π , 1, 2,3, 4; 0,1,2,i
k

k

A A A
i k i

B B B
ω ω ω

τ
ω ω ω ω

  + + = + = =  
+ + +   

�  

令 ( ) ( ) ( )iλ τ α τ ω τ= + 是特征方程(6)在时滞 20τ τ= 附近满足 ( )20 0α τ = ， ( )20 20ω τ ω= 的根，可以得

到如下横截性条件。 

设 2
k kη ω= 且 ( ) 0kh z′ ≠ ，则

( )
( )
2

d Re
0

d i
kτ τ

λ
τ

=

 
≠ 

 
且

( )
( )
2

d Re
d i

kτ τ

λ
τ

=

 
 
 

与 ( )kf η′ 有相同的符号。 

则可得如下结论： 
引理 1：i)当 [ )200,τ τ∈ ，方程(6)的所有根具有负实部，系统(1)的平衡点 ( )* * * * *, , ,E x y z w= 是渐进稳

定的；当 2 20τ τ> ，平衡点 ( )* * * * *, , ,E x y z w= 是不稳定的。 
ii) 若 ( ) 0kf η′ ≠ ，在临界值 ( )

2 2
i
kτ τ= 时，系统(3)在平衡点 ( )* * * * *, , ,E x y z w= 处发生 Hopf 分岔，即

一组非常数周期解会从平衡点分岔出来。 

4. Hopf 分岔的方向及稳定性 

通过分析可得对于每个
( ) ( )0,1,2, , 1, 2,i
k i kτ τ= = =� � 系统(3)会发生 Hopf 分岔。本节利用中心流行定

理和稳定性理论，判定了分岔周期解的稳定性和分岔方向。 
假设 2* 0τ τ< ， ( )2* 200,τ τ∈ 。令 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )T 4

1 2 3 4, , ,u t x t x t x t x t R= ∈ ， ( )1 0 Rτ τ µ µ= + ∈ ，并将系统

(3)在定义域 [ ]( )41,0 ,C C R= − 上转化为微分方程。 

( ) ( ) ( ),t tx t L x F xµ µ= +�  

定义线性算子 4:L C Rµ → 和非线性算子 4:F R C R× → ，其中 

( ) ( )

( )
( )
( )
( )

( ) ( )

( )
( )
( )
( )

2*
1

0

2*1 1
2

02 2
0 0 0

3 32*
3

4 40

2*
4

0

0 1
0 1
0 1
0 1

L B C Dµ

τ
φ

τ
τφ φφ
τφ φ

φ τ µ τ µ τ µ
φ φτ

φφ φτ
τ

φ
τ

  
−  
  

   −    −    −     = + + + + +  −     −    −     
   −    

， 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

* 2 3
1 1

2
10

3 0 0
0,

0
0

b ax a
dF

φ φ
φµ φ τ µ

 − −
 

− = +
 
 
 

 

其中 ( )T
1 2 3 4, , , Cφ φ φ φ φ= ∈ ，式中 

2 0 0 0 0 0 1 0 02 3 0 0
0 1 0 0 0 0 0 02 0 0 , ,0 0 0 0 0 0 00 0 0
0 0 0 0 0 0 00 0 0

bx ax d
dx eB C D rsr

hfhp

 − −    
     −− −= = =     −         −     

。 

由 Riesz 表示定理，对于 [ ]1,0θ ∈ − ，存在一 4 4× 的有界变量的矩阵函数 ( ),η θ µ ，使得 
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( ) ( ) [ ]( )0 4
1
d , , 1,0 ,L C Rµφ η θ µ φ θ φ

−
= ∈ −∫  

实际上，可取 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

0 0

0 1 0 02 3 0 0
0 1 0 02 0 0

, 1
0 0 00 0 0

0 0 00 0 0

bx ax d

dx e
rsr

hfhp

η θ µ τ µ δ θ τ µ δ θ

 − −  
   

−− −   = + − + +   −   
   −   

 

对于 [ ]( )41,0 ,C Rφ = − ，定义 

( ) ( )
( ) [ )

( ) ( )0

1

d
1,0

d

d , 0
A

φ θ
θ

θµ φ θ
η θ µ φ θ θ

−


∈ −

= 
 =∫

，

，

 

和 

( ) ( ) [ )
( )

0, 1,0
, 0

R
F

θ
µ φ θ

µ φ θ
 ∈ −=  = ，

。 

则系统(3)等价为 

( ) ( )t t tx A x R xµ µ= +�  

对于 [ ] ( )( )*40,1 ,C Rψ = 定义 

( ) ( )
( ) ( ]

( ) ( )

*

0

1

d
, 0,1

d

d ,0 0

s
s

sA s
t t s

ψ

µ ψ
η ψ

−


− ∈

= 
 − =∫ ，

 

和一双线性内积 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 T
1 0

, 0 0 d ds
θ

ξ
ψ φ θ ψ φ ψ ξ θ η θ φ ξ ξ

− =
= − −∫ ∫  

假设 ( )0A 对应特征值为 0 0iω τ± ，则 0 0iω τ± 也是 ( )* 0A 的特征值。令 ( )q θ 是 ( )0A 对应特征值 0 0iω τ± 的

特征向量， * ( )q θ 是 ( )* 0A 对应特征值 0 0iω τ± 的特征向量，则有 ( ) ( ) ( )0 00A q i qθ ω τ θ= ， 

( ) ( ) ( )* * *
0 00A q i qθ ω τ θ= 。这就保证了 ( ) ( )* , 1q s q θ = ， ( ) ( )* , 1q s q θ = 。 

下一步，使用 Hassard 等人的判断记号，计算中心流形 0C 在 0µ = 处的坐标。 

( )0

* *
20 11 02 2 12 3g g g P b ax dvτ= = = − −  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0

1 1 1 1* *
21 2 20 11 20 11 12 3 2 3 2g P b ax W W a f W W vτ  = − + − − + 

 

其中 

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0220 02
20 1

0 0 0 0

0 0
3

i i iig ig
W q e q e E eω τ θ ω τ θ ω τ θθ

ω τ ω τ
−= + +  

( ) ( ) ( )0 0 0 011 11
11 2

0 0 0 0

0 0i iig igW q e q e Eω τ θ ω τ θθ
ω τ ω τ

−= − + +  
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( ) ( )
*

0 2

*
0 2

0 20

*
0 2

1
2* *2 *

0 20

2* *
0 20 11 2

0 20

2
0 20

2 2 3 0 2 3

2 2 0 2
0 2 0 0

00 0 2

i

i

i

i

i bx ax e d b ax

dx i e e dvE
rse i r

hfe i hp

ω τ

ω τ

ω τ

ω τ

ω τ

ω τ
ω τ

ω τ

−
−

−

−

−

   − − − −   
   + − =  
 − +  
    − +   

 

( )1 ** *2

* *
12

2 32 3 0
2 1 0 2

0 0 0
0 0 0

b axbx ax a d
dx e dvE

rs r
hp hp

−  − − −     − − −  −= −   −      −   

 

因此可以计算下面数值： 

( )

( )( )
( )( )
( )( )
( )( ) ( )( )

2
2 02 21

1 11 20 11
0 0

1
2

0 0

2 1

1 2 0 0
2

0 0

0 2
3 2

Re 0

Re

2Re 0

Im 0 Im

g gic g g g

c

c

c
T

ω τ

µ
λ τ

β

µ λ τ
ω τ

  
  = − − +

   

 = − ′


=

 ′+
 = −


 

综上，可得下面有关 Hopf 分岔方向及周期解稳定性的结论： 

当 ( )0 02 2τ τ τ τ> < 时，分岔周期解存在(不存在)；若 ( )2 20 0T T> < ，周期解的周期增加(减小)； 

( )2 20 0β β> < ，在此中心流形上，周期解是渐进稳定的(不稳定的)。 

5. 数值模拟 

在本节我们给出部分数值模拟来验证以上结论，其中参数的值为 1a = ， 3b = ， 1.01c = ， 3f = ，

5.0128d = ， 0.0278e = ， 0.126r = ， 3.966s = ， 0 1.605x = ， 1.619g = ， 0.9573p = ， 0.009h = ， 2.978I = 。

此时，系统变为 

( )
( )

( )
( )( )

3 2

2

3 2.924976

1.01 5.0128 0.0278

0.12 3.966 1.605

0.009 3 1.619 0.9573

x y t x x z

y x y t w

z x z

w y t w

τ

τ

τ

 = − − + − +


= − − − −
 = − −  
  = − + −  

�

�

�

�

                             (2) 

通过计算可得系统的唯一平衡点为 P (0.881210, 2.781651, 2.870551, 3.643691)，由此可得 

13 12 13 11
2 2

11 12 13 10 13 11

1.949051 0, 13.211406 1.231740,

16.273022 1.553386

q q q q

q q q q q q

= > = > =

= > + =
 

显然满足条件(H1)，在初值(0.3, 0.3, 3.0, 0.05)处平衡点 P (0.881210, 2.781651, 2.870551, 3.643691)是
渐进稳定的，如图 1 所示。 

当 0τ ≠ 时，由情况 2 的理论方法计算得
02 0.140347τ = ，由引理 1 可得满足横截性条件。当 

020.18τ τ= > 时，系统是不稳定的，当τ 穿过每一个临界值 ( )2 0,1, 2,
j

jτ = � 是，系统(3)的一个稳定周期 
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Figure 1. τ = 0, The time serise and phase diagrams of x(t), y(t), z(t), w(t) at the initial values (0.3, 0.3, 3.0, 0.05) show that 
the equilibrium point P (0.881210, 2.781651, 2.870551, 3.643691) are asymptotically stable 
图 1. τ = 0 时，在初值(0.3, 0.3, 3.0, 0.05)处 x(t)，y(t)，z(t)，w(t)的时间响应图和相图，平衡点 P (0.881210, 2.781651, 
2.870551, 3.643691)是渐进稳定的 
 

解从 P (0.881210, 2.781651, 2.870551, 3.643691)分岔出来，产生 Hopf 分岔。如图 2 所示；当
020.007τ τ= <

时，系统(3)在平衡点 P (0.881210, 2.781651, 2.870551, 3.643691)处是渐进稳定的，如图 3 所示。 
 

 
Figure 2. 

020.18τ τ= > ,The time serise and phase diagrams of ( ) ( ) ( ) ( ), , ,x t y t z t w t  at the initial values (0.3, 0.3, 3.1, 0.1) 
show that The unique equilibrium point P (0.881210, 2.781651, 2.870551, 3.643691) is unstable and a stable periodic solu-
tion bifurcates from P 
图 2. 

020.18τ τ= > 时，在初值(0.3, 0.3, 3.1, 0.1)处 ( ) ( ) ( ) ( ), , ,x t y t z t w t 的时间响应图和相图，唯一平衡点 P (0.881210, 

2.781651, 2.870551, 3.643691)是不稳定的且一个稳定的周期解从 P 分岔出来 

6. 结束语 

目前，大多人研究了具有时滞的耦合神经元系统，对单个神经元引入时滞项的研究较少。而时间延 
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Figure 3. 

020.007τ τ= < , The time serise and phase diagrams of ( ) ( ) ( ) ( ), , ,x t y t z t w t  at the initial values (0.3, 0.3, 6.1, 
0.1) show that the equilibrium point P (0.881210, 2.781651, 2.870551, 3.643691) are asymptotically stable 
图 3. 

020.007τ τ= < 时，在初值(0.3, 0.3, 6.1, 0.1)处 ( ) ( ) ( ) ( ), , ,x t y t z t w t 的时间响应图和相图，平衡点 P (0.881210, 

2.781651, 2.870551, 3.643691)是渐进稳定的 
 

迟真实的存在于信号的传播过程中，且时滞的出现使得神经元系统发生更为复杂的动力学行为，因此对

时滞神经元系统的研究具有重要的实际意义。本文通过对 eHR 神经元模型引入时滞项，给出了平衡点的

稳定性和发生 Hopf 的条件，推导出了时滞τ 发生 Hopf 分岔的临界值
02τ 。另一方面，为验证所得结论进

行了数值模拟，通过时间响应图和相图更好的验证了 Hopf 分岔方向及分岔周期解的稳定性。 
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