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Abstract 
In this paper, we have introduced fourth-order compact finite difference, the time splitting me-
thod and the Crank-Nicolson method to solve the nonlinear Schrödinger-Poisson equations. Based 
on fast Sine transform, we construct a fast solver for the fully discretized system. The presented 
numerical algorithm has been used to solve one-dimensional, two-dimensional and three-dimensional 
nonlinear Schrödinger-Poisson equations. We provide specific numerical examples. Through the 
MATLAB software, we write matlab programs based on the presented numerical algorithm, calcu-
late approximated error and draw the approximated numerical solution. The numerical results 
prove that the presented algorithm has spectral accuracy in space direction. They also confirm its 
efficiency and stability. 
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摘  要 

本文通过应用高阶紧致差分格式，时间分裂法与Crank-Nicolson法等方法求解非线性薛定谔–泊松方程

组。基于快速Sine变换，我们设计了一种求解离散系统的快速算法。我们用该算法分别求解一维、二维、

三维的非线性薛定谔–泊松方程组。我们列举具体的数值例子，使用MATLAB软件编写出算法程序，并

且通过程序计算近似误差与画出近似解的图像。数值计算结果证实了该算法在空间方向具有谱精度，也

证实了该算法的高效性与稳定性。 
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1. 引言 

带电粒子的运动规律通常用耦合的动力学方程(例如弗拉索夫方程或波尔兹曼方程)与泊松方程进行

描述[1] [2] [3] [4]。在考虑粒子的量子隧道效应情形下，带电粒子的运动规律也可用非线性薛定谔泊松方

程组来描述，这主要是因为耦合的动力学-泊松方程组可近似化简为非线性薛定谔泊松方程组[3] [4]。非

线性薛定谔泊松方程组最早由Hatree得到。他在研究原子物理学中的电子对原子核的库伦势的自洽作用

(self-consistenteffect)时，发现带电粒子的运动可由非线性薛定谔泊松方程组[5]来描述。后来此方程组被

广泛应用到量子等离子体[3]、量子输运[6]、量子半导体[7]、分子链[8]等物理现象中。本文主要想通过非

线性薛定谔泊松方程组的数值解来模拟相关量子物理现象(例如纳米级带电粒子的运动规律)。 
据我们所知，前人提出了多种数值方法来求解非线性薛定谔泊松方程组。为了模拟半导体纳米结构，

Chen等人提出了一种新奇的快速谱元法[9]，他们在求解该方程组的过程中，未知函数的空间变量由高阶

勒让德多项式展开；为了计算球对称的薛定谔泊松方程组的基态和动力学现象，Dong研究了一种简化伪

谱方法[10]；为研究一种非磁化作用的稠密热等离子的物理现象，Shaikh等人针对薛定谔泊松方程组提出

了一种傅里叶谱方法，并进行了三维非线性流体在纳米级尺度下湍流的模拟[11]；Mauser等人为薛定谔泊

松方程组提出了一个向后欧拉法和半隐式/蛙跳正弦伪谱方法，并用该方法计算相关粒子的基态和动力学

[12]；Zhang等人为该方程组提出了一种紧致差分格式，并研究了该数值方法的最优误差估计；我们还注

意到前人研究了球对称形式的薛定谔泊松方程组的稳态解[13]。 
关于非线性薛定谔泊松方程组的数学理论研究，前人已经开展了许多工作：Ben Abdallahd等人研究

了薛定谔泊松方程组的稳态解与动态解的弱解存在性[2]；Brezzi等人基于非线性薛定谔泊松方程组的解

证明了量子Vlasov-Poisson方程组的全局经典解的存在性[14]；Castella等人研究了薛定谔泊松方程组在L2

范数意义下解的存在性、唯一性[15]；Lange等人显示了Wigner-Poisson方程组与薛定谔泊松方程组的解在

不同边界条件(周期性边界条件、混合边界条件)下的存在性、唯一性与正则性[6]。 
本文将为非线性薛定谔泊松方程组的求解提出一种时间分裂紧致差分格式，重点讨论如何基于Sine

变换实现该方法的快速求解过程，并简单讨论该方法的数值特点。本文的结构安排如下：在第1.1节至第

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2019.81002
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


姜珊 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2019.81002 9 应用数学进展 
 

1.3节中，对薛定谔泊松方程组的物理模型做了简单介绍，同时也对紧致差分格式的构造、离散Sine变换

做了相关阐述。在第2节中，详细推导了用时间分裂紧致差分格式来求解一维、二维、三维的薛定谔泊松

方程组的数值计算过程，重点讨论如何基于Sine变换实现离散系统的快速求解过程。在第3节中，通过几

个具体的数值例子的计算结果，证实了在前两节中介绍的方法可实现一维、二维、三维薛定谔泊松方程

组方程组的数值计算，并验证了数值方法的守恒性。 

1.1. 问题背景  

多粒子量子系统是由多个粒子通过相互作用形成的微观系统，它广泛存在于半导体物理、等离子物

理、凝聚态物理和分子动力学等领域，对它的科学研究具有重要意义。本文研究的薛定谔–泊松方程组

是对多粒子非相对论量子系统的一种单粒子波函数近似。薛定谔–泊松方程组是对含时Hartree-Fock方程

组的一种单粒子波函数局部近似，它的无量纲形式为[16] [17] [18] [19] [20] [21] [22] 

( ) ( ) ( )
41, , , , 0,

2
ddti t V t R tψ ψ ψ φ ψ β ψ ψ∂ = − ∆ + + + ∈ >x x x x               (1.1) 

( ) 2, , ,dt Rφ ψ∆ = − ∈x x                               (1.2) 

( ) ( )0, 0 , ,dt Rψ φ= = ∈x x x  

其中d (=1, 2, 3)为空间维数，β为一已知常数，波函数 ( ), tψ x 是复值函数，且满足无穷远条件 

( )lim , 0,tψ
→∞

=
x

x                                   (1.3) 

( )V V= x 为外势函数，形式已知。ϕ为泊松位势，通常写成卷积形式。 
薛定谔–泊松方程组(1.1)~(1.2)本身有许多守恒量，例如：粒子数N(t)，粒子冲量P(t)，粒子角动量L(t)

与粒子总能量E(t)均不随时间变化而变化，其中， 
粒子数 

( ) ( ) 2
, d ,dN t tψ= ∫ x x


                               (1.4) 

粒子冲量 

( ) ( ) ( )* , , d ,dt i t tψ ψ= − ∇∫P x x x


                           (1.5) 

粒子旋转量 

( ) ( ) ( )* , , d ,dt i t tψ ψ= − ×∇∫L x x x x


                          (1.6) 

与粒子总能量 

( )
2

2 2 2 41 d .
2 2 2d

ddE t V
d

φ
ψ ψ ψ + ∇

 = ∇ + + +
+  

∫ x


                   (1.7) 

1.2. 紧致差分格式设计 

有限差分法是计算机数值模拟最早采用的方法，至今仍被广泛使用，其主要思想就是在空间和时间

两个方向上将问题离散化。传统的差分格式是显式地通过各点函数值的线性组合来表示函数的导函数，

而紧致差分格式是隐式地利用网格点的函数值的线性组合来表示导函数的线性组合，需要通过求解方程

组来得到每个网格点的导数值。这两种方法相比较，当达到相同精度时，紧致差分格式需要的网格点少，

计算精度高。 
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紧致差分格式的构造最早由Lele提出[23]，在文[24]中也有介绍。在本节中，我们简要地叙述紧致差

分格式的构成。通常把未知函数u(x)的定义区间[a, b]作M等分， ( )h b a M= − 称为步长， 

( )0ix a ih i M= + < < 称为节点，记 ( ):i iu u x= ， ( )d:
di i
uu x
x

 ′ =  
 

， ( )
2

2

d:
di i

uu x
x

 
′′ =  

 
， ( )

3

3

d:
di i

uu x
x

 
′′′ =  

 
，

( )
4

4

d:
di i

uu x
x

 
′′′′ =  

 
，其中i与M是正整数，a与b是给定的区间端点。 

紧致差分格式想从下式中隐式地得到函数u(x)在节点xi处的近似值 iu′′  ( 0,1, ,i M=  )： 

2 1 1 2

3 3 2 2 1 1
2 2 2

2 2 2
,

9 4

i i i i i

i i i i i i i i i

u u u u u
u u u u u u u u u

c b a
h h h

β α α β− − + +

+ − + − + −

′′ ′′ ′ ′′ ′′+ + + +

− + − + − +
= + +

                  (1.8) 

其中α，β，a，b，c是一些待定系数。由泰勒展开式可知由下式得到的近似值 iu′′  ( 0,1, ,i M=  )具有四阶

精度 

1 1
1 1 2

21 1 6 .
10 10 5

i i i
i i i

u u u
u u u

h
+ −

− +

− +′′ ′′ ′′+ + = ⋅                          (1.9) 

上式可称为一种四阶紧致差分格式。 
另外由泰勒展开式可知由下式得到的近似值 iu′′  ( 0,1, ,i M=  )具有六阶精度 

2 2 1 1
1 1 2 2

2 232 11 2 12
4

i i i i i i
i i i

u u u u u u
u u u

h h
+ − + −

− +

− + − +′′ ′′ ′′+ + = ⋅ + ⋅                 (1.10) 

上式可称为一种六阶紧致差分格式。 

1.3. 一维的离散 Sine 变换与逆变换 

为了实现高效的数值算法，首先看一维的离散Sine变换： 
1

1

πˆ sin , 1, 2, , 1,
M

i k
k

iku u i M
M

−

=

 = = − 
 

∑                          (1.11) 

一维的离散Sine逆变换： 
1

1

2 πˆ sin , 1, 2, , 1,
M

k i
i

iku u k M
M M

−

=

 = = − 
 

∑                        (1.12) 

其中，记 ( )i iu x u=  

通过方程(1.11)，我们可写出 1iu + ， 1iu − ， iu′′， 1iu +′′ ， 1iu −′′ 的Sine变换： 

( ) ( )1 1

1 1
1 1

1 π 1 π
ˆ ˆsin , sin ,

M M

i k i k
k k

i k i k
u u u u

M M

− −

+ −
= =

+ −   
= =   

   
∑ ∑  

1

1

πˆ sin ,
M

i k
k

iku u
M

−

=

 ′′ ′′=  
 

∑                                  (1.13) 

( ) ( )1 1

1 1
1 1

1 π 1 π
ˆ ˆsin , sin .

M M

i k i k
k k

i k i k
u u u u

M M

− −

+ −
= =

+ −   
′′ ′′ ′′ ′′= =   

   
∑ ∑  

把上述等式带入与四阶紧致差分格式相关的方程(1.9)，得 
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( ) ( )

( ) ( )

1

1

1

2
1

1 π 1 π1 π 1ˆ sin sin sin
10 10

1 π 1 π6 πˆ sin sin 2sin .
5

M

k
k

M

k
k

i k i kiku
M M M

i k i k iku
M M Mh

−

=

−

=

 − +     ′′ + +     
      

 − +     = + −     
      

∑

∑
 

利用三角公式化简为： 
1 1

2
1 1

1 π π 6 π πˆ ˆcos 1 sin 2cos 2 sin .
5 5

M M

k k
k k

k ik k iku u
M M M Mh

− −

= =

          ′′ + = −          
          

∑ ∑  

根据对应项分别相等, 得 
1

2

2

π24sin
π2ˆ ˆ cos 5 , 1,2, , 1.k k

k
kMu u k M
Mh

−
  

       ′′= − + = −      
 
 

                (1.14) 

方程(1.14)显示了 ˆku 与 ˆku′′之间的联系。而式子(1.11)与(1.13)建立了函数u(x)在节点xi处的值与二阶导

数 ( )u x′′ 在节点xi处的值之间的联系。 
重要的是，上述离散Sine变换(1.11)与离散Sine逆变换(1.12)可借助快速的离散傅里叶变换实现，快速

的离散傅里叶变换将离散Sine变换(1.11)与逆变换(1.12)的计算量从 ( )2O M 减少至 ( )( )logO M M 。 
同理，如果把相关等式代入与六阶紧致差分格式相关的方程(1.10)，那么也可得与(1.14)类似的等式： 

( )( ) ( )( )
( )

2 2
24 6cos π 1 cos 2 π 1

4ˆ ˆ , 1, 2, , 1.
4cos π 11k k

k M k M
h hu u k M

j M

− + −
′′= − = −

+
            (1.15) 

方程(1.15)也显示了 ˆku 与 ˆku′′之间的联系。 

2. 快速高效的数值方法  

在本节中，我们先分别介绍如何利用时间分裂紧致差分格式法离散一维非线性薛定谔泊松方程组、

二维非线性薛定谔泊松方程组、三维非线性薛定谔泊松方程组，然后介绍如何基于一维的快速Sine变换、

二维的快速Sine变换、三维的快速Sine变换来求解上述方法离散后的方程组，最后写出详细的离散求解过程。 

2.1. 一维非线性薛定谔泊松方程组的求解方法 

考虑如下一维非线性薛定谔泊松方程组初边值问题： 

( ) 21 , , 0 ,
2t xxi V x a x b t Tψ ψ ψ φψ β ψ ψ= − + + + < < < <                 (2.16) 

2 ,xxφ ψ− =  

( ) ( ), 0, , 0,a t b tψ ψ= =                                (2.17) 

( ) ( )0,0 ,x xψ φ=  

其中 xx∆ = ∂ ， a x b< < 。 , , ,a b Tβ 为常数， ( ) ( )0,V x xφ 为已知函数， ( ) ( ), , ,x t x tψ φ 为未知函数。 

先将[a,b]等分成M份，则空间步长为 x
b ah
M
−

= ，节点为 , 0,1, ,j xx a jh j M= + =  ；再将[0,T]等分成N

份，则时间步长为
T
L

τ = ，节点为 ( ), 0,1, ,nt n n Lτ= = 
，记 , ,n n

j j jvψ φ 分别为 ( ) ( ) ( ), , , ,j n j j nx t v x x tψ φ 的 

https://doi.org/10.12677/aam.2019.81002


姜珊 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2019.81002 12 应用数学进展 
 

近似值。 
通过观察会发现：方程(2.16)类似于非线性薛定谔方程，(2.17)是一个泊松方程。对于(2.16)方程，在

一个时间步长 [ ]1,n nt t + 上，我们利用时间分裂法将该方程分两步求解： 

先求解非线性部分 ( ) 2
ti V xψ ψ β ψ ψ φψ= + + 。可巧妙地利用共轭与积分性质：等式两边同时乘ψ的

共轭ψ ，得： ( ) ( ) ( ) ( )2 4 2
, , ,ti V x x t x t x tψ ψ ψ β ψ φ ψ= + + ，再对它两边同时取共轭，得： 

( ) ( ) ( ) ( )2 4 2
, , , ,ti V x x t x t x tψ ψ ψ β ψ φ ψ− = + +                     (2.18) 

注意到ϕ是一个实值函数，将以上两式相减得： ( ) 0t ti ψψ ψψ+ = ，也即 ( )2 0
t

ψ = 。我们可以得到

( ) ( ) ( )22
1, , n n nx t x t t t tψ ψ += ≤ ≤ 。再从泊松方程

2φ ψ−∆ = 可知 ( ) ( ), , nx t x tφ φ= ( )1n nt t t +≤ ≤ 。因此，非 

线性部分方程的求解变为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
, , , , , , ,t n ni x t V x x t x t x t x t x tψ ψ β ψ ψ φ ψ= + +                (2.19) 

( ) ( ) ( )2
, , ,t

n ni V x x t x t
ψ

β ψ φ
ψ

= + +                          (2.20) 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )2, ,

1, , e ,n ni V x x t x t

n nx t x t
τ β ψ φ

ψ ψ
− + +

+ =                        (2.21) 

记 ( ) ( )* 1, , nx t x tψ ψ += ， ( )*,x tψ 作为时间分裂法的中间变量，但在方程(2.21)中，仍有未知量 ( ), nx tφ 。

由已知条件
2φ ψ−∆ = ，即 ( ),xx j n jx t fφ− = ，其中记 ( ) 2

,j j nf x tψ= 。可先利用四阶紧致差分格式离散一

维泊松方程
2φ ψ−∆ = ，然后对离散后的方程组做Sine变换得 ˆ

x̂x jfφ− =  (详细过程见[25])。该式子右边 ˆ
jf  

是由fj做Sine变换得到；同时由基于Sine变换的四阶紧致差分格式，得到关系式： 

2
1

2

π24sin
π2ˆ ˆ cos 5 ,xx

j j
x

j
jM
Mh

φ φ
−

  
      = − +      

 
 

 

ˆˆ ,xx
j jfφ− =  

1
2

2

π24sin
π2ˆˆ cos 5 ,j j

x

j
jMf
Mh

φ

−
  

       = +      
 
 

                        (2.22) 

其中1 1j M≤ ≤ − ，这样就可以通过式子(2.22)求出 ˆ
jφ 。再利用一次Sine变换这样就求出 n

jφ 的值，将其带

入到方程(2.21)，就可以求出中间变量 ( )*,x tψ 。 

再考虑线性部分：
1
2tiψ ψ= − ∆ 的求解。此时以 *

jψ 做为初始条件，对于该方程时间方向上采用 

Crank-Nicolson公式离散： 

( ) ( )( )
1 *

* 11 ,
4

n
j j n

j jxx xx
i
ψ ψ

ψ ψ
τ

+
+−

= − +  

1 *1 1 ,
4 4

n
j j

i iτ τψ ψ+   − ∆ = + ∆   
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( ) ( )1 1 * * ,
4 4

n n
j j j jxx xx

i iτ τψ ψ ψ ψ+ +− = +                           (2.23) 

对上述方程，空间上采用四阶紧致差分格式来离散。由于等式右边 *
jψ 已知，对上述离散后的新系统

做Sine逆变换得 *ˆ jψ 。再结合关系式： 

( )
2

* *

2

π24sin
2ˆ ˆ ,
πcos 5

j jxx

x

j
M

jh
M

ψ ψ

 
 
 = −

   +    

                           (2.24) 

得 ( )*ˆ j xx
ψ 。再做Sine变换就得 ( )*

j xx
ψ 。这样方程(2.23)的右边函数值全部已知，记 ( )* *

4j j j xx

ig τψ ψ= + ，

对(2.23)两边同时做Sine变换 ( )1 1ˆ ˆ ˆ
4

n n
j j jxx

i gτψ ψ+ +− = ，其中 ˆ jg 是 jg 经过一维的Sine逆变换得到的。对方程 

(2.23)左边，我们利用基于Sine变换的四阶紧致差分格式的关系式： 

( )
2

1 1

2

π24sin
2ˆ ˆ
πcos 5

n n
j jxx

x

j
M

jh
M

ψ ψ+ +

 
 
 = −

   +    

                          (2.25) 

得到 

1

2

2

ˆ
ˆ ,

π24sin
21

4 πcos 5

jn
j

x

g
j

i M
jh
M

ψ

τ

+ =
 
 
 +

   +    

                           (2.26) 

这样 1ˆ n
jψ + 可以被求出，利用一次Sine变换，就可求出 1n

jψ + 。在时间方向上就形成了一次完整的迭代

过程。体算法可以总结如下： 
1) 输入a，b，T，M，L，β，以及 ( )0 xφ ； 
2) 计算 j xx a jh= + ， 0,1, ,j M=  ， nt nτ= ， 0 0n n

Mψ ψ= = ， 0,1, ,n L=  。从 0n = 出发； 

3) 计算
2n

j jf ψ= ，通过Sine逆变换得 ˆ
jf ，利用

1
2

2

π24sin
π2ˆˆ cos 5n

j j
x

j
jMf
Mh

φ

−
  

       = +      
 
 

，再对 ˆn
jφ 做

Sine 变换得 n
jφ ； 

4) 由式子
( ) ( ) 2

,
* e

n
j j n ji V x x t

n
j j

τ β ψ φ
ψ ψ

 − + + 
 = ，计算出 *

jψ  ( 0,1, ,j M=  )； 

5) 通过Sine逆变换求出 *ˆ jψ ，再利用关系式(2.24)，求出 ( )*ˆ j xx
ψ 。利用Sine变换求出 *

j xxψ ，再从 jg 的

Sine逆变换求出 ˆ jg ； 

6) 由 1

2

2

ˆ
ˆ

π24sin
21

4 πcos 5

jn
j

x

g
j

i M
jh
M

ψ

τ

+ =
 
 
 +

   +    

得到 1ˆ n
jψ + ，再对其做一次Sine变换就可得到 1n

jψ + 。再令 1n n= + ，
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重复3~6直到 n L= 为止。 

2.2. 二维非线性薛定谔泊松方程组的求解方法 

考虑二维零边界的非线性薛定谔泊松方程组的初边值问题： 

( )21 , , , , , 0,
2ti V x y t a x b c y d tψ ψ ψ β ψ ψ φ ψ= − ∆ + + + < < < < >             (2.27) 

( ) 2, , ,x y tφ ψ−∆ =                                 (2.28) 

( ) ( ), , 0; , , 0,a y t b y tψ ψ= =  

( ) ( ), , 0; , , 0,x c t x d tψ ψ= =  

( ) ( )0, ,0 , ,x y x yψ φ=  

其中 xx yy∆ = ∂ + ∂ ， a x b< < ， c y d< < ， , , , ,a b c d β 均为常数， ( )0 ,x yφ ， ( ),V V x y= 均是已 知函数，

而 ,ψ φ 是未知函数。 

首先，将区域 [ ],a b 等分成M份，步长为 x
b ah
M
−

= ，节点为 , 0,1, ,j xx a jh j M= + =  ；将区域 [ ],c d 等

分成N份，步长为 y
d ch

N
−

= ，节点为 , 0,1, ,k yy c kh k N= + =  ；将区域 [ ]0,T 等分成L份，步长为
T
L

τ = ，

节点为 , 0,1, ,nt n n Lτ= =  ；我们记 , ,n n
jk jk jkVψ φ 分别为 ( ) ( ) ( ), , , , , , ,j k n j k n j kx y t x y t V x yψ φ 的近似值。 

在下面的计算过程中，我们需要定义关于 ˆklu 的离散二维Sine变换以及关于 iju 的离散二维Sine逆变换，

它们的形式分别如下 

1 1

1 1

π πˆ sin sin , 1 1, 1 1,
M N

ij kl
k l

ik jlu u i M j N
M N

− −

= =

   = ≤ ≤ − ≤ ≤ −   
   

∑ ∑                 (2.29) 

1 1

1 1

2 2 π πˆ sin sin , 1 1, 1 1.
M N

kl ij
i j

ik jlu u k M l N
M N M N

− −

= =

   = ≤ ≤ − ≤ ≤ −   
   

∑ ∑               (2.30) 

类似于一维的求解方法，在一个时间步长 [ ]1,n nt t + 上，假设 ( ), ,j k nx y tψ 已知。采用时间分裂法，先

求解方程(2.27)的非线性部分： ( )2 , ,ti V x y tψ β ψ ψ φ ψ= + + ，利用共轭变换与定积分性质得： 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )2, , , , ,

*, , , , e ,n ni V x y x y t x y t

nx y t x y t
τ β ψ φ

ψ ψ
− + +

=                     (2.31) 

( )*, ,x y tψ 作为时间分裂法的中间变量，即为第二部分的初始值。但是，等式右边仍然有未知量

( ), , nx y tφ 。为了求解它，我们要利用方程 ( ) ( ) 2n n n
jk jk jkxx yy

φ φ ψ− − = ，记
2n

jk jkf ψ= 。对于上式做二维的Sine

变换得： ( ) ( ) ˆˆ ˆn n
jk jk jkxx yy

fψ ψ− − = ，观察发现：等式右边可由已知函数 jkf 做二维的Sine逆变换求得；等式 

左边出现了二阶导，利用关系式： 

( )
2

2

π24sin
2ˆ ˆ ,1 1,
πcos 5

n n
jk jkxx

x

j
M j M

jh
M

φ φ

 
 
 = − ≤ ≤ −

   +    

                      (2.32) 
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( )
2

2

π24sin
2ˆ ˆ ,1 1,
πcos 5

n n
jk jkyy

y

k
N k N

kh
N

φ φ

 
 
 = − ≤ ≤ −

   +    

                      (2.33) 

将上述两个关系式带入到方程 ( ) ( ) ˆˆ ˆn n
jk jk jkxx yy

fφ φ− − = ，得 

2 2

2 2

ˆ
ˆ .

π π24sin 24sin
2 2
π πcos 5 cos 5

jkn
jk

x y

f
j k
M N

j kh h
M N

φ =
   
   
   +

      + +            

                       (2.34) 

这样 ˆn
jkφ 就可求出，再利用一次二维的Sine变换就得到 n

jkφ 。然后将其带入到方程(2.31)中，等式左边

的中间变量 *
jkψ 就可以表示出来，进而可以作为第二部分的初始值。 

考虑线性部分：
1
2tiψ ψ= − ∆ ，对于此方程，我们在时间方向上采用crank-nicolson法，空间上采用四 

阶紧致差分格式来离散，具体如下： 

( ) ( )( )
1 *

* 11
4

n
jk jk n

jk jki
ψ ψ

ψ ψ
τ

+
+−

= − ∆ + ∆  

1 *1 1
4 4

n
jk jk

i iτ τψ ψ+   − ∆ = + ∆   
   

 

( ) ( )1 1 * *

4 4
n n
jk jk jk jk

i iτ τψ ψ ψ ψ+ +− ∆ = + ∆  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 * * * ,
4 4

n n n
jk jk jk jk jk jkxx yy xx yy

i iτ τψ ψ ψ ψ ψ ψ+ + +− + = + +                 (2.35) 

对于(2.35)，我们同时对等式两边做Sine变换得到： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 * * *ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ,
4 4

n n n
jk jk jk jk jk jkxx yy xx yy

i iτ τψ ψ ψ ψ ψ ψ+ + +− + = + +                 (2.36) 

等式右边的 *ˆ jkψ ，可以由 *
jkψ 做Sine逆变换得到。由于有关系式： 

( )
( )

* *
2

πcos 1
12ˆ ˆ ,

πcos 5
jk jkxx

x

j
M
jh
M

ψ ψ

  − 
 =
  + 
 

                           (2.37) 

( )
( )

* *
2

πcos 1
12ˆ ˆ ,

πcos 5
jk jkyy

y

k
N
kh
N

ψ ψ

  − 
 =
  + 
 

                           (2.38) 

然后分别对 ( )*ˆ jk xx
ψ ，( )*ˆ jk yy

ψ 进行Sine变换，这样就可以得到 ( )*
jk xx

ψ ，( )*
jk yy

ψ 。所以等式(2.36)右边就

可以当做已知，等式左边也是利用Sine逆变换及二维的Sine变换关系式，将其换算成只含有 1ˆ n
jkψ + 。具体如

下： 
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( )
( )

1 1
2

πcos 1
12ˆ ˆ ,

πcos 5

n n
jk jkxx

x

j
M
jh
M

ψ ψ+ +

  − 
 =
  + 
 

                          (2.39) 

( )
( )

1 1
2

πcos 1
12ˆ ˆ .

πcos 5

n n
jk jkyy

y

k
N
kh
N

ψ ψ+ +

  − 
 =
  + 
 

                          (2.40) 

将上两式带入到等式(2.36)的左边，得到的就是一个只含有 1ˆ n
jkψ + 的表达式，等式(2.36)的右边记为 ˆ jkg 。 

综合等式(2.36)、等式(2.39)、等式(2.40)可得关系式： 

1

2 2

ˆ
ˆ .

π π12 cos 1 12 cos 1
1

4 π πcos 5 cos 5

jkn
jk

x y

g

j k
M Ni
j kh h
M N

ψ

τ

+ =
       − −              − +
       + +              

                  (2.41) 

由于等式右边均可知，所以就可求得 1ˆ n
jkψ + ，在利用一次Sine变换得 1n

jkψ + 。这样时间方向上 就形成了

完整迭代，然后利用MATLAB程序进行编写，称为计算法则2： 
1) 输入a，b，c，d，T，M，N，L，β，以及 ( )0 ,x yφ ， xh ， yh ，τ ； 
2) 计算 j xx a jh= + ， 0,1, ,j M=  ， k yy c kh= + ， 0,1, ,k N=  ， nt nτ= ， 0 0n n

k Mkψ ψ= = ， 

0 0n n
j jNψ ψ= = ， 0,1, ,n L=  。 从 0n = 出发； 

3) 计算
2n

jk jkf ψ= ，通过二维的Sine逆变换得 ˆ
jkf ，利用关系式： 

2 2

ˆ
ˆ ,

π π12 cos 1 12 cos 1

π πcos 5 cos 5

jkn
jk

x y

f
j k
M N
j kh h
M N

φ =
      − −            − −
      + +            

                     (2.42) 

再对 ˆn
jkφ 作二维的Sine变换得 n

jkφ  

4) 由
( ) ( ) 2

, , ,
* e

n
j k j k n jki V x y x y t

n
jk jk

τ β ψ φ
ψ ψ

 − + + 
 = ，计算出 *

jkψ ； 

5) 通过二维的Sine逆变换求出 *ˆ jkψ ，再利用关系式(2.39)，(2.40)，求出 ( )*ˆ jk xx
ψ ， ( )ˆ jk yy

ψ ； 

6) 最后由关系式(2.41)，求出 1ˆ n
jkψ + ，对其作二维的Sine变换得 1n

jkψ + 。再令 1n n= + ，重复3~6直到 n L=

为止。 

2.3. 三维非线性薛定谔泊松方程组的求解方法  

考虑三维薛定谔泊松方程组： 

21 ,
2ti Vψ ψ ψ β ψ φψ− = − ∆ + + +                           (2.43) 

( ) 2, , , ,x y z tφ ψ−∆ =                                 (2.44) 

( ) ( ), , , , , , 0,a y z t b y z tψ ψ= =  
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( ) ( ), , , , , , 0,x c z t x d z tψ ψ= =  

( ) ( ), , , , , , 0,x y e t x y f tψ ψ= =  

( ) ( )0, , ,0 , , ,x y z x y zψ φ=  

其中 xx yy zz∆ = ∂ + ∂ + ∂ ，a x b< < ，c y d< < ，e z f< < ， 0t > ，a，b，c，d，e，f，T，β均是给定常数，

( )0 , , ,v v x y zφ = 已知函数，ϕ，ψ为未知函数。 

首先，我们将区域[a, b]等分成M份，步长为 x
b ah
M
−

= ；将区域[c, d]等分成N份，步长为 y
d ch

N
−

= ；

将区域[e, f]等分成P份，步长为 z
f eh

P
−

= ；将区域[0, T]等分成L份，步长为
T
N

τ = ；记 n
jklψ ， n

jklφ 为

( ), , ,j k l nx y z tψ ， ( ), , ,j k l nx y z tφ 的近似值，其中 j xx a jh= + ， k yy c kh= + ， l lz e lh= + ， nt nτ= ，0 j M≤ ≤ ，

0 k N≤ ≤ ， 0 l P≤ ≤ ， 0 n L≤ ≤ 。 
在下面的计算过程中，我们需要定义关于 ˆklqu 的离散三维Sine变换以及关于 ijpu 的离散三维Sine逆变换，

它们的形式分别如下 

1 1 1

1 1 1

π π πˆ sin sin sin ,
M N P

ijp klq
k l q

ik jl qpu u
M N P

− − −

= = =

     =      
     

∑ ∑ ∑                     (2.45) 

1 1 1

1 1 1

2 2 2 π π πˆ sin sin sin ,
M N P

klq ijp
i j p

ik jl qpu u
M N P M N P

− − −

= = =

     =      
     

∑ ∑ ∑                  (2.46) 

下面讨论具体的求解过程。在时间方向上采用时间分裂法，在空间方向上采用基于快速Sine变换的

四阶紧致差分格式。首先考虑在一个时间步长 [ ]1,n nt t + 上，假设 n
jklψ 已知，然后将方程(2.43)分为两步求解： 

1) 考虑非线性部分：
2

ti Vψ ψ β ψ ψ φψ= + + ，利用共轭变换与积分性质得： 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )2, , , , , , , ,

*, , , , , , e .n ni V x y z x y z t x y z t

nx y z t x y z t
τ β ψ φ

ψ ψ
− + +

=                  (2.47) 

由于 ( ), , , nx y z tφ 是未知量，所以等式右边无法直接求出。考虑方程(2.44)类似于泊松方程， 我们采

用基于Sine变换的四阶紧致差分格式来求解： 
2

,n
xx yy zz jklφ φ φ ψ− − − =  

2ˆ ˆ ˆ ˆ ,n
xx yy zz jklφ φ φ ψ− − − =                                (2.48) 

记
2ˆ n n

jlk jklf φ= ，由基于Sine变换的四阶紧差分格式有如下关系式： 

( )
2

π12 cos 1
ˆ ˆ ,

πcos 5

n n
jkl jlkxx

x

j
M
jh
M

ψ ψ

   −    =
   +    

 

( )
2

π12 cos 1
ˆ ˆ ,

πcos 5

n n
jkl jlkyy

y

k
N
kh
N

ψ ψ

   −    =
   +    
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( )
2

π12 cos 1
ˆ ˆ .

πcos 5

n n
jkl jlkzz

z

l
P
lh
P

ψ ψ

   −    =
   +    

                           (2.49) 

将上面三个等式带入到(2.48)，得： 

2 2 2

ˆ
ˆ .

π π π12 cos 1 12 cos 1 12 cos 1

π π πcos 5 cos 5 cos 5

n
jkln

jkl

x y z

f

j k l
M N P
j k lh h h
M N P

φ =
           − − −                      − + +
           + + +                      

             (2.50) 

再利用一次Sine变换求出 n
jklφ ，这样对于时间分裂法的中间变量 *

kjlφ 就可以直接被表示出来。 

2) 考虑线性部分方程的求解：
1
2tiψ ψ= − ∆ ，其中 *

jlkψ 作为起始值，在时间方向上，采用crank-nicolson 

来离散，在空间方向上采用基于Sine变换的四阶紧致差分格式来离散，具体如下： 

( )
1 *

1 *1 ,
4

n
jkl jkl n

jkl jkli
ψ ψ

ψ ψ
τ

+
+−

= − ∆ + ∆  

( ) ( )1 1 * * ,
4 4

n n
jkl jkl jkl jkl

i iτ τψ ψ ψ ψ+ +− ∆ = + ∆  

对上式两边同时作Sine变换得： 

( ) ( ) ( )1 1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ,
4

n n n n
jkl jkl jkl jkl jklxx yy zz

i gτψ ψ ψ ψ+ + + + − + + =  
                     (2.51) 

这里 

( ) ( ) ( )* * * *ˆ ˆ ˆ ˆˆ .
4jkl jkl jkl jkl jklxx yy zz

ig τψ ψ ψ ψ = + + +  
                      (2.52) 

对于等式(2.51)的右边，只要对 *
jklψ 做Sine逆变换得 *ˆ jklψ ，再利用关系式： 

( )* *

2

π12 cos 1
ˆ ˆ ,

πcos 5
jkl jklxx

x

j
M
jh
M

ψ ψ

   −    =
   +    

 

( )* *

2

π12 cos 1
ˆ ˆ ,

πcos 5
jkl jklyy

y

k
N
kh
N

ψ ψ

   −    =
   +    

 

( )* *

2

π12 cos 1
ˆ ˆ .

πcos 5
jkl jklzz

z

l
P
lh
P

ψ ψ

   −    =
   +    
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就可以得到等式(2.51)右边的函数值。而对于等式(2.51)的左边，也利用关系式： 

( )1 1

2

π12 cos 1
ˆ ˆ ,

πcos 5

n n
jkl jklxx

x

j
M
jh
M

ψ ψ+ +

   −    =
   +    

 

( )1 1

2

π12 cos 1
ˆ ˆ ,

πcos 5

n n
jkl jklyy

y

k
N
kh
N

ψ ψ+ +

   −    =
   +    

 

( )1 1

2

π12 cos 1
ˆ ˆ .

πcos 5

n n
jkl jklzz

z

l
P
lh
P

ψ ψ+ +

   −    =
   +    

 

等式(2.51)就可化简为： 

1

2 2 2

ˆ
ˆ ,

π π π12 cos 1 12 cos 1 12 cos 1
1

4 π π πcos 5 cos 5 cos 5

jkln
jkl

x y z

g

j k l
M N Pi
j k lh h h
M N P

ψ

τ

+ =
           − − −                      − + +
           + + +                      

          (2.53) 

因此，形成了一个时间步长 [ ]1,n nt t + 上的一个完整迭代，具体实现步骤如下： 

1) 输入a，b，c，d，M，N，P，L，e，f，T，β，以及 ( )0 , ,x y zφ ，hx，hy，hz，τ； 
2) 计算 j xx a jh= + ， 0,1, ,j M=  ， k yy c kh= + ， 0,1, ,k N=  ， l zz e lh= + ， 0,1, ,l P=  ， nt nτ= ，

0 0n n
kl Mklψ ψ= = ， 0 0n n

j l jNlψ ψ= = ， 0 0n n
jk jkPψ ψ= = 。从 0n = 出发； 

3) 计算
2n

jkl jklf ψ= ，通过三维Sine逆变换得 ˆ
jklf ，利用关系式(2.50)求出 ˆn

jklφ ，再做三维Sine变换得 n
jklφ ； 

4) 由
( ) ( ) 2

, , , , ,
* e

n
j k l j k l n jkli V x y z x y z t

n
jkl jkl

τ β ψ φ
ψ ψ

 − + + 
 = ，计算出 *

jklψ ； 

5) 通过三维Sine逆变换求出 *ˆ jklψ ，利用 *ˆ jklψ 与 ( )*ˆ jkl xx
ψ ，( )*ˆ jkl xx

ψ ，( )*ˆ jkl xx
ψ 的关系，求出(2.52)中的 ˆ jklg ； 

6) 利用方程(2.53)得 1ˆ n
jklψ + ，对其做三维Sine变换得 1n

jklψ + 。再令 1n n= + ，重复3~6直到 n L= 为止。 

3. 数值计算例子  

在前一节中，我们详细介绍了求解一维、二维、三维非线性薛定谔泊松方程组初边值问题的时间分

裂紧致差分格式，并且介绍了如何分别利用一维离散Sine变换、二维离散Sine变换、三维离散Sine变换快

速地求解离散后的系统。本节将介绍这些数值方法的计算结果。我们将利用两种紧致差分格式来进行计

算：一种是四阶紧致差分格式(1.8)，另一种是六阶紧致差分格式(1.10)。在上一节中，主要介绍关于四阶

紧致差分格式(1.8)的算法。如果要利用六阶紧致差分格式(1.10)来离散方程中的二阶偏导数，那么需要将

方程(1.14)中的右端参数变成方程(1.15)中的右端参数，算法中的其余过程不变。 

3.1. 一维情形 

考虑一维非线性薛定谔泊松方程组初边值问题 (2 .16)~(2 .17)，其中 8a = − ， 8b = ， 1T = ， 
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( ) 21
2

V V x x= = ， ( )
( )

2

4
0 1

4

1 e
2π

x

xφ
−

= 。通过改变空间步长h的大小做误差分析，在计算中我们取M = 512

或空间步长
1

32
h = 所得的近似解看作是方程的准确解 ( ),exactu x t 。我们通过第2.1节中所介绍的一维问题

算法来求解，编写的代码在matlab软件中进行演算。误差定义 ( ) ( )
0
max , 1 , 1j n exact j nj M

error u x t u x t
≤ ≤

= = − = 。 

从表1中我们看出六阶紧致差分格式比四阶紧致差分格式得到的误差要小，二者在空间步长h较小时

都能达到谱精度。图1显示粒子总数N(t)、冲量P(t)以及总能量E(t)不随时间变化而变化，从图1中可以看

出我们提出的数值方法具有一定的数值守恒性。图2显示了密度函数 ( ),x tψ 在不同时刻的图像。 

3.2. 二维情形  

考虑二维非线性薛定谔泊松方程组初边值问题 ( 2 . 2 7 ) ~ ( 2 . 2 8 )，其中 8, 8a c b d= = − = = ， 

( ) ( )2 21,
2

V V x y x y= = + ，初值函数为 ( )
( )2 2

4
0

1, e
2π

x y

x yφ
− +

= 。通过改变空间步长hx,hy的大小做误差分析，

在计算中我们取 512M N= = 或空间步长
1
32x yh h= = 所得的近似解看作是方程的准确解 ( ), ,exactu x y t 。我 

们通过第2.2节中所介绍的二维问题算法来求解，编写的代码在matlab软件中进行演算。误差定义 

( ) ( )
0 ,0

max , , 1 , , 1j k n exact j k nj M k P
error u x y t u x y t

≤ ≤ ≤ ≤
= = − = 。 

 
Table 1. Error analysis of one-dimensional space calculation at time t = 1 
表1. t = 1时刻的一维空间计算误差分析 

h 1
2

 1
4

 1
8

 1
16

 

四阶紧致差分格式误差 2.975 3e −  1.523 4e −  8.6 6e −  9.99 6e −  

六阶紧致差分格式误差 9.74 4e −  1.199 5e −  9.99 7e −  1.0 8e −  

 

 
Figure 1. The trend of the total number of particles N(t), impulse P(t), and 
total energy E(t) over time 
图1. 粒子总数N(t)、冲量P(t)以及总能量E(t)随时间变化的趋势 
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Figure 2. Image of density function ( ),x tψ  at different times: (a) t = 2.5; (b) t = 5; (c) t = 7.5; (d) t = 10 

图2. 密度函数 ( ),x tψ 在不同时刻的图像：(a) t = 2.5；(b) t = 5；(c) t = 7.5；(d) t = 10 

 
从表2中我们看出六阶紧致差分格式比四阶紧致差分格式得到的误差要小，二者在空间步长h较小时

都能达到谱精度。图3显示粒子总数N(t)、冲量的分量Px(t)、冲量的分量Py(t)以及总能量E(t)不随时间变化

而变化，从图3中可以看出我们提出的数值方法具有一定的数值守恒性。图4显示了密度函数 ( ), ,x y tψ 在

t = 2.5、t = 5、t = 7.5、t = 10时的图像。 
 
Table 2. Error analysis of two-dimensional space calculation at time t = 1 
表2. t = 1时刻的二维空间计算误差分析 

x yh h=  1
2

 1
4

 1
8

 1
16

 

四阶紧致差分格式误差 1.022 3e −  5.199 5e −  1.0 5e −  1.0 6e −  

六阶紧致差分格式误差 2.871 4e −  3.9 6e −  1.0 6e −  1.0 7e −  
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Figure 3. The trend of the total number of particles N(t), the component of the impulse Px(t) Py(t), and 
the total energy E(t) over time 
图3. 粒子总数N (t)、冲量的分量Px(t)、Py(t)以及总能量E(t)随时间变化的趋势 

 

 

Figure 4. Image of density function ( ), ,x y tψ  at different times: (a) t = 2.5; (b) t = 5; (c) t = 7.5; (d) 
t = 10 
图4. 密度函数 ( ), ,x y tψ 在不同时刻的图像：(a) t = 2.5；(b) t = 5；(c) t = 7.5；(d) t = 10 

https://doi.org/10.12677/aam.2019.81002


姜珊 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2019.81002 23 应用数学进展 
 

3.3. 三维情形  

考虑三维非线性薛定谔泊松方程组初边值问题(2.43)~(2.44)，其中 8a c e= = = − ， 8b d f= = = ， 

( ) ( )2 2 21, ,
2

V V x y z x y z= = + + ，初值函数为 ( )
( )2 2 2

4
0 3 4

1, , e
2π

x y z

x y zφ
− + +

= 。通过改变空间步长hx，hy，hz

的大小做误差分析，在计算中我们取 512M N P= = = 或空间步长
1

32
h = ，所得的近似解看作是方程的准

确解 ( ), , ,exactu x y z t 。我们通过2.2节中 所介绍的二维问题算法来求解， 编写的代码在matlab软件中进行

演算。误差定义 ( ) ( )
0 ,0 ,0

max , , , 1 , , , 1j k l n exact j k l nj M k N l P
error u x y z t u x y z t

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤
= = − = 。 

从表2中我们看出六阶紧致差分格式比四阶紧致差分格式得到的误差要小，二者在空间步长h较小时

都能达到谱精度。图5显示粒子总数N(t)、冲量的分量Px(t)、冲量的分量Py(t)、冲量的分量Pz(t)以及总能量

E(t)不随时间变化而变化，从图5中可以看出我们提出的数值方法具有一定的数值守恒性。图6(a)、图6(c)
分别显示了密度函数 ( )0, , ,y z tψ 在t = 5、t = 10的图像；图6(b)、图6(d)分别显示了密度函数 ( ),0, ,x z tψ 在

t = 5、t = 10时的图像。 
 

 
Figure 5. The trend of the total number of particles N(t), the component of the impulse Px(t), Py(t), 
Pz(t), and the total energy E(t) over time 
图5. 粒子总数N(t)、冲量的分量Px(t)、Py(t)、Pz(t)以及总能量E(t)随时间变化的趋势 
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Figure 6. Density function ( )0, , ,y z tψ  images at different times: (a) t = 5, (c) t = 10; Density func-

tion ( ),0, ,x z tψ  images at different times: (b) t = 5, (d) t = 10 

图6. 密度函数 ( )0, , ,y z tψ 在不同时刻的图像：(a) t = 5，(c) t = 10；密度函数 ( ),0, ,x z tψ 在不同

时刻的图像：(b) t = 5，(d) t = 10 

4. 结论  

在本文中，我们主要讨论利用基于Sine变换的高阶紧差分格式、时间分裂法与Crank-Nicolson法结合

的方法来求解非线性薛定谔–泊松方程组，借助离散傅里叶变换来实现Sine变换。最后，通过Matlab软件

写出的程序计算出准确解与数值解的误差，画出误差分析图表以及在不同时刻未知函数的近似值。基于

快速离散Sine变换的数值算法优点是计算程序简化，可以用较少的计算量达到相同的精确度，这也是我

们在求解一些偏微分方程的过程中所期望的。随着当今科技与社会的进步，计算机的广泛应用，简单的

求解方程的数值解已经无法满足了，快速和高效的数值解法就显得很有必要。 
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