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Abstract 
Based on the idea of [1] and the BFGS method in [2], this paper presents a new perturbed BFGS 
method for the unconstrained optimization. We prove that the proposed method has global con-
vergence for nonconvex optimization problems. Numerical results show that this method is effi-
cient. 
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摘  要 

基于文献[1]的扰动思想和文献[2]中的BFGS型方法，本文提出了一种新的扰动BFGS方法并证明了其在

Wolfe搜索下求解非凸优化问题具有全局收敛性。数值结果表明该方法比较有效。 
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1. 引言 

本文考虑如下的无约束问题： 

( )min , ,nf x x R∈                                        (1) 

其中 : nf R R→ 是连续可微函数。 
BFGS 方法是求解无约束优化问题的一种非常有效的拟牛顿方法，BFGS 方法在 Wolfe 搜索下对求解

凸优化问题具有全局收敛性，但对非凸问题不一定收敛。在文献[1]中刘陶文提出了一种扰动的 BFGS 方

法，其中对标准的 BFGS 方法的迭代矩阵进行了扰动，该方法证明了在 Wolfe 搜索下对求解非凸问题具

有全局收敛性。Zhang，Deng 和 Chen 在文献[2]中基于新的拟牛顿矩阵提出了一种新的拟牛顿算法，该

方法满足更好的割线方程。本文的目的就是基于文献[1]的扰动思想，同时结合文献[2]中的 BFGS 迭代公

式，提出了一种新的扰动的 BFGS 方法。 
本文安排如下，在第二节中我们提出新的扰动 BFGS 方法的算法，在第三节中我们分析了该算法的全

局收敛性，第四节中我们进行了数值实验，验证了该算法的有效性，在第五节中我们对论文进行了总结。 

2. 算法 

求解问题(1)新的扰动 BFGS 方法基本的迭代格式为 

1 , 1,k k k kx x d kα+ = + ≥                                      (2) 

其中 kx 是当前的近似解， kd 为搜索方向， kα 是步长。 
基于文献[1]的扰动思想，通过求解下列线性方程组得到搜索方向 kd  

( ) ( ) 0,k k k kB Q d f xµ+ +∇ =                                   (3) 

其中 ( )f x∇ 表示其梯度， kB 为拟牛顿矩阵，也就是 ( )f x 在点 x 处的 Hessian 矩阵的近似，并且它要求是

正定的。Q 是某个给定的对称正定矩阵， 0ku > 且它的值依赖于 k，依照某种规则取值为 kε 或者 k k FBε ，

其中 0kε > 是某一个参数且它的值与 k 有关，当 k → +∞时， 0kε → 。 

步长 kα 是采用 Wolfe 型非精确搜索确定的，即通过求解 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

T
1

T T
1 2

k k k k k k k

k k k k

f x d f x f x d

f x d f x d

α σ α

σ+

 + − ≤ ∇

∇ ≥ ∇

                             (4) 

来计算步长 kα ，则条件 T 0k ky s > 被满足，其中 1σ 和 2σ 是正的常数，且满足 1 2 1σ σ< < 。 
新的拟牛顿矩阵由 Zhang，Deng 和 Chen 文献[2]提出，由下列 BFGS 公式得到 

T T

1 T T ,k k k k k k
k k

k k k k k

B s s B y y
B B

s B s y s+ = − +                                   (5) 

其中 

( ) ( )1 ,k k k k ky f x f x r s+= ∇ −∇ +                                   (6) 

1 ,k k ks x x+= −                                         (7) 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )T
1 1

2

3 6
.k k k k k

k
k

f x f x s f x f x
r

s
+ +∇ +∇ − −

=                         (8) 

再由 Wolfe 搜索下则条件 T 0k ky s > 被满足，而由 Zhang，Deng 和 Chen 文献[2]中的引理 4 可知当
T 0k ky s > ， T 0kky s > 。 

下面我们给出求解问题(1)的新的扰动的 BFGS 方法的具体步骤： 
算法 1.1：(新的扰动的 BFGS 方法) 
步 0：选择初始点 1

nx R∈ 和初始的对称正定矩阵 1
n nB R ×∈ 以及Q I= 。选用常数 1 20 1σ σ< < < ，ρ ，

τ ， ( )0,1η ∈ ， 1 0ε > 以及 1BM > 。令 1 1u ε= 以及 ( )1f xδ = ∇ 。令 1k = 。 
步 1：解线性方程组(3)得到 kd ，转步 2。 
步 2：由条件(4)来计算 kα ，令 1k k k kx x dα+ = + 。 
步 3：由修正公式(5)，(6)，(7)，(8)确定 1kB + 。 
步 4：如果 ( )1kf x δ η+∇ ≤ ，令 1k kε τε+ = ， 1 1k ku ε+ += ， ( )1kf xδ += ∇ 。 
否则令 1k kε ε+ = 以及 

1 1 1 1
1

1

,

,
k k k kF F

k
k

B B M
u

ε

ε
+ + + +

+
+

 ≥= 


如果

   其他
 

其中 ( ){ }max ,1k B kM M f x= ∇ 。 
步 5：令 1k k= + ，然后转步 1。 
在算法 1.1 中 kε 按下面的规则逐步被减少： 

( )1
1

,

,
k k

k
k

f xτε δ η
ε

ε
+

+

 ∇ ≤= 


如果

否则
 

其中τ ， ( )0,1η ∈ 是正的常数，并且 ( )if xδ = ∇ ，i 取 [ ]1, k 中的某个指标，它的值随着迭代过程被不断

的修改，这样得到一个序列 ( ){ }kf x∇ 中的一个公比不超过 ( )0 1η η< < 的几何子列。如果 

( )lim inf 0kk
f x

→∞
∇ =  

成立，则{ }kε 单调非增并且当 k →∞时 0kε → 。由此可以得到当 k FB 有界时， 0k k FBε → 。 

3. 算法全局收敛性证明 

为了证明新的扰动 BFGS 方法的全局收敛性，我们做出如下的假设 
假设 3.1：水平集 

( ) ( ){ }1:nx R f x f xΩ = ∈ ≤  

有界，函数 ( )f x 在Ω上 Lipschitz 连续的梯度，即存在常数 0L > 满足 

( ) ( ) , , .f x f y L x y x y∇ −∇ ≤ − ∀ ∈Ω                            (3.1) 

需要注意的是采用线性搜索(4)，由(5)产生的矩阵总是正定的，从而序列 ( ){ }kf x 是单调递减的，而

且由线性搜索(4)的第一个不等式以及假设 3.1 可以得到 

( )T

1
,k k k

k
f x dα

∞

=

− ∇ < +∞∑  
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由此可推出 

( ) ( )T Tlim lim 0.k k k k kk k
f x d f x sα

→∞ →∞
− ∇ = − ∇ =                             (9) 

为了表示的方便，根据算法 1.1 中的步 4 我们定义指标集合 

{ }1: ,k kK kτ ε τε+= =                                     (10) 

以及 

{ }: .B k kFK k B M= ≥                                    (11) 

为了证明算法 1.1 的全局收敛性我们需要先证明如下的引理： 
引理 3.1：假设 Kτ 是有限集，则算法 1.1 产生的序列{ }kα 有非零的下界，并且当 k →∞时， 0kd → 。 
证明：如果 Kτ 是有限集，因此 kε 被减少有限次，也就是说存在一个整数 1k 使得对所有的 1k k≥ 有

1k kε ε= ，由于 kB 是正定的，对于所有的 k 有 

( ) ( ) { }
1

T 2T min 1, .k k k k k k k B kf x d d B u I d M dε−∇ = + ≥                       (12) 

由(4)中的第二个不等式以及假设 3.1，我们得到对所有的 1k ≥ ，不等式 

( ) ( )( ) ( ) ( )T T2
21k k k k k k k k kL d f x d f x d f x dα α σ≥ ∇ + −∇ ≥ − − ∇  

成立。因此，由(12)，我们可以推出 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) { }
1

T T
2 2

2 2

1
2

1 1

1 min 1, 0

k k k k k k
k

k k

k B

f x d d B u I d

L d L d

L M

σ σ
α

σ ε−

− − ∇ − +
≥ =

≥ − >

                       (13) 

而且由(13)，(9)和(12)易知当 k →∞时， 0kd → 。 
引理 3.2：如果 BK 是无限集，而 Kτ 是有限集，则 Kτ 必有 

( )lim inf 0kk
f x

→∞
∇ = ．                                      (14) 

证明：令 k k kFd B d= ，

k k k FBα α= 。则 

k k k kd dα α= 。当 Kτ 是有限集时，我们从集合 BK 的定义

(11)以及算法 1.1 的步 4 知，对于任何的 1k k≥ 且 Bk k∈ 有，
1k k k Fu Bε= 。即 kd 满足： 

( )
1

0.k k k k k kFB d B d f xε+ +∇ =  

所以 

( )   

1

2T T .k k k k k k kf x d d B d dε−∇ = +                                (15) 

再由(4)的第二个不等式和 ( )f x∇ 的 Lipschitz 连续性得 

   ( ) ( )( )  ( ) ( ) 
2 T TT

21 .k k k k k k k k k k k kL d L d d f x d f x d f x dα α α σ= ≥ ∇ + −∇ ≥ − − ∇  

由上面不等式以及(15)可推出 

 ( )
1

1
21 0.k k Lα σ ε −≥ − >  

进而由上面的关系以及(15)和(9)，我们得 
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,
lim 0.

B
kk k K

d
→∞ ∈

=                                        (16) 

而且对所有的 Bk K∈ ，有 

( )   ( ) 1 1
1 .k k k k k k k kFf x B d B d dε ε∇ ≤ + ≤ +  

因而由(16)可得(14)。 
引理 3.3：如果 BK 是有限集且 Kτ 也是有限的，那么(14)成立。 
证明：我们用反证法假设存在一个某个正数 γ 使得对所有 k 有 ( )kf x γ∇ ≥ 成立。由算法的 1.1 的步

4 可得，当 Bk K∉ 时， k ku ε= ，并且 

( ){ } { }max 1 max 1 .k B k BFB M f x M γ< ∇ ≤， ，                           (17) 

当 Kτ 是有限集时，则(12)对所有的 1k k≥ 成立。由引理 3.1 以及(9)可得 ( )0kd k→ →∞ 。由(3)和(17)
可推出，对所有 Bk K∉ 有下面的不等式成立 

( ) ( ) ( ) { }( )1 1max ,1 .k k k k k k B kFf x B d B d M dε ε γ ε∇ ≤ + ≤ + ≤ +  

这就意味着 

( )
,

lim 0.
B

kk k K
f x

→∞ ∉
∇ =  

这与假设相矛盾，所以必有(14)成立。 
在引理 3.2 和 3.3 的基础上我们证明了算法 1.1 的全局收敛性。 
定理 3.1：设序列{ }kx 由算法 1.1 产生并且满足假设 3.1 则(14)成立。 
证明：我们考虑两种情形：(i) Kτ 是无限集和(ii) Kτ 是有限集。 
情形(i)：由 Kτ 的定义(10)，必存在 ( ){ }kf x∇ 中的一个公比不超过 ( )0 1η η< < 几何子序列，此时必

有(14)成立。 
情形(ii)：我们需要考虑 BK 是无限还是有限两种情况。由引理 3.2 和 3.3 可知，上面两种情况的任意

一种情况中，(14)总是成立的，也就是说 kε 被减少无穷多次，由 Kτ 的定义(10)中可知情形(ii)是不会出现

的。 
由定理 3.1 的证明可以看出， kε 一定被减少无穷多次，所以当 k →∞时， 0kε → 。如果 kB 是有界的，

那么当 k 充分大时， k ku ε= ，并且当 k →∞时， 0ku → 。 

4. 数值实验与结果分析 

在 CPU 为 1.6 HZ、内存为 512 MB 的电脑上分别对新的扰动的 BFGS 算法(算法 1.1)和文献[3]中的

CBFGS 等算法进行了数值实验，其中测试问题的函数都来源于文献[4]。程序采用 Matlab 语言编写，在

算法中我们使用 ( ) 610kf x −∇ ≤ 作为算法的终止条件，算法中有关常数与参数的选择如下： 1 0.001σ = ，

2 0.9σ = ， 0.5η = ， 0.7τ = ， 1 1.0ε = ， 1010BM = ， 1B I=  (单位矩阵)。 
首先选择了 3 个二维问题，1 个三维问题，2 个四维问题，对算法进行了分析，问题分别是： 

rose 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 T2 2

1 2 1 1 2min 100 1 , , ,f x x x x x x x R= − + − = ∈  

初始点： ( )0 1.2,1 Tx = − ，精确解： ( )T* 1,1x = ， ( ) 0f x∗ = 。 
badscp 
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( ) ( ) ( ) ( )1 2
22 T4 2

1 2 1 2min 10 1 e e 1.0001 , ,x xf x x x x x x R− −= − + + − = ∈  

初始点： ( )T
0 0,1x = ，精确解： ( )T1.098,9.106x∗ = ， ( ) 0f x∗ = 。 

badscb 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 T6 6 2

1 2 1 2 1 2min 10 2 10 2 , ,f x x x x x x x x R−= − + − × + − = ∈  

初始点： ( )T
0 1,1x = ，精确解： ( )T6 610 ,2 10x∗ −= × ， ( ) 0f x∗ = 。 

helix 

( ) ( ) ( )
21

2 2 2 22
3 1 2 1 2 3min 100 10 , 100 1 ,f x x x x x x xθ

 
= − + + − +    

 
 

其中 ( )

2
1

1
1 2

2
1

1

1 arctan , 0
2π

,
1 arctan 0.5, 0
2π

x x
x

x x
x x
x

θ

  
>  

  = 
  + <   

， ( )T 3
1 2 3, ,x x x x R= ∈ ， 

初始点： ( )T1,0,0− ，精确解： ( )T* 1,0,0x = ， ( ) 0f x∗ = 。 
sing 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 4 T2 4 4
1 2 3 4 2 3 1 4 1 2 3 4min 10 5 2 10 , , , , ,f x x x x x x x x x x x x x x R= + + − + − + − = ∈  

初始点： ( )T
0 3, 1,0,1x = − ，精确解： ( )T* 0,0,0,0x = ， ( ) 0f x∗ = 。 

wood 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

2 2 222 2
2 1 1 4 3 3 T 4

1 2 3 42 2
2 4 2 4

min 100 1 90 1
, , , , ,110 2

10

f x x x x x x x
x x x x x R

x x x x

= − + − + − + −
= ∈

+ + − + −  

初始点： ( )T
0 3, 1, 3, 1x = − − − − ，精确解 ( )T* 1,1,1,1x = ， ( ) 0f x∗ = 。 

通过编程计算得到表 1。 
 
Table 1. Result analysis of solving several kinds of problems 
表 1. 求解几类问题的结果分析 

问题 维度 初始点 迭代步骤 最优值 

rose 2 ( )T1.2,1−  40 151.2045 10−×  

badscp 2 ( )T0,1  188 81.0004 10−×  

badscb 2 ( )T1,1  29 205.4211 10−×  

helix 3 ( )T1,0,1−  33 161.1439 10−×  

sing 4 ( )T3, 1,0,1−  64 91.0250 10−×  

wood 4 ( )T3, 1, 3, 1− − − −  59 81.1293 10−×  

 

通过表 1 的结果，得出我们的算法能有效地解决二维和三维问题，以及四维问题，说明我们的算法

是有效的。 
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Table 2. Comparisons with other methods 
表 2. 与其他几类方法的比较分析 

问题              法的迭代步 新的扰动 BFGS 迭代步 CBFGS 迭代步 MBFGS 迭代步 BFGS 迭代步 

rose 40 27 31 21 

badscp 188 441 482 441 

badscb 29 20 31 21 

helix 33 33 35 34 

 

通过表 2 对不同的 BFGS 方法的迭代步进行分析，我们可以得出我们扰动的算法在求解 badscp 问题

时需要 188 步，比其他三种方法的迭代步要少，同时在求解其他问题时的迭代步骤相差不大。 

5. 小结 

通过数值实验结果和全局收敛性的证明，说明我们提出的新扰动的 BFGS 方法对求解非凸优化问题

是有效的。 
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