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Abstract 
We present a finite volume method for solving the time fractional Fokker-Planck equations with 
space-and-time-dependent forcing. Numerical test shows that the convergence rates for time and 
for space are order 1 and order 2 respectively. 
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摘  要 

我们设计一种有限体积法求解变外力场下的时间分数阶Fokker-Planck方程，其中外力场与时间空间相

关。实验表明该方法在时间上和空间上分别具有一阶和二阶收敛性。 
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1. 研究的问题 

考虑如下的时间分数阶 Fokker-Planck 方程(FFPE)： 
2

1
2 , , 0 ,t

u k f D u a x b t T
t xx

α
α

− ∂ ∂ ∂
= − < < < ≤ ∂ ∂∂ 

                         (1.1) 

初始条件和边值条件为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2,0 , , , , , , 0 ,u x x a x b u a t g t u b t g t t Tϕ= < < = = < ≤                 (1.2) 

其中 ( )0,1α ∈ ， kα 为正常数， ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , ,f x t x g t g tϕ 为给定函数，方程 (1.1)中的分数阶导数为

Riemann-Liouville 分数阶导数 ( ) ( )
( )

( )
1

10

,1, d
t

t

u x s
D u x t s

t t s
α

αα
−

−

∂
=
Γ ∂ −

∫ ， ( )xΓ 是 Gamma 函数。方程(1.1)可用

于模拟外力场作用下的低扩散现象(参见[1])。 
对于方程(1.1)的求解，已有数值解法多数是针对 f 是常数或是 x 的函数情况(参见[2]-[10])：如对

( )f f x= 情形，Chen [5]设计有限差分方法，Jiang [3]针对 Chen [5]中的数值格式给出了稳定性和收敛性

的证明；Vong [10]设计了一种高阶差分格式并证明它的稳定性和收敛性。据我们所知，对于 ( ),f f x t= 情

况，仅有 Le [11]研究了两种方法，第一种是时间上连续方法(在空间中使用分段线性 Galerkin有限元方法)，
第二种是空间连续方法。 

有限体积法已开始应用于求解分数阶方程，如[12]对空间分数阶方程采用了有限体积方法；[13]利用

有限体积方法数值求解时间–空间分数阶方程；[14]对二维时间分数阶偏微分方程进行有限体积方法研究

(其中 0f = )。 
本文设计求解(1.1)的有限体积法，其中空间导数使用中心差分格式进行离散，时间分数阶导数使用

一阶线性多步法进行离散。数值实验结果表明该方法在时间上和空间上分别具有一阶和二阶收敛性。文

中假定解 u 充分光滑，C 网格大小无关的正常数。 

2. 离散 

在 [ ]0,T 上取分点为 kt k t= ∆ ， 0,1, ,k L=  ，其中时间步长 t T L∆ = ，L 为正整数。在区间 [ ],a b 上

取分点 , 0,1, , 1ix a ih i N= + = + ，其中空间步长 ( ) ( )1h b a N= − + ，N 为正整数。N 个空间有限体为

1 1
2 2

, , 1, ,
i i

x x i N
− +

 
= 

 
 ，其中 1

1
2

, 0,1, ,
2

i i

i

x x
x i N+

+

+
= =  。 

在方程(1.1)中取 ( )0,1, ,nt t n L= =  得到 

( ) ( )
2

1
2 , , .

n

n t n
t

u k f x t D u x t
t xx

α
α

− ∂ ∂ ∂
= − ∂ ∂∂ 

                           (2.1) 

利用向后差分，(2.1)式左侧可以写成 

( ) ( ) ( )11,
,

,

n

n n
n

t

u x t u x tu r
t t

−−∂
= +

∂ ∆
                               (2.2) 
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其中 ( ) ( ) ( )1 1, ,

n

n n
n

t

u x t u x tur
t t

−−∂
= −
∂ ∆

满足 ( )1
nr C t≤ ∆ 。 

用 Lubich 一阶线性多步法逼近 Riemann-Liouville 分数阶导数(参考文献[15]) 

( ) ( ) ( )21 1 1
0 ,, ,t n n j nj

n
jD u x t t u x t rα α αω− − −

−=
= ∆ +∑                            (2.3) 

其中
( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1
0,1,2,

1 1

k

k k
k k

α α
ω

α
− Γ +

= =
Γ + Γ − +


， ( ) ( ) ( )2 1 1 1

0, ,n t n n j jj
nr D u x t t u x tα α αω− − −

−=
= − ∆ ∑ 满足 ( ) ( )2

nr C x t= ∆ ，

( )C x 是与解 u 有关的光滑函数。 

将(2.2)式，(2.3)式带入(2.1)式中，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 21 1 1
2 0

, ,
, , .n n

n n n j j nj
nu x t u x t

r k f x t t u x t r
t xx

α α
α ω− − −

−=

−  ∂ ∂  + = − ∆ +   ∆ ∂∂ 
∑             (2.4) 

用 ( )nu x 表示 ( ), nu x t 的近似，由(2.4)我们得到原问题的时间半离散格式 

( ) ( ) ( ) ( )
2

1 1 1
2 0, ,n n

n n j j
n
j

u x u x
k f x t t u x

t xx
α α

α ω− − −
−=

−  ∂ ∂  = − ∆   ∆ ∂∂ 
∑                   (2.5) 

记 

( ) ( )1 1
0 .:n n j jj

nv x t u xα αω− −
−=

= ∆ ∑                                 (2.6) 

易知 

( ) ( )1 1
0 .:n n j jj

nu x t v xα αω− −
−=

= ∆ ∑                                 (2.7) 

将(2.6)式，(2.7)式带入(2.5)式中，得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 1 1 1
1 0 20 , .n

n j n j j n n njt v x v x k f x t v x
xx

α α α α
αω ω ω−− − − −

− − −=

 ∂ ∂ ∆ − + = −   ∂∂ 
∑              (2.8) 

在有限体 1 1
2 2

,
i i

x x
− +

 
 
 

上对(2.8)式积分 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1
2 2

1 1
2 2

2
1 1 1 1

1 0 20 d , d .
i i

i i

x x
n

n j n j j n n njx x
t v x v x x k f x t v x x

xx
α α α α

αω ω ω
+ +

− −

−− − − −
− − −=

 ∂ ∂ ∆ − + = −   ∂∂ 
∑∫ ∫         (2.9) 

利用中矩形积分公式，用 n
iv 表示 ( )n iv x ，(2.9)式左侧可以写成 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
2

1
2

1 1 1 1
1 00

1 11 1 1
1 0 ,0 ,

d

 

i

i

x
n

n j n j j njx
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α α α α

α α α α

ω ω ω

ω ω ω

+

−
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∑∫

∑
                      (2.10) 

其中 
( )1 3
, .i nh r Ch≤                                       (2.11) 

用 1 2,i nf + 表示 ( )1 2 ,i nf x t+ ，(2.9)式右侧可以写成 

( ) ( )
1
2

1
1 12
2 2

2

1 1 1 12 , ,
2 2 2 2

, d .
i

i
i i

x
n nn n

n nx i n i i n i
x x
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k f x t v x x k f v f v

x x xxα α
+

−
+ −
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    ∂ ∂∂ ∂

− = − − −      ∂ ∂ ∂∂    
 

∫          (2.12) 
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用中心差分格式，(2.12)式右侧第一项可以写成 

( )

1 1
2 2

21 1
, ,

i i

n n n n
n n i i i i

i n
x x

v v v v v v
k k hr

x x h hα α

+ −

+ −

 
  ∂ ∂ − −

− = − +  ∂ ∂   
 

                     (2.13) 

其中 
( )2 3
, ;i nh r Ch≤                                       (2.14) 

由于(2.12)式右侧第二项可以写成 

( )

1 1 1 1, ,
2 2 2 2

31 1
1 1 ,, ,
2 2

,
2 2

n n

i n i i n i

n n n n
i i i i

i ni n i n

f v f v
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+ + − −

+ −

+ −

−

+ +
= − −

                            (2.15) 

其中 
( )3 3
, .i nh r Ch≤                                       (2.16) 

将(2.10)，(2.12)，(2.13)，(2.15)式带入(2.9)式中，得 1,2, , ; 1, 2, ,i N n L= =  ， 

( ) ( )

( ) ( )

1 11 1 1
1 0 ,0

2 31 1 1 1
, 1 1 ,, ,

2 22 2
,

n j n
n j n j i i i nj

n n n n n n n n
i i i i i i i i

i n i ni n i n

h t v v hr

v v v v v v v v
k hr f f hr

h h

α α α α

α

ω ω ω−− − − −
− − −=

+ − + −

+ −

 ∆ − + − 
  − − + +

= − + − − +       

∑
              (2.17) 

用 n
iV 近似 n

iv ，由(2.17)式我们可以得到如下的有限体积法(FV)： 1,2, , ; 1, 2, ,i N n L= =  ， 

( )1 1 1 1
1 00

1 1 1 1
1 1, ,
2 2

,
2 2

n j n
n j n j i ij

n n n n n n n n
i i i i i i i i

i n i n

h t V V

V V V V V V V V
k f f

h h

α α α α

α

ω ω ω−− − − −
− − −=

+ − + −

+ −

 ∆ − + 
  − − + +

= − − −       

∑
                 (2.18) 

初始条件和边值条件为 ( )1,2, , ; 1, 2, ,i N n L= =   

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 1 1
0 1 10

1 1
1 2 20

,,

.

nn
i i n n j nj

n
N n n

n
j nj

V x V G t t g t

V G t t g t

α α

α α

ϕ ω

ω

− −
−=

− −
+ −=

= = = ∆

= = ∆

∑
∑

                       (2.19) 

3. 数值实验 

本节利用我们设计的有限体积法解决{(1.1)(1.2)}问题。考虑下列具有精确解的方程 

( ) ( )
2

1
2 , , 0 1, 0 1,t

u f x t D u g x t x t
t xx

α− ∂ ∂ ∂
= − + ≤ ≤ ≤ ≤ ∂ ∂∂ 

，                     (3.1) 

初始条件和边值条件为 ( ) ( ) ( )2 2
1 2,0 0, ,u x g t t g t t= = = − ，其中 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
1

1

2π, 2 cos π cos π
2

2 1 2 cos π , π sin π ,
2

g x t t x t x

t x t x f x t x

α

α

α

α

+

+

= +
Γ +

+ − + −  Γ +

                  (3.2) 
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Table 1. Convergence rate for space with α = 0.2, L = 50,000 
表 1. 空间收敛阶 α = 0.2，L = 50,000 

N + 1 10 20 40 80 160 

max n

n
e

∞
 6.540 × 10−3 1.628 × 10−3 4.120 × 10−4 1.078 × 10−4 3.178 × 10−5 

1
max n

n
e  3.307 × 10−3 8.282 × 10−4 2.091 × 10−4 5.429 × 10−5 1.567 × 10−5 

Conv. rate  1.997 1.986 1.946 1.792 

 
Table 2. Convergence rate for space with α = 0.5, L = 50,000 
表 2. 空间收敛阶 α = 0.5，L = 50,000 

N + 1 10 20 40 80 160 

max n

n
e

∞
 6.874 × 10−3 1.709 × 10−3 4.309 × 10−4 1.111 × 10−4 3.116 × 10−5 

1
max n

n
e  3.493 × 10−3 8.732 × 10−4 2.199 × 10−4 5.638 × 10−5 1.554 × 10−5 

Conv. rate  2.000 1.989 1.964 1.859 

 
Table 3. Convergence rate for space with α = 0.8, L = 50,000 
表 3. 空间收敛阶 α = 0.8，L = 50,000 

N + 1 10 20 40 80 160 

max n

n
e

∞
 7.113 × 10−3 1.767 × 10−3 4.435 × 10−4 1.124 × 10−4 2.966 × 10−5 

1
max n

n
e  3.621 × 10−3 9.051 × 10−4 2.271 × 10−4 5.738 × 10−5 1.497 × 10−5 

Conv. rate  2.000 1.995 1.984 1.939 

 
Table 4. Convergence rate for time with α = 0.2, N = 5000 
表 4. 空间收敛阶 α = 0.2，N = 5000 

L 10 20 40 80 160 

max n

n
e

∞
 3.426 × 10−2 1.687 × 10−2 8.368 × 10−3 4.167 × 10−3 2.079 × 10−3 

1
max n

n
e  1.656 × 10−2 8.174 × 10−3 4.060 × 10−3 2.023 × 10−3 1.100 × 10−3 

Conv. rate  1.019 1.100 1.005 1.002 

 
Table 5. Convergence rate for time α = 0.5, N = 5000 
表 5. 空间收敛阶 α = 0.5，N = 5000 

L 10 20 40 80 160 

max n

n
e

∞
 2.374 × 10−2 1.177 × 10−2 5.857 × 10−3 2.922 × 10−3 1.459 × 10−3 

1
max n

n
e  1.140 × 10−2 5.658 × 10−3 2.818 × 10−3 1.406 × 10−3 7.025 × 10−4 

Conv. rate  1.011 1.005 1.003 1.001 

 
Table 6. Convergence rate for time with α = 0.8, N = 5000 
表 6. 空间收敛阶 α = 0.8，N = 5000 

L 10 20 40 80 160 

max n

n
e

∞
 1.099 × 10−2 5.489 × 10−3 2.742 × 10−3 1.371 × 10−3 6.852 × 10−4 

1
max n

n
e  5.334 × 10−3 2.666 × 10−3 1.333 × 10−3 6.662 × 10−4 3.331 × 10−4 

Conv. rate  1.001 1.000 1.000 1.000 
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( ) 2,f x t x x t xt= − + + 。此方程的精确解为 ( ) ( )2, cos πu x t t x= 。 
我们定义空间和时间收敛阶如下： 

( )
( )

1 1ln
,

ln 1 1N N
=

+ +

细网格误差 粗网格误差
空间收敛阶

细网格划分数 粗网格划分数
 

( )
( )

1 1ln
.

ln L L
=

细网格误差 粗网格误差
时间收敛阶

细网格划分数 粗网格划分数
 

空间收敛阶的数值结果列于表 1~表 3 中，时间收敛阶的数值结果列于表 4~表 6 中。数值实验表明该

方法在时间和空间上皆为一阶收敛，当空间网格足够细时，空间上可以达到二阶收敛。 
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