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Abstract 
In this paper, we investigate the Wiener index for connected graphs of given clique number, obtain 
sharp lower and upper bounds on Wiener index for connected graphs of order n with clique num-
ber l. For connected graphs of order n with clique number l, by the method of shift-joint deforma-
tion, we obtain the largest Wiener index graph and the smallest Wiener index graph are 1l n lK uP − +  
and Tuŕan graph, respectively. 
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摘  要 

本文研究一类给定团数的连通图的Wiener指数，讨论和刻画了团数为l的n阶连通图的Wiener指数的上

界和下界，通过移接变形等方法证明了团数为l的n阶连通图中具有最大，最小Wiener指数的极值图分别

为 1l n lK uP − + 与Tuŕan图。 
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1. 引言 

分子拓扑学是一门应用于图论、化学、拓扑学等相互交叉的学科，是当前的一个热门研究领域。分

分子拓扑学的一个最重要研究方向是分子拓扑指数，其中关于拓扑指数的极值研究为计算机搜索算法确

定分子图的顶点数与边数的上下确界范围提供理论依据，从而提高计算机的搜索算法的效率。因而关于

分子拓扑指数的最大或最小拓扑指数图的研究成为化学分子图的研究热点，近年来许多研究者对其进行

深入研究并取得很多有意义的结果[1]-[9] [11] [12] [13]。 
Wiener指数可以用来解释烷烃的物理化学性质的变化，分子结构与药理性能的关系，因此确定Wiener

指数的极值图对分子化学应用有着非常重要的意义。早在上个世纪 70 年代 Entringer 等在[10]中证明了 n
阶树中具有最大、最小 Wiener 指数的极值图分别是路 nP 与星图 nS 。随后出现许多关于 Wiener 指数的数

学与化学的结论，特别是树的 Wiener 指数研究。例如 Jelena 等在[14]中讨论了给定最大度的 n 阶树，获

得此类树的最小 Wiener 指数极值图。刘慧清等在[3] [4]中分别讨论了给定直径的 n 阶树的最小 Wiener 指
数极值图与及给定 r 个圈的 n 阶连通图的四类拓扑指数极值图。王华在研究给定度序列的 n 阶树时[15]，
确定了最大与最小的 Wiener 指数极值图。Dobrynin 等在[13]中对近年关树的 Wiener 指数的重要研究结果

做了一个综述，并给出了几个猜想及公开问题。 
本文考虑了给定团数的 n 阶连通图的 Wiener 指数的值图。通过移接变形等方法证明了团数为 l 的 n

阶连通图中具有最大，最小 Wiener 指数的极值图分别为 1l n lK uP − + 与 Tuŕan图。 

2. 基本引理 
在这一节我们先给出一些相关引理。设 lK 是一个 ( )3l l ≥ 阶团， ( ) { }1 2, , ,l lV K v v v= � 。设 

( ) { }, :lK H G G l n= 是一个具有团数为 的 阶简单连通图H ， ( )1 2
; , , ,

ll k k kH K T T T� 是一个 n 阶简单连通图，

它是在团 lK 的每个顶点 iv 上分别附上阶为 ik 的树
ikT 得到的图， ( )1 2

; , , ,
ll k k kH K P P P� 是一个 n 阶简单连通

图，它是在团 lK 的每个顶点 iv 上分别附上阶为 ik 的路
ikP 得到的图，其中
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引理 1 [2]设 G 是一个连通图， 1G ， 2G 是 G 的两个连通子图并且有唯一的公共点 u， 1 2G G G=∪ 。

设 ( )1 1n V G= ， ( )2 2n V G= 。那么 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 11 2 1 21 1G GW G W G W G n D u n D u= + + − + − 。 

引理 2 设 nT ， nP 分别是阶为 n 的树和路。 kP 是 nT 中最长的一条路。如果 ( )ku V P∈ 且 ( ) 1
nTd u = ，

( )nv V P∈ 且 ( ) 1
npd v = ，那么 ( ) ( )

n nT PD u D v≤ 且等号成立当且仅当 n nT P≅ 。 
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证明： ( ) ( ) ( ) ( ) ( )\n k n k kT P T P PD u D u D u D u k n k= + ≤ + − ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )\n k n k kP P P P PD v D u D u D u k n k= + ≥ + − ， 

我们有 ( ) ( ) 0
n nP TD v D u− ≥ ，因此 ( ) ( )

n nT PD u D v≤ 且等号成立当且仅当 n nT P≅ 。 

设图 1H ， 2H 是两个连通图且 ( ) ( ) { }1 2V H V H v=∩ 。 1 2G H vH= 是一个连通图且 

( ) ( ) ( )1 2V G V H V H= ∪ ， ( ) ( ) { }1 2V H V H v=∩ ， ( ) ( ) ( )1 2E G E H E H= ∪ 。 

引理 3 [13]设 ,T P分别是阶为 n 的树和路，那么 ( ) ( )W T W P≤ 且等号成立当且仅当T P≅ 。 
引理 4 设 H 是阶为 n k− 的连通图， 1kT + 是一棵阶为 1k + 的树， 1kP + 是一条阶为 1k + 的路且 

( ) ( ) { }1kV H V T u+ =∩ ， ( ) ( ) { }1kV H V P u+ =∩ ，则 ( ) ( )1 1k kW HuT W HuP+ +≤ 且等号成立当且仅当 1 1k kT P+ +≅ 。 
证明：由引理 1 有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 11 1 1 1 k kk k k k T PW HuT W HuP W T W P k D u D u

+ ++ + + +− = − + − ，根据引理 2，
3 有 ( ) ( )1 1 0k kW HuT W HuP+ +− ≤ ，因此 ( ) ( )1 1k kW HuT W HuP+ +≤ 且等号成立当且仅当 1 1k kT P+ +≅ 。 

由 Wiener 指数的定义我们有 
引理 5 设 G 是一个简单连通图且 ( ),x y V G∈ 。如果边 ( )xy E G∉ ，那么 ( ) ( )W G xy W G+ < 。 
由引理 5 我们有 
引理 6 设 ( )( ), 3lG K T l∈ ≥H 且 ( ) ( ), , , 1, 2, ,i jx V T y V T i j l∈ ∈ = � ，如果 ( )xy E G∉ ，那么 

( ),lG G xy K H′ = + ∈H 且 ( ) ( )W G W G′> ，其中G xy+ 表示添加一条连接图 G 中不相邻的两点 ,x y 的边

得到的图。 
引理 7 设 ( )1 ,lG K P∈H ， ,

i jk kP P 分别是阶为 , 2i jk k ≥ 的两条不同的路。 

{ }( ) { }( )( )1 2\ ,
i j i jk i k j i k kH G P v P v G Hv P wP= − − =∪  (见图 1)。则 ( ) ( )2 1W G W G> 。 

 

 
Figure 1. Two graphs 
图 1. 两种图例 

 

证明：由引理 1 我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
i j k i k k ii j ik i k P v H P j j P v H jW G W P v H W P n D v k D v= + + − + − ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1
i j i k k i ki j ii k k Hv P P j Hv PW G W Hv P W P n D w k D w= + + − + − 。 

直接计算有 
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( ) { } ( ) ( )\i k kii iHv P j j P jH vD v D v D v= +  

因为 ( )3lK H l⊆ ≥ ，所以 3Hn ≥ 。因此 ( ) ( ) ( )( )1 1 0
i k k ii iHv P P v H j i HD w D v k n− = − − > ，也即 

( ) ( )i k k ii iHv P P v H jD w D v> 。又因为 ( ) ( )k kj jP P jD w D v= ，
i ii k k iHv P P v H≅ ，所以 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 1 1 0
i k k i k k ii j i iHv P P j j Hv P P v H jW G W G n D v k D w D v− = − + − − >  

故 ( ) ( )2 1W G W G> 。 

3. 项给定团数的图的 Wiener 指数极图 

定理 1 设 ( ),lG K H∈H ，那么 ( ) ( )1l n lW G W K uP − +≤ 且等号成立当且仅当 1l n lG K uP − +≅ 。 
证明：我们选择 ( ),lG K H∈H 使得 ( )W G 尽可能大。 
断言 1 如果 ( ),lG K H∈H 是具有最大 Wiener 指数的图，那么 ( ),lG K T∈H 。 
断言1的证明：否则，我们假设 ( ),lG K T∉H ，那么存在一个圈C G⊆ 且有 ( )xy E C∈ ，但 ( )lxy E K∉ 。

设 \G G xy′ = 为图 G 删除边 xy 那么 ( ),lG K H′∈H 。由引理 6 有。这与 G 的选择矛盾，所以断言 1 成立。 
断言 2 如果 ( ),lG K H∈H 是具有最大 Wiener 指数的图，那么 ( ),lG K P∈H 。 
断言 2 的证明：由断言 1 有 ( ),lG K T∈H 。由引理 4 有 ( ),lG K P∈H 。所以断言 2 成立。 
断言 3 如果 ( ),lG K H∈H 是具有最大 Wiener 指数的图，那么 1l n lG K uP − +≅ 。 
断言 3 的证明：否则，我们假设 G 不同构 1l n lK uP − + 。由断言 2 有 ( ),lG K P∈H 。设 ( ) { }1 2, , ,l lV K v v v= � ，

( )1 2
; , , ,

ll k k kG H K P P P= � 。那么 G 至少有两条阶大于 1 的路 ,
i jk kP P 附在团 lK 的两个不同的顶点 

( ), 1i jv v i j l≤ ≠ ≤ 上。令 { }( ) { }( )( )\
i jk i k jH G P v P v= − −∪ ， 2 i ji k kG Hv P wP=  1 i jk i j kG P v Hv P G= = ，由引 

理 7 有 ( ) ( ) ( )1 2W G W G W G= < 。这与 G 的选择矛盾，因此我们有 1l n lG K uP − +≅ 。 
综上所述知定理成立。 
定理 2 如果 ( ),lG K H∈H 是具有最小 Wiener 指数的图，那么 G 是 Tuŕan图。 
证明：我们选择 ( ),lG K H∈H 使得 ( )W G 尽可能小。由 G 的团数为 l，因而 G 中至少有一个团 lK ， 

不妨设为
1l

K ， ( ) { }
1 1 2, , ,l lV K u u u= � 。设 ( )11 lG G V K= − 。下面我们先证明三个断言： 

断言 1 在 G 中， ( )1V G 中每个点至多与 ( )1l
V K 中 1l − 个顶点都相邻。 

断言 1 的证明：否则，G 中有完全图 1lK + ，与 G 的团数为 l 矛盾，所以断言 1 成立。 
断言 2 如果1 n l l≤ − < ，则 1G 是一个完全图 n lK − 。 
断言 2 的证明：否则，设 1G 中最大完全图为

1 1,rK r n l< − 。由断言 1 知 1G 中每个顶点与
1l

K 中至少一

个顶点距离大于等 2。设 ( )12 1 rG G V K= − ，由
1r

K 为 1G 中最大完全图，所以 ( )2V G 中每个点至多与 ( )1r
V K

中 1 1r − 个点都相邻(否则， 1G 中有更大的完全图，矛盾)，也即 2G 中每个顶点与
1r

K 中至少一个顶 

点距离大于等于 2。因此我们有 

( ) ( )1 ,2 2 l n

n n
W G n l n l r n l W T   

≥ + − + − − > + − =   
   

， 

这与 G 的选择矛盾，所以断言 2 成立。 
断言 3 如果 l n l≤ − ，则 1G 中含阶数最大为 l 的完全图 lK 。 
断言 3 的证明：否则，如果 1G 中不含完全图 lK ，设 1G 中最大完全图为 ( )

1 1rK r l< ，设 ( )12 1 rG G V K= − ，

2G 中最大完全图为 ( )
2 2 1rK r r≤ ，依此类推，设 ( )11 kk k rG G V K

−−= − ， kG 中最大完全图为 
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11,
kr k k

nK k r r
l −

  ≥ + ≤    
。由断言 1 知 1G 中每个顶点与

1l
K 中至少一个顶点的距离大于等于 2，由

1r
K 为 1G

中最大完全图，所以 ( )1iV G + 中每个顶点至多与 ( )1r
V K 中 1 1r − 个点都相邻，也即 2G 中每个顶点与

1r
K 中

至少一个顶点的距离大于等于 2。依此类推，由
ir

K 为 iG 中最大完全图，所以 ( )2V G 中每个顶点至多与 

( )ir
V K 中 1ir − 个顶点都相邻，也即 1iG + 中每个顶点与

ir
K 中至少一个顶点的距离大于等于 2，其中

1,2, , 1i k= −� 。因此我们有 

( )

( )

1

1
1

,

2

2

k

i
i

l n

n
W G n l n l r n l r

n nn l n l W T
l

−

=

 
≥ + − + − − + + − − 
 
   > + − + + − =     

∑�

�

 

这与 G 的选择矛盾，以 1G 中有完全图 lK 。又因为 G 的团数为 l，所以 1G 中含有阶数最大为 l 的完全

图。所以断言 3 成立。 

设 ( )0n tl r r l= + ≤ < ，则
nt
l

 =   
。由断言 3 可知 G 中有 t 个顶点互不相交的 l 团，不妨设为

1 2
, , ,

tl l lK K K� ， ( ) { }
1 1 2, , ,l lV K u u u= � ， ( ) { }

2 1 2 2, , ,l l l lV K u u u+ += � ，…， 

( ) ( ) ( ){ }1 1 1 2, , ,
tl tlt l t lV K u u u− + − += � 。 

根据断言 2 可知 G 中有一个与这 t 个 l 团顶点都不相交的 r 团 rK 。 
设 ( ) { }1 2 1, , , ,r tl tl tl r nV K u u u u+ + + −= � 。下面说明这些团之间哪些顶点相邻。 

(i) 对前 t 个 l 团中任意两个 l 团必有其中一个团的每个顶点正好与另一个团的 1l − 个顶点都相邻.根
据 G 的团数为 l，则其中任意一个团的每个顶点至多与另一个团的 1l − 个顶点都相邻。否则，G 中存在阶

数为 1l + 的团，这与 G 的团数为 l 矛盾。根据 ( )W G 尽可能小及断言 3 中类似分析可知，其中任意一个

团的每个顶点正好与另一个团的 1l − 个顶点都相邻。 
下面证明 t 个 l 团之间哪些顶点相邻。 
首先我们考虑

1l
K ，

2l
K 之间哪些顶点相邻。由 1)知

1l
K 中每个顶点与

2l
K 中 1l − 个顶点都相邻，对于 1u

不失一般性可设 ( )( )1 2l iu u E G i l+ ∈ ≤ ≤ ， ( )1 1lu u E G+ ∉ 。对于 2u ，必定有 ( )2 1lu u E G+ ∈ 。否则， 1lu + 与
1l

K

中至多 2l − 个顶点相邻。与(i)矛盾。又因为 2u 与
2l

K 中 1l − 个顶点相邻，即 2u 与
2l

K 中一个顶点不相邻，

不妨设为 2lu + ，即 ( )2 2lu u E G+ ∉ 。从而 ( )( )2 1 2l iu u E G i l+ ∈ ≤ ≠ ≤ 。类似讨论可设 ( )i l iu u E G+ ∉ ， 

( )( )1i l ju u E G j i l+ ∈ ≤ ≠ ≤ 。重复上面的讨论，可得 ( )( )1 1i kl iu u E G k t+ ∉ ≤ ≤ − 。我们断言对任意 

2 1k t≤ ≤ − 有 ( )1 1l klu u E G+ + ∉ 。否则，因为 1lu + 与 2 3, , , lu u u� 构成一个 l 团， 1klu + 与 2 3, , , lu u u� 构成一个 l

团，所以 1lu + ， 1klu + 与 2 3, , , lu u u� 构成一个 1l + 团。与G的团数为 l矛盾。同理可得 ( )( )2l i kl iu u E G i l+ + ∉ ≤ ≤ 。 

重复上面的讨论，我们对这 t 个顶点互不相交的 l 团可设 

( )( )
( )( )

1 ,0 1 ,

1 ,0 1 ,
kl i sl i

kl i sl j

u u E G i l k s t

u u E G i j l k s t
+ +

+ +

∉ ≤ ≤ ≤ ≠ ≤ −

∈ ≤ ≠ ≤ ≤ ≠ ≤ −
 

(ii) 类似上面的讨论，可知第 1t + 个 r 团 rK 中每个顶点正好与前 t 个顶点互不相交的 l 团 ( )1
il

K i t≤ ≤  

的 1l − 个顶点都相邻。不失一般性可设 

( )( )
( )( )

1 ,0 1 ,

,1 ,1 ,0 1 ,
tl i sl i

tl i sl j

u u E G i r s t

u u E G i j i r j l s t
+ +

+ +

∉ ≤ ≤ ≤ ≤ −

∈ ≠ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ −
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综上可知 ( ), , , 1, 2, ,j l j tl ju u u j r+ + =� � 构成 r 个顶点数为 1t + 的空图 1tK + ， ( )1, , ,j l j t l ju u u+ − +�  

( )1, 2, ,j r r l= + + � 构成 l r− 个顶点数为 t 的空图 tK 。 
因此图 G 是一个 Tuŕan 图 ,l nT 。 
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