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Abstract 
In the present paper, we investigate a class of second order differential equation. By establishing 
several inequalities, some new conditions on the existence of zero-points of solution for the equa-
tion are obtained. Several examples are given to illustrate the effectiveness of the obtained condi-
tions. 
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摘  要 

本文研究了一类二阶非线性微分方程。通过建立几个微分不等式，建立了方程解的零点存在的若干新条

件，并通过实例说明定理的有效性。 
 

 

 

*通讯作者。 

http://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2019.87146
https://doi.org/10.12677/aam.2019.87146
http://www.hanspub.org


林丽琴 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2019.87146 1257 应用数学进展 
 

关键词 

二阶非线性微分方程，零点，解 

 
 

Copyright © 2019 by authors and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

微分方程解的零点分布是研究微分方程解的性态的一个重要课题,也是微分方程振动理论的基础。

1836 年，Sturm C. F.针对二阶微分方程建立了解的零点比较定理[1]，并把相关理论推广到其它类型的微

分方程和差分方程。1910 年，Mauro Picone 通过证明一个恒等式——Picone 恒等式，进一步推广了 Sturm
零点比较定理[2]。自此，利用类似思想，通过建立新的 Picone 型恒等式或不等式，Sturm 零点比较定理

得以更进一步的推广，用以讨论各类更复杂的二阶微分方程的解或解的导函数的零点分布[3]-[8]。如陈丽

纯，庄容坤研究了方程 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0p t y k y r t k y q t f y′′ ′Ψ + + =                           (1.1) 

解的零点存在性。郑镇汉，李亚兰研究了方程 

( )( ) ( ) ( ) ( ), ,p y r t y q t y f t y y′′ ′ ′+ + =                               (1.2) 

解的零点存在性。 
受上述研究工作的启发，本文考虑方程 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,p t y k y r t k y q t y f t y yφ ′′ ′ ′+ + = ，                     (1.3) 

其中 [ ]( )1 0,1 ;p C R+∈ ， [ ]( )0,1 ;r C R∈ ， [ ]( )0,1 ;q C R+∈ ， [ ]( )0,1 ;f C R R R∈ × × ， ( )1, ;k C R Rφ ∈ 。通过

建立几个微分不等式，建立非线性方程(1.3)解的零点存在的几个新的充分条件，并通过例子说明所得结

果的有效性。 

2. 几个不等式 

为了证明主要结果，本节先证明几个微分不等式。往下总假设以下条件成立： 

(A1) ( )1 20 ,C y C y Rφ< ≤ ≤ ∈ ； 

(A2) ( ) ( )2
3 ,k y C yk y y R≤ ∈ 。 

引理 1 设 ( )y t 是方程(1.3)的非平凡解， ( ) [ ]( )1 0,1 ;x t C R∈ ，若 ( ) [ ]0, 0,1y t t≠ ∈ ，则成立下面的微分不等

式： 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( )

( )( ) ( )

2
2

3
3

3

23
2

2
2

2 2
2 1 3 1 2

2 1

2

2
4

, ,1 4 .
4

x p y k y p y xk y r t xC C p y x
y C y p y

C C px r t x
C p

f t y y x
C C pq C C C r x

C C p y

φ φ
φ

φ

′  ′ ′ 
′− ≥  + −        

′− −  

′
+ + − −

        (2.1) 
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证明 直接求导，并结合 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,p y k y f t y y r t k y q t yφ ′′ ′ ′= − − 及条件(A1)和(A2)得： 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2 2

2

2 2

2

2 2 2
2

2

2 2 2 2
2

2
3

2

, , 2

2 ' , ,

2 , ,

x p y k y
y

xx p y k y x p y k y x p y k y y
y y

x f t y y rk y qy xx p y k y x p y k y y
y y y

rk y x xx p y k y x p y k y y f t y y x
qx

y y y y

rk y x xx p y k y x pk y y f t y y x
qx

y y C y

φ

φ φ φ

φ φ

φ φ

φ φ

′′ 
−  
 

′′ ′ ′+ ′ ′
= − +

′ ′− −  ′ ′ ′ ′ = − − +

′ ′ ′ ′ ′
= + − + −

′ ′ ′ ′ ′
≥ + − + −

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

2

3
3

3 3 3

2
3 3

3 3 3

2 2 22
23 3

3

2

3
3

3

2 2
2

2 2
2 2

, ,
2 2

2

y

p y xk y p y xk y p y xk y C rxC p y x
C y C y C y p y

C Crx rxC p y x C p y x C p y x
p y p y

f t y y xC Crx rxC p y x qx
p y p y y

p y xk y C rx C p y x
C y p y

φ φ φ
φ

φ

φ φ φ
φ φ

φ
φ φ

φ
φ

φ

 ′ ′ ′
′=   − +

 
 

′ ′ ′+ − +

    ′
′− + − + −      

   

 ′
′=  + − 

 
 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

22 2
2 23

3 3

2
2

3
3 3 2 2

3 2

2 2 22
23

12 2

3
3

3

, ,
4

2
2 2

, ,
42 2

2

f t y y xC r xC rx x p y C x qx
p y y

p y xk y C rx rxC p y x C pC x pC x
C y p y C p

f t y y xC rrx rx q x
pC yC p C p

p y xk y C rx C p y x
C y p y

φ
φ

φ
φ

φ

φ
φ

φ

′
′ ′+ − − + −

  ′
′ ′ ′≥  + −  − −   

    ′ + − + − −               

 ′
′= + − ( )

( )( ) ( )

2

23
2

2

2
2 2

2 1 3 1 2
2 1

2
4

, ,1 4 .
4

C C px rx
C p

f t y y x
C C pq C C C r x

C C p y


′  − −

 
 

′
+ + − −

 

证毕。 

引理 2 设 ( )y t 是方程(1.3)的非平凡解， ( ) [ ]( )1 0,1 ;x t C R∈ ，若 ( ) [ ]0, 0,1y t t≠ ∈ ，则成立下面的微分不等

式： 

       

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22
2 2 2

3 2 3
3

, ,
.

x p y k y p y xk y rk y f t y y
qx C x C C px x

y C y y
φ φ′′ ′ ′ ′  − 

′ ′− ≥ + − − +       
    (2.2) 
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证明 由引理 1 的证明及条件(A1)和(A2)得： 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

2 2 2 2
2

2
3

2 2 2
2 2

3 3
3

2
2 2 2

3 2 3
3

2 , ,

, ,

, ,
.

x p y k y
y

rk y x xx p y k y x p y k y f t y y x
qx

y y C y y

p y xk y rk y x f t y y x
qx C x C p y x

C y y y

p y xk y rk y f t y y
qx C x C C px x

C y y

φ

φ φ

φ
φ

φ

′′ 
−  
 

′ ′ ′ ′ ′
≥ + − + −

′ ′ ′ 
′ ′= + − + − − 

 

′ ′ ′− 
′ ′≥ + − − + 

 

 

证毕。 

引理 3 设 ( )y t 是方程(1.3)的非平凡解， ( ) [ ]( )1 0,1 ;x t C R∈ ，若 ( ) [ ]0, 0,1y t t≠ ∈ ，则成立微分不等式： 

( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2
2 3

2 3

2
2 2

2 3

1
2

, ,1 .
2

W t
x W t C C p t t x x R t x

C C p t t

f t y y
C C p t t x R t x Q t x t x

y

 ′ ′− ≥ Φ − −  Φ 

′ ′− Φ + + − Φ 
 

         (2.3) 

其中 ( ) ( ) ( )( )1, 0, ;t R t C RΦ ∈ +∞ ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t k y

W t t p t R t
y

φ ′ 
= Φ + 

 
， ( ) ( ) ( )

( )
( )
( )2 3 2

2R t t r t
R t

C C t C p t
′Φ

= + −
Φ

，

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
2

3 2 1 2

1 2 2 2 34
C C C r t r t p t

Q t t q t R t R t p t R t
C C p t C C C

 − ′= Φ − − + − 
  

。 

证明 由 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,p y k y f t y y r t k y q t yφ ′′ ′ ′= − − 及条件(A1)和(A2)得： 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

2

2

2
3

, ,

, ,

, ,

1

t p t y k y
W t W t t p t R t

t y

t f t y y r t k y q t y p t y k y y
W t t p t R t

t y y

t f t y y r t k y p t y k y
W t t q t p t R t

t y y C y

t f t y y
W t t q t p t R t

t y

r t y k y p
y y

φ

φ

φ

φ
φ

 ′′ ′Φ   ′ ′ = +Φ +  Φ   

′ ′ ′ ′ ′Φ − − ′= +Φ − + Φ  

 ′ ′ ′ ′Φ ′≤ +Φ − − − + 
Φ   

′ ′Φ  ′= +Φ − + +
Φ 

′
− +

( ) ( ) ( ) 2

3

t y k y
C y

φ  ′     
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( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2

3

3 3

2 2

3 3

2

3

3

2
3

1 2
2

, ,
2 2

1
2

, ,
4

t p t y k y p t y k y r tC
W t t

t y C y C y p t

r t r t f t y yC C
q t p t R t

p t p t y

t p t y k y r tC
W t t

t y C y p t

C r t f t y y
q t p t R t

p t y y

φ φ
φ

φ
φ

φ

  ′ ′ ′Φ   = +Φ − +  Φ   

    ′ ′+ − − + +              

  ′ ′Φ   = +Φ − +  Φ   

′′+ − + +

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

3

2 3

2
3

1

2

3

2 3

2
3

1

2

2 3

1
2

, ,
4

1
2

, ,
4

1

t p t y k y r tC
W t t

t C C y p t

C r t f t y y
q t p t R t

C p t y

t p t W t r tC
W t t R t

t C C t p t p t

C r t f t y y
q t p t R t

p t C y

t p t W t
W t t

t C C

φ





  ′ ′Φ   ≤ +Φ − +  Φ   

′ ′+ − + + 


  ′  Φ   = +Φ − − +    Φ Φ   

′ ′+ − + + 


′Φ
= +Φ −
Φ Φ ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2
32

2 2

2
3

1

2 2
32

2 2
2 3 2

2
3

2 1

2
4

, ,
4

2
4

4

W t R t C r t
R t

t p t p tt p t

W t C r t f t y y
r t R t q t p t R t

t p t C p t y

t p t W t W t R t C r t
W t t R t

t C C t p t C p tt p t

r t W t C r t
R t

C t p t C p

    + − +    Φ  

 ′  ′+ − + − + +   Φ    

  ′Φ = +Φ − + − −   Φ ΦΦ  

 
− − +  Φ  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2 2
32

2
2 3 2 3 22 3

2
3

2 2 1

, ,

2
4

, ,
4

f t y y
q t p t R t

t y

t W t p t R t W t C r t
W t t R t

t C C C C t C p tC C t p t

r t W t r t C r t f t y y
R t q t p t R t

C t p t C C p t y

′ ′− + + 


′Φ = +Φ − − + −
Φ ΦΦ

′ ′− + + − + + 
Φ 
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( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )

2
3 2 1 2

1 2 2 2 3

2

2
2 3 2 2 3

2
3 2 1 2

1 2 2 2 3

2 3 2

4

2 , ,

4

2

t C C C r t r t p t
W t t q t R t R t

t C C p t C C C

R t r t W t f t y y
p t R t W t

C C t C t p t C C t p t y

t C C C r t r t p t
W t t q t R t R t p t R t

t C C p t C C C

R t r t
W t

C C C p t

′Φ −= +Φ − + + −Φ 
′  ′+ + − − +   Φ Φ Φ  

′  Φ − ′= −Φ − − + − Φ  
 

+ − −  
 

( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2

2 3

2
3 2 1 2

1 2 2 2 3

2

2 3 2 2 3

2

2 3

, ,

4

2 , ,

, ,
.

W t f t y y
t

C C t p t y

C C C r t r t p t
t q t R t R t p t R t

C C p t C C C

R t t r t W t f t y y
W t t

C C t C p t C C t p t y

W t f t y y
Q t R t W t t

C C t p t y

′
+ Φ

Φ

 − ′= −Φ − − + − 
 

′ ′ Φ
+ + − − + Φ  Φ Φ 

′
= − + − + Φ

Φ

 

因此， 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2

2
2

2 3

2

2 3
2 3 2 3

22 3
2 3

2 3

2 2
2 2 3 2 3

2 3

, ,
2

2

2
2

2 2

x W t

W t f t y y
xx W t x Q t R t W t t

C C p t t y

W t W t x
x C C p t t x

C C p t t C C p t t

C C p t tW t x
R t x C C p t t x

C C p t t

C C p t t C C p t t
C C p t t x R t x R t x

′ − 
 ′

′≥ − − − + − + Φ  Φ 

 
  ′= − Φ
 Φ Φ 

Φ
′− + Φ

Φ

   Φ Φ
   ′− Φ + −
   
   

 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

2 3
2 3

2 3 2 2
2 3

2

2 3
2 3

2 3

2

2 3
2 3

2 2

2
2

, ,
2

2

2

2

, ,

C C p t t
C C p t t x R t x

C C p t t f t y y
C C p t t x R t x Q t x t x

y

C C p t tW t
x C C p t t x R t x

C C p t t

C C p t t
C C p t t x R t x

f t y y
Q t x t x

y

 Φ
 ′+ Φ
 
 
 Φ ′
 ′− Φ + − Φ
 
 

 Φ
 ′= − Φ −
 Φ 

 Φ
 ′− Φ +
 
 

′
+ − Φ
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2 3
2 3

2
2 2

2 3

1
2

, ,1 .
2

W t
C C p t t x x R t x

C C p t t

f t y y
C C p t t x R t x Q t x t x

y

 
′= Φ − −  Φ 

′ ′− Φ + + − Φ 
 

 

证毕。 

3. 主要结果 

本节利用上节得到的不等式建立几个零点存在定理。 
定理 1 设 ( )y t 是方程(1.3)的非平凡解，若存在 ( ) [ ]( )1 0,1 ;x t C R∈ ，使得 ( ) ( )0 1 0x x= = ； 
( ) ( )

, ,
0 0

f t u v
u

u
≤ ≠ ，且 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 22 2
2 1 3 1 2 3 1 20

4 2 d 0,C C p t q t C C C r t x C C C p t x r t x t′ + − − − >   ∫  

则 ( )y t 在 [ ]0,1 上至少有一个零点。 
证明 假设 ( )y t 在 [ ]0,1 上没有零点，即 ( ) [ ]0, 0,1y t t≠ ∈ ，则不等式(2.1)成立。对(2.1)式的两边从 0 到 1
积分得 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
1

0

2
1 3

30
3

3
2 2 1

2 2 1

2
2 2

3 1 2

d

2

12 4
4 4

, ,
d .

x p t y k y
t

y

p t y k y x r t xC C p t y x
C y p t y

C C p t x r t x C C p t q t
C p t C C p t

f t y y x
C C C r t x t

y

φ

φ
φ

φ

′′ 
− 
 
 ′ ′≥ + − 
  

′− − +    

′ + − −  

∫

∫
 

由 ( ) ( )0 1 0x x= = ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
12 2

1

0
0

d 0.
x p t y k y x p t y k y

t
y y

φ φ′′ ′   
− = − =   
   

∫  

于是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 22 2
2 1 3 1 2 3 1 20

4 2 d 0,C C p t q t C C C r t x C C C p t x r t x t′ + − − − ≤   ∫  

与条件矛盾，故 ( )y t 在 [ ]0,1 上至少有一个零点。 
推论 1 设 ( )y t 是方程(1.3)的非平凡解，若存在 ( ) [ ]( )1 0,1 ;x t C R∈ ，使得 ( ) ( )0 1 0x x= = ； 
( ) ( )

, ,
0 0

f t u v
u

u
≤ ≠ ；又 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 22 2
2 1 3 1 2 3 1 24 2C C p t q t C C C r t x C C C p t x r t x  ′+ − ≥ −    ， [ ]0,1t∈ ， 

且等号在[0,1]的任意闭子区间上不恒成立，则 ( )y t 在 [ ]0,1 上至少有一个零点。 
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定理 2 设 ( )y t 是方程(1.3)的非平凡解，若存在 ( ) [ ]( )1 0,1 ;x t C R∈ ，使得 ( ) ( )0 1 0x x= = ； 
( ) ( ) ( ) ( )

, ,
0 0

r t k v f t u v
u

u
−

≥ ≠ ；且 

( ) ( )1 2 2
2 30

d 0.q t x C C p t x t′ − > ∫  

则 ( )y t 在 [ ]0,1 上至少有一个零点。 
证明 假设 ( )y t 在 [ ]0,1 上没有零点，即 ( ) [ ]0, 0,1y t t≠ ∈ ，则不等式(2.2)成立。对(2.2)式的两边从 0 到 1
积分得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

22
1 1

30 0
3

1 2 2
2 30

1 2
0

d d

d

, ,
d .

x p t y k y p t y k y
t C x x t

y C y

q t x C C p t x t

r t k y f t y y
x t

y

φ φ′′ ′   
′− ≥ −       

′ + − 
′ ′−

+

∫ ∫

∫

∫
 

由 ( ) ( )0 1 0x x= = ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
12 2

1

0
0

d 0.
x p t y k y x p t y k y

t
y y

φ φ′′ ′   
− = − =      
   

∫  

于是 

( ) ( )1 2 2
2 30

d 0,q t x C C p t x t′ − ≤ ∫  

与条件矛盾，故 ( )y t 在 [ ]0,1 上至少有一个零点。 
推论 2 设 ( )y t 是方程(1.3)的非平凡解，若存在 ( ) [ ]( )1 0,1 ;x t C R∈ ，使得 ( ) ( )0 1 0x x= = ， 
( ) ( ) ( ) ( )

, ,
0 0

r t k v f t u v
u

u
−

≥ ∀ ≠ ，又 ( ) ( )2 2
2 3q t x p t C C x′≥ ， [ ]0,1t∈ ，且等号在[0,1]的任意闭子区间上 

不恒成立，则 ( )y t 在 [ ]0,1 上至少有一个零点。 
定理 3 设 ( )y t 是方程(1.3)的非平凡解，若存在 ( ) [ ]( )1 0,1 ;x t C R∈ ，使得 ( ) ( )0 1 0x x= = ； 
( ) ( )

, ,
0 0

f t u v
u

u
≤ ≠ ，且 

( ) ( ) ( ) ( )
2

1 2
2 30

1 d 0,
2

Q t x C C p t t x xR t t
  ′− Φ + >  

   
∫  

则 ( )y t 在 [ ]0,1 上至少有一个零点。 
证明 假设 ( )y t 在 [ ]0,1 上没有零点，即 ( ) [ ]0, 0,1y t t≠ ∈ ，则不等式(2.3)成立。对(2.3)式的两边从 0 到 1
积分得 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
1 12

2 30 0
2 3

2
1 12 2

2 30 0

1d d
2

, ,1 d d .
2

W t
x W t t C C p t t x x R t x t

C C p t t

f t y y
Q t x C C p t t x R t x t t x t

y

 ′ ′ − ≥ Φ − −    Φ 
  ′ ′+ − Φ + − Φ  

   

∫ ∫

∫ ∫
 

由 ( ) ( )0 1 0x x= = ，有 
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( ) ( )
11 2 2

0 0
0.x W t x W t′   − = − =   ∫  

于是 

( ) ( ) ( ) ( )
2

1 2
2 30

1 d 0,
2

Q t x C C p t t x R t x t
  ′− Φ + ≤  

   
∫  

与条件矛盾，故 ( )y t 在 [ ]0,1 上至少有一个零点。 
推论 3 设 ( )y t 是方程(1.3)的非平凡解，若存在 ( ) [ ]( )1 0,1 ;x t C R∈ ，使得 ( ) ( )0 1 0x x= = ； 
( ) ( )

, ,
0 0

f t u v
u

u
≤ ≠ ；又在 [ ]0,1 上， 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
2 2 3 2

1 ,
2

Q t x C C p t t x xr t ′≥ Φ + 
 

 

但不恒相等，则 ( )y t 在 [ ]0,1 上至少有一个零点。 

4. 实例 

例 1 考虑方程： 

( ) ( )2 2 2
2 21 sin π 4π sin π cos π 0

1 1
y yt t t q t y t yy

y yα α

′′ ′ 
′+ + + + = ′ ′+ + 

             (4.1) 

其中 y R∈ ， [ ]0,1t∈ ， 0α ≥ 为常数， [ ] [ )( )0,1 ; 0,q C∈ +∞ ，满足 ( ) ( )
2

2

4π , 0,1
sin π

q t t
t

> ∈ 。 

记 ( ) 21 sin πp t t= + ， ( ) 1yφ = ， ( ) 21
vk v

vα
=

+
， ( ) 4π sin π cos πr t t t= ， ( ) 2 2, ,f t u v t uv= − ，则 

[ ]( )0,1 ;f C R R R∈ × × ， [ ]( )1 0,1 ;p C R+∈ ， [ ]( )0,1 ;r C R∈ ， ( )1, ;k C R Rφ ∈ ，且 

( ) ( )2 2, ,
0 0 .

f t u v
t v u

u
= − ≤ ≠  

取 1 2 3 1C C C= = = ，则条件(A1)、(A2)满足。取 ( ) 2sin πx t t= ，则 ( ) ( )0 1 0x x= = 。 
对 [ ]0,1t∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )

22 2
2 1 3 1 2 3 1 2

22 4 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

4 2

4 1 sin π sin π 4π 1 sin π sin π cosπ 4π sin π cosπ sin π

4sin π 1 sin π sin π 4π cos π

4sin π sin π 4π 0,

C C p t q t C C C r t x C C C p t x r t x

q t t t t t t t t t

t q t t t t

t q t t

′ + − − −   

 = + − + − 
 = + − 
 ≥ − ≥ 

 

且等号当且仅当 0,1t = 时成立。由推论 1 知，方程(4.1)的非平凡解 ( )y t 在 [ ]0,1 至少有一个零点。 
例 2 考虑以下方程： 

( )
2 2 2 2 2 3 2 2

2 2 2 2 2
2 cos π 1 0
1 cos π 2 1 1 1

t y y t y y t yq t y
t y y y yα α α

′′ ′ ′ + + −
⋅ ⋅ + + + = ′ ′ ′+ + + + + 

                  (4.2) 

其中 y R∈ ， [ ]0,1t∈ ， 0α ≥ 为常数。 [ ] [ )( )0,1 ; 0,q C∈ +∞ ，满足 ( ) ( )
2

2

3π , 0,1
sin π

q t t
t

> ∈ 。 
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记 ( )
2

2

2 cos π
1 cos π

tp t
t

+
=

+
， ( )

2

2

1
2

yy
y

φ +
=

+
， ( )

2

21
vk v

vα
=

+
， ( ) 2r t t= ， ( )

3 2 2

2, ,
1

u t vf t u v
av
−

= −
+

， 则 

[ ]( )0,1 ;f C R R R∈ × × ， [ ]( )1 0,1 ;p C R+∈ ， [ ]( )0,1 ;r C R∈ ， ( )1, ;k C R Rφ ∈ ，且 

( )
2

2

1 1 1
2 2

yy
y

φ +
≤ = ≤

+
，

( ) ( ) ( ) ( )
2

2

, ,
0 0

1
r t k v f t u v u u

u vα
−

= ≥ ≠
+

。 

取 1 2 3
1 , 1
2

C C C= = = ，则条件(A1)、(A2)满足。取 ( ) sin πx t t= ，则 ( ) ( )0 1 0x x= = ，且 

( ) ( )

( )

( )

2 2
2 3

2
2 2 2

2

2 2

2 cos πsin π π cos π
1 cos π

sin π 3π 0

q t x p t C C x

tq t t t
t

q t t

′−

 +
= −  + 
≥ − ≥

 

且等号当且仅当 0,1t = 时成立，由推论 2 知，方程(4.2)的非平凡解 ( )y t 在 [ ]0,1 至少有一个零点。 
例 3 考虑方程： 

( ) ( )2 2 2
2 21 sin π 2π sin π cosπ 0,

1 1
y yt t t q t y t yy

y yα α

′′ ′  ′+ − + + = ′ ′+ + 
           (4.3) 

其中 y R∈ ， [ ]0,1t∈ ， 0α ≥ 为常数， [ ] [ )( )0,1 ; 0,q C∈ +∞ ，满足 

( ) ( ) ( )2 2π 4 cot π , 0,1 .q t t t≥ + ∈  

记 ( ) 21 sin πp t t= + ， ( ) 1yφ = ， ( ) 21
vk v

vα
=

+
， ( ) 2π sin π cos πr t t t= − ， ( ) 2, ,f t u v t uv= − ， 

则 [ ]( )0,1 ;f C R R R∈ × × ， [ ]( )1 0,1 ;p C R+∈ ， [ ]( )0,1 ;r C R∈ ， ( )1, ;k C R Rφ ∈ ，且 

( ) 2 2, ,
0,  0.

f t u v
t v u

u
= − ≤ ≠  

取 1 2 3 1C C C= = = ，则条件(A1)、(A2)成立。取 ( ) sin πx t t= ，则 ( ) ( )0 1 0x x= = 。 

取 ( ) ( ) 21,R t t t
t

= − Φ = ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

( )

2
3 2 1 2

1 2 2 2 3

2 2
2 2 2

2

2 2 2

4

2π sin π cos π 1 sin π 1 sin ππ 4 cot π

π 4 cot π

C C C r t r t p t
Q t t q t R t R t p t R t

C C p t C C C

t t t tt t
t tt

t t

 − ′= Φ − − + − 
  

 ′ + + ≥ + − + −   −  

= +

 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) 2 2 2

2 3 2

2 2 2 2π sin π cos π 2π sin π cos π
1 sin π 1 sin π

R t t r t t t t t tR t
C C t C p t t t t t

′Φ −
= + − = − + − =

Φ + +  

从而对 ( )0,1t∈ ，
 

https://doi.org/10.12677/aam.2019.87146


林丽琴 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2019.87146 1266 应用数学进展 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

2
2

2 3

2
2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 2 4 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 22

2 2

1
2

sin π 2 sin π cosππ 4 cot π sin π 1 sin π πcosπ
2 1 sin π

2 sin π cos π π sin π cos ππ 4 cot π sin π 1 sin π π cos π
1 sin π 1 sin π

π si

Q t x C C p t t x xR t

t t tt t t t t t
t

t t t tt t t t t t
t t

t

π

π

 ′− Φ +  

 ≥ + − + + ⋅ + 
 
 = + − + + +
 + + 

= ( ) ( )
( )

{ }

2 2 2
2 2 2 2

2 22

2 2 2 2 2

2cos π sin π cos πn π 4 cot π 1 sin π cot π
1 sin π 1 sin π

2 π sin π 3 cot π cot π 3 0

t t tt t t t
t t

t t t t

    + − + + +  + +   

 ≥ + − + = 

 

而当 0,1t = 时不等式仍成立，且等号在 [ ]0,1 的任意子区间上不恒成立。由推论 3 知，方程(4.3)的非平凡

解 ( )y t 在 [ ]0,1 至少有一个零点。 
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