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Abstract 
Through the classification calculation method, the anti-forcing number of the edge deleted ladder 
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摘  要 

通过分类计算的方法得到了删边梯子图的反强迫谱，进而得到了“L”型梯子图的反强迫数，过程中得

到了斐波那契数列的一个组合证明。 
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1. 引言 

1997 年，李学良研究了有强迫单边的六角系统[1]。2007 年，Vukiěević 和 Trinajstić 在处理有缺陷的

苯类化合物的过程中推广了强迫单边的概念，提出了反强迫集和反强迫数的概念[2]。2016 年雷洪川，叶

永南和张和平引入了图的完美匹配的反强迫数的概念[3]。2008 年 Vukiěević 和 Trinajstić 得出了卡塔型六

角系统的反强迫数[4]。同年邓汉元给出了双链六角系统的反强迫数[5]。2011 年张倩倩等人证明了卡塔型

–亚苯基系统的反强迫数等于该系统中六角形的个数[6]。2013 年蒋晓艳等人得到了硼氮富勒烯图的反强

迫数[7]。2015 年 Hwang 等引入了图的反强迫多项式的概念[8]。2017 年邓凯和张和平证明了卡塔型六角

系统的反强迫谱是连续的[9]。2018 年姚海元等得到了循环梯状图完美匹配的反强迫谱和卢卡斯数列之间

的关系[10]。2019 年赵爽等加细了反强迫谱的概念，引入了反强迫多项式的概念，并计算了方格子等图

类的反强迫多项式。总之，反强迫数的研究，大量的图类的反强迫谱/多项式有待计算[11]。本文主要研

究了删边梯子图 i
nIL− 的反强迫数，得到了 i

nIL− 的反强迫谱。并通过收缩 i
nIL− 两条水平边的方法得到了“L”

型梯子图的反强迫数，由此得到了几个与斐波那契数列和卢卡斯数列相关的结果。本文中将 ( )mod 2a b≡

简记为 a b≡ ，表示 ,a b 同奇偶。 

2. 预备知识 

设 M 是 G 的一个完美匹配， ( )S E G⊆ ，若 M 是G S− 的唯一完美匹配，则称 S 为 M 的一个反强迫

集。M 的最小反强迫集的大小称为 M 的反强迫数，记为 ( ),af G M 。图 G 的最小反强迫数是一个整体概

念，其值等于 G 中所有完美匹配反强迫数的最小值，记为 ( )af G 。类似的，图 G 的反强迫数的最大值叫

做 G 的最大反强迫数，记为 ( )Af G 。设是 G 中 M-交错圈组成的集合。若中任意两个 M-交错圈不

交或仅交于 M 中的边，我们称是一个相容 M-交错集。图 G 的最大相容 M-交错集的大小记为 ( )c M′ 。 
引理 1 [11] 若 M 是图 G 的一个完美匹配，则 ( ) ( ),af G M c M′≥ ，若图 G 是平面二部图，则 

( ) ( ),af G M c M′= 。 
定义 1 我们把一个梯子图 2n nL P P= × 水平放置，其顶点从上到下、从左到右依次记为 

1 2 1 2, , , , , , ,n na a a b b b� � ，而后我们把在 nL 中删去第 i 条竖直边 i ia b 得到的图(如图 1 所示)称为删去第 i 条
竖直边的删边梯子图。记为 i

nIL− 。 
 

 
Figure 1. The edge deleted ladder graphs i

nIL−  

图 1. 删边梯子图 i
nIL−  
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定义 2 设 i
nIL− 是一个删边梯子图，我们将 i

nIL− 的两边 1 1,i i i ia a a a− + 收缩得到的图称为“L”型梯子图(如
图 2 所示)，记为 i

nLL− 。 
 

 
Figure 2. “L” type ladder graphs i

nLL−  

图 2. “L”型梯子图 i
nLL−  
 

在 i
nIL− 和 i

nLL− 中将形如 1 1,i i i ia a b b+ + 的边称为水平边，而形如 i ia b 的边称为垂直边。当给定该图的一个

完美匹配 M，若 1 1,i i i ia a b b M+ + ∈ ，则将其称为水平匹配边；若 i ia b M∈ ，则将其称为垂直匹配边，垂直

匹配边的总数记为 p，特别的形如 ( )2 1j ja b M j n∈ ≤ ≤ − 称为内部垂直匹配边。 

类似文献[10]引理 3，我们可证 
引理 2 若 M 是 nL 的包含 ( )0p p n≤ ≤ 条垂直匹配边的完美匹配，则 

( )
, 0

2,
2 , 1

2

n

n p
af L M

n p p

 ==  + − ≥


。 

引理 3 若 M 是 nIL 的包含 ( )0 2p p n≤ ≤ − 条垂直匹配边的完美匹配，则 p n≡ 且其水平匹配边必成

对出现，即 1 1m m m ma a M b b M+ +∈ ⇔ ∈ 。 
证明 设 M 是 nIL 的完美匹配，若 nIL 的某一对水平边 1 1,m m m ma a M b b M+ +∈ ∉ ，则整个图无垂直匹配

边且至少存在两个 M-非饱和的点，与 M 是 nIL 的完美匹配矛盾，所以 1m ma a M+ ∈ 时必有 1m mb b M+ ∈ 。不

妨设 M 有 2q 条水平匹配边，则 2p q M n+ = = ，因此 ( )mod 2p n≡ 。 
引理 4 设 M 是删边梯子图 i

nIL− 的一个完美匹配， h ha b 是 M 的内部垂直匹配边，不妨设 h i< ，

( )1 hM M E L= ∩ ； ( )( )1
2 1

i h
n hM M E IL− − +
− += ∩ 。则 

( ) ( ) ( )( )1
1 1 2, , ,i hi

n h n haf IL M af L M af IL M− − +−
− += + 。 

证明 因为 h ha b M∈ ，所以 ( ) { }1
1

i h
h n h h hL IL a b− − +

− + =∩ ， 1 2,M M 分别是 ( )1
1, i h

h n hL IL− − +
− + 上的完美匹配，且 

{ }1h n h h hM M a b− + =∩ ， 1h n hM M M− + =∪ 。 

一方面，令是 i
nIL− 的相容 M-交错集，令 ( )1 hLE= ∩  ， ( )( )12

1i h
n hILE − − +
− += ∩  。由于 h ha b M∈ ， 

1 1 1 1, , ,h h h h h h h ha a a a b b b b M− + − + ∉ 。对于任意的 M-交错圈C∈， 1h ha a− 和 1h ha a + 不能同时在 C 中， 1h hb b− 和

1h hb b + 也不能同时在 C 中。若 1h ha a C− ∈ ，则 1,h h h ha b b b C− ∈ ，此时 1C∈ 是一个 1M -交错圈。同理，若

1h ha a C+ ∈ ，则 1,h h h ha b b b C+ ∈ ，因此 2C∈ 是一个 2M -交错圈。否则就有 h ha b C∉ 。所以C∈是一个 1M
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-交错圈或 2M -交错圈，因此 1 2⊆ ∪   ，即 1 2= ∪   。对任意的 1 2,C C ∈，若 1 2 1,C C ∈ (或 2 )，
则 1 2,C C 是 1M -相容(或 2M -相容)的。不然 jjC ∈是 jM -相容的， 1,2j = ，故 ( ) ( ) ( )1 2c M c M c M′ ′ ′≤ + 。 

另一方面，令 j 是相容 jM -交错集， 1,2j = ，令 1 2= ∪   。设 1 2,C C ∈是两个任意 M-交错圈， 
若 1 2, jC C ∈ ，则 1 2,C C 是相容 jM -交错集， 1,2j = ，否则设 11C ∈ ， 2 2C ∈ 。若 { }1 2 h hC C a b=∩ ， 

则 1C 和 2C 是 M-相容的。若 1 2,C C 中最多有一个圈包含 h ha b ，则 1C 和 2C 不交， 1C 和 2C 也是 M-相容的。

因此， 
( ) ( ) ( )1 2c M c M c M′ ′ ′≥ + 。 

综上所述， ( ) ( ) ( )1 2c M c M c M′ ′ ′= + ，故 

( ) ( ) ( )( )1
1 1 2, , ,i hi

n h n haf IL M af L M af IL M− − +−
− += + 。 

引理 5 [11] 图 G 的反强迫多项式是一个有如下形式的计数多项式： 

( ) ( )

( )

,, af G M

M G
Af G x x

∈

= ∑


。 

若 G 没有完美匹配，则 ( ), 0Af G x = ；若 G 有唯一的完美匹配，则 ( ), 1Af G x = 。特别地，对空图我

们有 ( ), 1Af G x = 。 
合并反强迫多项式的同类项，得到如下结论。 
引理 6 [11] 图 G 的反强迫多项式有如下等价定义： 

( ) ( )
( )

( )
,  ,

Af G
i

i af G
Af G x v G i x

=

= ∑ ， 

其中 ( ),v G i 表示反强迫数为 i 的完美匹配的个数。 
引理 7 [8] 图 G 的反强迫多项式有如下性质： 
1) ( ),1Af G 表示 G 的完美匹配的个数； 

2) ( )
1

d ,
d x

Af G x
x =

表示 G 的所有完美匹配的反强迫数之和； 

3) 
( )

( )
1

d ,
d

,1
x

Af G x
x

Af G
= 表示 G 的平均反强迫数。 

引理 8 [10] 梯子图 nL 中含有 2q n p= − 条水平匹配边的完美匹配个数是 2
n pn q

q p

+ −   =       

。 

3. i
nIL− 的反强迫数和反强迫谱 

定理 1 若 M 是删边梯子图 i
nIL− 的含有 2p ≤ 条非内部垂直匹配边的完美匹配，则 

( )

2 , 0
2

1, 1
2,

3 , 1
2

2 , 2
2

i
n

n p

n p i
af IL M

n p i

n p

−

− =


− =
=  − =

 − =


且为偶数

且为奇数
。 
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证明 因为 i
nIL− 是一个不可分解删边梯子图，所以由引理 1 和分解引理知 i

nIL− 的完美匹配 M 有

( )0,1,2p p = 条垂直匹配边。下面根据 p 值分情况讨论： 
情形 1 若 0p = ，此时删边梯子图 i

nIL− 无垂直匹配边且 n 为偶数，匹配方式如图 3 所示。 
 

 
Figure 3. The case 0p =  in i

nIL−  

图 3. i
nIL− 中 0p = 的情形 

 

所以 ( ) 2, 1
2

i
n

naf IL M q− −
= − = ； 

情形 2 若 1p = ，此时删边梯子图 i
nIL− 仅有一条垂直匹配边，不妨设 1 1a b 是这条垂直匹配边，当 i 为

偶数时，匹配方式如图 4(a)所示；i 为奇数时，匹配方式如图 4(b)所示。 
 

 
Figure 4. The case 1p =  (a) i is even; (b) i is odd 
图 4. 1p = 情形(a) i 为偶数；(b) i 为奇数 
 

令是 i
nIL− 的相容 M-交错集，因为一个 M-交错圈至少包含两条垂直边，当 i 是偶数时，所有交错 4

圈和交错圈 1 2 1 1 2 1 1i i i ia a a a b b b b a+ +� � 是 M-相容的，且用完了每一个垂直单边，又因包含 1 1a b 的 M-相容交 

错圈必包含 1 2a a ，故
max

1
2

n −
= ；当 i 是奇数时，因没有 M-交错圈能包含 1 1a b 和 1 1i ia b− − ，而其余垂直边

均包含在 M-相容交错 4 圈中，故
max

3
2

n −
= 。因此由引理 1 知 

( )
1,

2,
31 ,

2

i
n

nq i
af IL M

nq i

−

− ==  − − =


为偶数

为奇数
； 

情形 3 2p = ，此时删边梯子图 i
nIL− 有两条垂直匹配边且分别位于两边，匹配方式如图 5 所示。 

 

 
Figure 5. 2p =  in i

nIL−  

图 5. i
nIL− 中 2p =  
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所以由引理 1 知 

( ) 2,
2

i
n

naf IL M q− −
= =  

综上，定理得证。 
在 i

nIL− 中，我们把位于 i ia b 左边的垂直匹配边的总数记为 1p ，位于 i ia b 右边的垂直匹配边的总数记为

2p ，显然有 1 2p p p n= + ≡ 。 
定理 2 若 M 是删边梯子图 i

nIL− 的一个包含 p 条垂直匹配边的完美匹配，则 

( )
1 1 2 1

2 , 0, 0 ,
2,

4 , .
2

i i i i
i

n

n p p a a M p a a M
af IL M

n p

− +
−

+ − = ∈ = ∈=  + −


且 或 且

其它

 

证明  当 i
nIL− 无垂直匹配边则 1 2 0p p= = ；当 i ia b 只有一侧存在垂直匹配边则 1 20, 0p p= ≠ 或

1 20, 0p p≠ = ；当 i ia b 两侧都存在垂直匹配边则 1 2 1p p ≥ 。下面分情况讨论： 
情况 1  若 1 2 0p p= = ，整个删边梯子图无垂直匹配边，即 0p = ，所以由定理 1 易知 

( ) 2 2, 1
2 2

i
n

n n paf IL M q− − + −
= − = = ； 

情况 2 ① 若 1 20, 0p p= ≠ ， i ia b 只有右侧存在垂直匹配边，不妨设离 i ia b 最近的右侧垂直匹配边为

j ja b ，由引理 4 可知整个删边梯子图可以从 j ja b 处分解成两个片段，第一片段为删边梯子图 i
jIL− ，第二 

片段为梯子图 1n jL − + ，此处 2p p= 。定义 ( )1
i

jM M E IL−= ∩ 是 i
jIL− 上的完美匹配； ( )2 1n jM M E L − += ∩ 是

1n jL − + 上的完美匹配，由引理 2 和引理 4 易知 

( )1

1
2,

3
2

i
j

j i
af IL M

j i

−

−
=  −


，

，

为偶数

为奇数
； 

( ) 2
1 2

1 2
,

2n j
n j paf L M− +
− + + −

= 。 

故 
当 i 为偶数时，即 1i ia a− 为匹配边时 

( ) ( ) ( )1 1 2

2

, , ,

1 21
2 2

2
2

i i
n j n jaf IL M af IL M af L M

n j pj

n p

− −
− += +

− + + −−
= +

+ −
=

 

当 i 为奇数时，即 1i ia a + 为匹配边时 

( ) ( ) ( )1 1 2

2

, , ,

1 23
2 2

4
2

i i
n j n jaf IL M af IL M af L M

n j pj

n p

− −
− += +

− + + −−
= +

+ −
=

。 
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② 1 20, 0p p≠ = 时同理可得 

( )
1

1

2 ,
2,

4 ,
2

i i
i

n

i i

n p a a
af IL M

n p a a

+
−

−

+ −
=  + −


为匹配边

为匹配边
 

情况 3 若 1 2, 1p p ≥ ， i ia b 两侧都存在垂直匹配边不妨记离 i ia b 最近的左右侧竖直匹配边分别为

,j j k ka b a b ，则梯子图 i
nIL− 可分解成三段，三个片段分别为 jL ， ( )1

1
i j

k jIL− − +
− + ， 1n kL − + ；不妨记 ( )1 jM M E L= ∩ ，

( )( )1
2 1

i j
k jM M E IL− − +
− += ∩ ， ( )3 1n kM M E L − += ∩ 分别是三个片段上的完美匹配， 1p 和 2p 分别是 jL 和 1n kL − + 上

竖直匹配边的数目，显然 1 2p p p+ = 。由引理 2，定理 1 和引理 4 可得 

( ) 1
1

2
,

2j
j paf L M + −

= ； 

( )( )1
1 2

1 2,
2

i j
k j

k jaf IL M− − +
− +

− + −
= ； 

( ) 2
1 3

1 2
,

2n k
n k paf L M− +
− + + −

= 。 

所以 

( ) ( ) ( )( ) ( )1
1 1 2 1 3

1 2

, , , ,

2 1 21 2
2 2 2

4
2

i ji
n j k j n kaf IL M af L M af IL M af L M

j p n k pk j

n p

− − +−
− + − += + +

+ − − + + −− + −
= + +

+ −
=

 

综上三种情况，定理得证。 
定理 3 i

nIL− 的反强迫谱为 

( )
3 1 4 2 5, , , , , , 3

2 2 2 2
2 2 4 2 5, , , , , , 4

2 2 2 2

i
af n

n n n p nf f f f n n
Spec IL

n n n p nf f f n n

−

 − − + − − + + + + ≥  = 
− − + − −  + + + ≥  

� �

� �

且

且

为奇数

为偶数
 

其中将 i
nIL− 按所有内部垂直匹配边分解为片段时，若包含 ia 的片段中仅含唯一的垂直匹配边 j ja b ，且

i j≡/ 时 1f = ，否则 0f = 。 
证明 按照 i

nIL− 的完美匹配 M 中的垂直匹 配边的条数 p 和 ,i j 的同奇偶性分情况讨论： 
情形 1 若 0p = ，此时 

( ) 2,
2

i
n

naf IL M− −
= ； 

情形 2 若 1p = ，此时包含 ia 的片段中仅含唯一的垂直匹配边 j ja b ，根据定理 1 情况 2 可知 
当 i j≡/ 时， 

( ) 2 1,
2 2

i
n

n p naf IL M− + − −
= = ； 

当 i j≡ 时， 
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( ) 4 3,
2 2

i
n

n p naf IL M− + − −
= = 。 

此时 

( ) 4 3,
2 2

i
n

n p naf IL M f f− + − −
= + = +  

情形 3 若 2p ≥ ，这时包含 ia 的片段可能包含一条或两条垂直匹配边。 
情形 3.1 当包含 ia 的片段中仅含唯一的垂直匹配边 j ja b 。若 i j≡/ ， 

( ) 2 4 4, 1
2 2 2

i
n

n p n p n paf IL M f− + − + − + −
= = + = + ； 

否则 ( ) 4 4 4, 0
2 2 2

i
n

n p n p n paf IL M f− + − + − + −
= = + = + ； 

情形 3.2 当包含 ia 的片段包含两条垂直匹配边时， 

( ) 4 4,
2 2

i
n

n p n paf IL M f− + − + −
= = + 。 

综上，结论成立。 
根据以上结论，我们可以得出 i

nIL− 的反强迫多项式，特别当 1n i≡ ≡ 时有 
推论 1 设 ,n i 都为奇数，则有 

( )
42

2

1
,

n pn
i

n p
p

Af IL x M x
+ −−

−

=

= ∑ 。 

其它情况下其形式过于复杂，在此不作赘述，仅给出几个具体例子： 

( )3 3 4 5
8 , 7 9 2Af IL x x x x− = + + ， 

( )4 3 4
7 , 8 4Af IL x x x− = + ， 

( )6 7 8 9 10 11 12 13
16 , 19 141 303 275 +120 25 2Af IL x x x x x x x x− = + + + + + 。 

推论 2 

( )
3 , 3

2
2 , 4

2

i
n

n f n n
af IL

n n n

−

− + ≥=  − ≥


且

且

为奇数

为偶数
。 

推论 3 ( ) 3i
nAf IL n f− = − + 。 

定理 4 若 i
nIL− 含 p 条垂直匹配边，则其完美匹配个数为 

1

1 1

0
1 1

1
2 2

p

p
p

i p n i p p
M

p p p=

 − +  − + −    
     =      
  −  

∑ 。 

证明 设 ia 左边和右边分别有 1 2,p p 条垂直匹配边， 1 2p p p+ = 。 
情形 1 当 i 为偶数时， 
① 1i ia a M− ∈ ， 1p 必为偶数，则 i

nIL− 可以从 2 1i ia a− − 和 1i ia a + 处分解开，由引理 8 知 
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1
1

1 2

0
1 2

2
2 2

p

p
p
p i

i p n i p
M

p p=
≡

− + − +  
  =     
  

∑ ； 

② 1i ia a M− ∉ ， 1p 必为奇数，同理 

1
1

1 2

1
1 2

2
2 2

p

p
p
p i

i p n i p
M

p p≡/
=

− + − +  
  =     
  

∑ ； 

情形 2 当 i 为奇数时， 
① 1i ia a M− ∈ ， 1p 必为奇数， 

1
1

1 2

1
1 2

1 1
2 2

p

p
p
p i

i p n i p
M

p p=
≡

− + − − +  
  =     
  

∑  

② 1i ia a M− ∉ ， 1p 必为偶数， 

1
1

1 2

0
1 2

1 1
2 2

p

p
p
p i

i p n i p
M

p p≡/
=

− + − − +  
  =     
  

∑  

综上得， 

1 1
1 1

1

1 1 1 1

0 0
1 1 1 1

1 1

0
1 1

2 1 1
2 2 2 2

1
2 2

p p

p
p p
p i p i

p

p

i p n i p p i p n i p p
M

p p p p p p

i p n i p p

p p p

= =
≡

=

≡/

− + − + − − + − − + −     
     = +          − −     
 − +  − + −    
     =      
  −  

∑ ∑

∑

 

定理得证。 
我们用在梯子图的所有完美匹配中减去含 i ia b 的完美匹配的方法就可以得到以下推论。 
推论 4 i

nIL− 含 p 条竖直匹配边完美匹配个数 

1

1 2

0
1 2

1
2 22

z

p
p

i p n i pn p
M

p pp =

− + − ++    
   = −            

∑ ， 

其中 { } 1 2 1min 1, 1 , 1, , 1z p i p p p n p p i= − − + = − ≡ ≡ − 。 

推论 5 删边梯子图 i
nIL− 完美匹配数 

2

1 1
0

n

n i n i p
p

M F F F M
−

+ − +
=

= − = ∑ 。 

由此可知，对于给定的 i，
i

nIL− 的完美匹配数是一个具有特定初值的斐波那契数列。特别地，当 2,3i =
时分别为斐波那契数列和卢卡斯数列。 

4. “L”型梯子图 i
nLL− 的反强迫数 

设 i
nLL− 是收缩 i

nIL− 的 1i ia a− 和 1i ia a + 两条边得到的“L”型梯子图。任取 i
nIL− 的完美匹配 iM ，必有

1 1,i i i ia a a a− + 之一(记为 e)属于 iM ，则 iM M e= − 是 i
nLL− 的完美匹配，反之亦然。因而 i

nIL− 中的 iM -交错圈
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和 i
nLL− 中的 M-交错圈一一对应。进一步我们有 
定理 5 ( ) ( ), ,i i i

n naf LL M af IL M− −= 。 
证明 不妨设 1

i
i ie a a M−= ∈  ( iM M e= − )，任取 iM 的最小反强迫集 aS 。若 1i i aa a S+ ∉ ，则令 a aS S′ = ，

否则令 1 1a a i i i iS S a a b b+ +′ = − + ，由引理 3 可知 aS ′就是 M 的一个反强迫集。因此 

( ) ( ), ,i i i
n naf IL M af LL M− −≥ 。 

反之，不妨设 1i ib b M− ∈ ，记 1i ie a a−= ，则必有 iM M e= + 是 i
nLL− 的一个完美匹配且 ie M∈ ，因此 aS ′

也是 iM 的一个反强迫集。因此 

( ) ( ), ,i i i
n naf IL M af LL M− −≤ 。 

综上，结论成立。 
类似地，我们可证明 
推论 6 ( ) ( ), ,i i i

n nf LL M f IL M− −= 。 

推论 7 设 i
nLL− 是一个“L”型梯子图，M 是 i

nLL− 的一个有 p 条垂直匹配边的完美匹配， i ia b 左、右侧

的垂直匹配边数分别记为 1 2,p p ，我们有 

( )
1 1 2 1

2 0 0 ,
2,

4 .
2

i i i i
i

n

n p p b b M p b b M
af LL M

n p

− +
−

+ − = ∈ = ∈=  + −


， 且 或 且

， 其它
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