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Abstract 
In complex data, variables often appear in groups. Considering the penalty terms of four different 
models selected by Lasso, SCAD, Bridge and MCP, their methods in group variables and their block 
coordinate descent algorithm are studied. The simulation is carried out under the condition of 
Logistic model. The results show that the Composite MCP penalty method is superior to the other 
three group punishment methods in predicting ability and variable selection, and is applied to the 
company advertising data for saling network office software. In the method, the Composite MCP 
method is the best in the advertisement conversion research. By comparing and selecting the 
group structure and individual variables that affect the advertisement conversion, it provides a 
reasonable basis for selecting the delivery strategy. 
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摘  要 

在复杂数据中变量往往成组出现，考虑了Lasso、SCAD、Bridge及MCP四种不同模型选择的惩罚项，研
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究了它们在群组变量中的方法及其块坐标下降算法，在Logistic模型的条件下进行模拟，结果表明

Composite MCP组惩罚方法在预测能力和变量选择上均优于其他三种群组惩罚方法，并运用到销售网络

办公软件公司的广告数据中，结果表示四种方法中Composite MCP方法在广告转化研究中效果是最优的，

通过比较，选择出影响广告转化的群组结构及单个变量，为选择投放策略提供合理的依据。 
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1. 引言 

科技的进步使得数据收集变得更容易，但也因此导致数据库规模更大、更加复杂。群组变量选择模

型及其算法是当前高维数据建模的主要研究方向，在数理统计、模式识别、机器学习、信息处理、计算

机视觉等领域具有广阔的应用前景。在回归建模中，解释变量大多是存在分组结构的，分组结构可能由

于多种原因，并产生完全不同的建模目标。常见的例子包括通过一组指标变量在回归模型中表示多级分

类协变量，以及通过一组基函数表示连续变量的效果。利用具有科学意义的先验知识，分组也可以引入

模型中。例如，在基因表达分析中，属于相同生物途径的基因可以被认为是一组，在遗传关联研究中，

来自同一基因的遗传标记可以被认为是一组。 
变量选择思想起源于 Hoed 和 Kenny 提出的岭回归估计，1996 年 Lasso [1] (Least Absolute Shrinkage 

and Selection Opereator)提出了罚函数，因为缺乏有效的算法所以并没有得到广泛的应用，Efrom [2]等提

出的最小角算法(lars)有效解决了这个问题，但是 Lasso 的解不相合，随后 SCAD (Smoothly Clipped Ab-
solute Deviation)和MCP (Minimax Concave Penalty)惩罚模型的提出有效克服了Lasso方法不具有的Oracle
性质，而这两种方法均是非凸罚函数[3] [4] [5]，同样是非凸罚函数的还有Bridge惩罚模型[6]，但是由于

Bridge 是 lp 罚函数的特点，导致其可操作性差。这几类模型选择方法均只能进行单变量选择而不能进行

群组变量选择。通常数据中的变量均具有分组结构，相关的选择问题就演变成选择组而不仅仅是单个变

量，在回归模型中，多级分类变量由一组指标变量表示；连续变量可以由多项式的线性组合表示。在这

种情况下，变量选择通常对应于整个变量组的选择，而不是单个派生变量。因此学者们将单变量选择的

思想扩展到群体选择问题上。2006 年 Yuan 和 Lin 最早提出了能进行组变量选择的 Group Lasso 方法[7]，
借鉴 Group Lasso 的思想，将 SCAD、MCP、Bridge 推广到 Group SCAD，Group MCP、Composite MCP
和 Group Bridge 等，以克服 Group Lasso 不具备 Oracle 性质的缺点，并且 Composite MCP 和 Group Bridge
可同时选择重要的群组以及识别组内的重要变量[8] [9] [10]。 

最小角算法的提出使得 Lasso 为人所知，随后 Group Lasso 提出的相应的最小角算法也推广成为组最小

角算法，但是这两种算法只是用于解路径分段线性的正则模型。若目标函数中变量块之间是独立的且不包

含相同的自变量，则组最小角算法就不适应了。因而对坐标下降算法的改进推广称为块坐标下降算法，有

效解决了这个问题[7]。此方法同样适用于 Group SCAD，Group MCP、但是由于 SCAD、MCP 罚函数是非

凸的，需相应地转化成凸的模型求解。Group Bridge 和 Composite MCP 需要对群组和组内变量进行选择，
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所以在算法上需要分成内部循环和外部循环进行，并且需要适当做一些调整，例如一阶泰勒展开等。 
群组变量选择方法在实际中应用广泛，学者在这方面的研究也层出不穷。在销售网络办公软件公司

的广告数据中，研究影响广告转化的因素涉及的变量存在分组结构。本文研究几种群组变量选择方法并

将其应用到 Logistic 模型中，研究该问题的影响因素、选择显著的广告转化群组结构和单个变量，并比

较几种群组变量选择方法的优良性。 

2. 群组变量选择方法 

2.1. Logistic 回归模型 

假设 ( ),i ix y 为独立同分布的观测值，其中 1,2, ,i n=  ， ( )T
1 2, , , ix x x x=  为解释变量，令

( )1 2, , , ny y y y= 
， { }0,1iy ∈ 。Logistic 回归模型为： 

( ) ( )
T

T

e e1
1 e 1 e

x

x
x p y x

η β

η β
π = = = =

+ +
                           (1) 

其中 ( )T
0 1, , , pβ β β β= 

， 0β 为常数， 1, , pβ β
表示回归系数。在 Logistic 回归分析中通常是通过最大似

然法实现参数估计，Logistic 回归模型的对数似然函数为： 

( ) ( )( )( )T T

1
log 1 exp

n

i i i
i

l y x xβ β β
=

= − +∑                           (2) 

在对数似然函数中加入不同的群组变量选择的惩罚项便可得到不同的变量选择方法。 

2.2. 群组变量选择方法 

1) Group Lasso 方法 
Group Lasso 方法对 Lasso 的惩罚项做了修改，是 Lasso 方法的推广，在高维数据中，能够选择自变

量分成 m 个不同组的整组变量，如果每个组中只包含一个变量，则目标函数(3)简化为通常的 Lasso 解决，

所以该方法应用也更加广泛。即使模型复杂度随着样本量的增加而增加 Group Lasso 估计也渐近一致[11]。
但 Group Lasso 与 Lasso 具有相同的缺点，即变量选择不一致并且倾向于过度收缩大系数。出现这些缺点

是因为 Group Lasso 的惩罚率不随组系数的大小而变化，这导致大系数的偏差估计，为了补偿过度收缩，

组套索倾向于将虚假系数包括在模型中。自适应组套索通过应用不同的调整参数并因此对分组系数应用

不同的收缩量来弥补这些缺点，就像自适应套索对个体协变量一样。但是自适应组套索仍然没有完成双

层选择[12] [13]。Group Lasso 在 Logistic 模型下其估计为： 

( )GLasso
2

1

ˆ arg min
J

j j
j

l p
β

β β λ β
=

 
= − + 

 
∑                             (3) 

其中 jβ 表示第 组的回归系数， jp 为 jβ 的长度， λ 为调节参数。
2⋅ 是 2-范数。 

2) Group SCAD 方法 
2007 年 Group SCAD 是由 wang [9]等提出，并证明了其低维 Oracle 性质，Group SCAD 惩罚方法加

载 Logistic 模型下其估计为： 

( )GLasso
2

1

ˆ arg min
J

j j
j

l p
β

β β λ β
=

 
= − + 

 
∑                              (4) 

其中 ( ),aPλ β 是 SCAD 的惩罚函数形式如下： 

l
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 − += − ≤
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其他

                          (5)
 

这里 2, 0a λ≥ ≥ ，当 λ →∞时 Group SCAD 惩罚模型就变成了 Group Lasso 形式，惩罚函数(5)是一

种非凸的惩罚函数，该函数在 aλ出有两个节点，其中 a 是另一个调整参数，Fan 表明使用 3.7a = 时效果

最好。由于在组水平上使用了非凸的 SCAD 惩罚函数，因此 Group SCAD 惩罚模型具有群组变量选择一

致性。 
3) Group Bridge 方法 
双层变量选择的有趣之处是不仅能筛选出重要的群组结构还能筛选出重要的单个变量，Group Bridge 方

法是最早实现双层变量选择方法，Group Bridge 结合了两种惩罚，即群组结构选择是 Bridge 惩罚和群组内单

变量选择是Lasso 惩罚。Group Bridge 在某些正则条件下具有群组Oracle 性质，但是组内不具备相合性。Group 
Bridge 允许存在单个大预测器以持续降低其组中其他变量的进入阈值。此属性可防止 Group Bridge 
在选择单个变量时实现一致性。假设已知有 J 组分组， 1 2 JM M M ，每组变量数有 j 个，令 ( )j j

M j j M
β β

∈
=

是 β 对应变量的子向量，所以在 Logistic 模型下的惩罚估计如下： 

( )Gbridge

11

ˆ arg min
j

J

j M
j

l
γ

β
β β λ τ β

=

 
= − + 

 
∑                           (6)

 

其中 λ 是罚参数， jτ 是
jMβ 的调整参数，当 0 1γ< < 即可实现双重变量选择。 

4) Composite MCP 方法 
Composite MCP 的一个有趣的特殊情况是使用 MCP 作为外部和内部惩罚，(这种惩罚在 Huang 和

中被称为 Group MCP)，而用 Composite MCP 不仅能更好地反映框架而且只能进行组间选择的

Group MCP 区分开来。Composite MCP 的两个特点为通过允许协变量增大来避免过度收缩，以及允许组

内部保持稀疏。并且具有组间向量选择和组内分量选择一致性。Composite MCP 在 Logistic 模型下的估

计为： 

( ) ( )CMCP
, ,

1 1

ˆ arg min
m m

b a lk
l l

l f fλ λ
β

β β β
= =

  = − +  
  

∑ ∑                        (7) 

其中 

( )

2

,
2

,
2

1 ,
2

fλ ω

βλβ β ωλ
ωβ

ωλ β ωλ


− ≤= 

 ≤

                               (8) 

式子(8)是 MCP 的惩罚形式， ,a b 分别是组外和组内的调整参数， 0λ ≥ ， lkβ 表示的是第 l 组的第 k
个变量的回归系数。对于逻辑回归损失函数的 Composite MCP 惩罚，使用值 30a = 时响应变量总是在相

同的范围内；因此无论是在模拟研究中还是实例分析中， 30a = 似乎是我们遇到的所有逻辑回归问题的

适当值。基于上述四种群组变量选择方法都可以用算法实现下面给出对应算法研究。 

Breheny
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3. 块坐标下降算法 

块坐标下降算法是一种用于拟合具有分组惩罚模型的有效方法，这个算法基于坐标下降算法提出的，

目的是计算 Group Lasso 的解，块坐标下降算法是一个优化单个组变量的目标函数并循环通过这些组直到

收敛，这种算法适用于 Group Lasso，Group SCAD 模型，因为这两种模型都具有单组模型的简单闭合表 

达式。根据线性模型下的 Group Lasso 算法的闭合表达式为： ( ) ( ), , zs z s z
z

λ λ= ，该表达式用于计算 

Group Lasso 的解，它是软阈值算子的多变量版本，软阈值应用于向量的长度，同时保持其方向不变[8]。
将线性模型推广到 Logistic 模型中 Group Lasso 算法的闭合表达式为： 

( ) ( )1, , j
j j j j

j

z
s z s v z

v z
λ λ=                                    (9) 

以下呈现的是 Group Lasso 在 Logistic 模型中的算法过程： 
步骤一：初始化 0β β=  

步骤二：更新 TXη β= 和
1

e
1 e

i

i

n

i

η

ηπ
=

=
+

∑  

步骤三：计算残差向量 ( )r y vπ= −  
步骤四：迭代直至收敛： 1,2, ,j J=   
a) 更新 T

j j jz x r β= +  

b) 更新 ( ) ( ),j
j js uz vβ λ←  

c) 更新 ( ) ( )( )T j j
jr r x β β′ = − −  

重复步骤三和步骤四直到收敛。 
群组变量选择是基于不同的惩罚项提出的，其计算过程主体相似，可以通过置换步骤四中的更新步

骤，得到不同算法。相应的 Group SCAD 更新表达式为： 

( ) ( ) ( )1 1, , , ,j
s j j s j jF uz F u z

v v
β λ γ λ γ= =                               (10)

 

当 0 1γ< < 时 Group Bridge 模型是非凸的需要将转化成凸的形式求解，即将原模型的问题求解转化

成下式： 

( ) 1 1 1
1

1 1
arg min

J J

j j j j
j j

l cγ γβ θ β τθ−

= =

 
− + + 
 

∑ ∑                              (11) 

该式的解 β̂ 就是 Group Bridge 模型的解。求解过程可分为两层循环，外层循环即利用 jβ 和 jθ 循环变

量寻求最优方法；内部循环采用块坐标下降算法，从 1j = 迭代到 j J= ，下列为内部循环 jθ 的更新公式[14]： 

( ) 1 1 1
1

1

arg min

1

j j j j j

j j j

l c

c

γ γ

γ
γ

θ β θ β τθ

γθ β
τγ

−= − + +

 −
⇒ =  

 

                              (12) 

jβ 的更新公式： 

( ) 1 1 1
1

arg min
d j

j

j j j j j
R

l cγ γ

β

θ β θ β τθ−

∈

= − + +                               (13) 
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而上式相当于求解 Lasso 惩罚，可以直接利用最小角算法求解。 
Composite MCP 的求解方法也是采用块坐标下降法，但是由于惩罚函数的特殊性首先需要对原惩罚项进 

行特殊预处理，在块坐标下降算法执行的 1i + 轮迭代中，将 Composite MCP 惩罚函数 ( ), ,
1

m

b a lk
l

f fλ λ β
=

 
 
 
∑ 在

( )i
lkβ


处进行一阶泰勒展开[10]： 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )1
, , , , ,

1 1

m m
i i i i i

b a lk b a lk a lk lk lk
l l

f f f f fλ λ λ λ λβ β β β β+

= =

   ′ ′+ ⋅ −   
   
∑ ∑

    

             (14) 

其中 ( )i
lkβ


和 ( )1i
lkβ +

分别对应块坐标下降算法中上一轮的迭代和这一轮的迭代，对于这一轮迭代来说上一

轮的值 ( )i
lkβ


可以被看作常数，常常可以忽略不计。从而得到惩罚函数的近似表达式： 

( )( ) ( )( ) ( )1
, , ,

1

K
i i i

b a lk a lk lk
k

f f fλ λ λβ β β
∗

∗ +

=

 
′ ′ 
 
∑

  

                         (15) 

(15)式是关于 ( )i
lkβ


的线性函数，此时求解最优化问题相当于求解一个 Group Lasso。 

4. 模拟研究 

考虑本文研究的 Logistic 模型，其条件概率可以表示为： 

0ln
1

p X
p

β β ε
 

= + + −   
其中 ( )0,iX N ∑

， ( )cov , 0.1i j
i jX X −= ，误差项 ( )0,1Nε ∼ 。 

考虑组结构的不同，分别对以下两种情况的组结构进行模拟研究： 
结构一：考虑解释变量之间存在组结构、组内没有零系数的情况， 60, 300J P= = ，考虑变量组数为

60 组，每组 5 个变量，回归参数为 ( )T
1 0.5,1,1.5,2, 2.5β = ， ( )T

2 2, 2,2,2,2β = ， ( )T
3 3, 1,2,1,3β = − − ，

( )T
4 60 0,0,0,0,0β β= = = 。 

结构二：考虑解释变量之间存在组结构但是具体分组不同，组内存在零系数的情况， 74, 300J P= = ，

考虑变量组数为 60 组，前 4 组每组 5 个变量，后 70 组大小为 4 回归参数为： ( )T
1 3, 2, 1,1,2β = − − − ，

( )T
2 3, 2,2,1,0β = − − ， ( )T

3 1,2,0,0,0β = ， ( )T
4 0,0,0,0,0β = ， ( )T

5 0.5,1,1.5,2β = ， ( )T
6 2, 2,0,0β = ，

( )T
7 3,0,0,0β = − ， ( )T

8 74 0,0,0,0β β= = = 。 
通过计算机模拟上述两种数据类型，样本容量取 200n = 和 500n = ，重复 1000 次实验，该模拟实验

借助 R 语言中的 grperg 数据包实现，取相应的平均值作为参考。选取模型误差，正确选择 0 (真实为 0，
估计也为 0 的变量个数)，错误选择 0 (真实为 0，估计不为 0 的变量个数)，选取组数的四项平均值作为

测度来比较文中四种群组变量选择方法。结果如表 1 所示，结果表明 Group Bridge 和 Composite MCP 在

模型误差、正确选择 0，错误选择 0、选取组数四个方面平均值上表现明显比 Group Lasso 和 Group SCAD
效果要好，Group Lasso 方法会选择更多的变量，把更多不重要变量选入模型，模型可解释性不高，Group 
SCAD 相对好一些而对比两种双层变量选择方法，Composite MCP 方法表现更好，并且随着样本容量增

大预测越准确。 

5. 实例分析 

来源于某销售网络办公软件广告数据，随机选取了 2018 年 7 月至 8 月的 15000 条数据。利用组变量
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选择方法加载到 Logistic 回归模型中对广告成本因素、广告性质、广告访问数据、广告历史数据、广告

浏览数据 、广告点击数据 6 组共 21 个影响广告转化的因素进行数据拟合估计。 
由于部分变量是数值数据，它们单位不一致，并且取值有较大差异，因此我们首先对数值数据进行

标准化，然后通过 R 软件得到各个组变量选择方法对系数压缩后的结果见表 2。并且分别计算了不同方

法下的均方根误差(RMSE)和 AUC 值结果见表 3。 
 
Table 1. Simulation results 
表 1. 模拟结果 

方法 

 n = 200   n = 500 

模型 
误差 

正确 
选择 0 

错误 
选择 0 

选取 
组数 

 模型 
误差 

正确 
选择 0 

错误 
选择 0 

选取 
组数 

结构一：

60, 300J P= =           

GLasso 1.213 243.28 0.00 5.72  0.726 248 0.00 7.25 

GSCAD 0.725 253.32 0.00 5.56  0.614 256.40 0.00 5.32 

GBridge 0.604 280.54 0.04 3.09  0.356 281.06 0.03 3.03 

CMCP 0.585 278.40 0.06 3.13  0.273 283.22 0.04 3.09 

结构二：

74, 300J P= =           

GLasso 2.751 75.68 0.00 7.48  1.102 98.22 0.00 7.25 

GSCAD 2.323 101.44 0.24 7.13  0.925 108.56 0.00 7.12 

GBridge 2.019 256.32 0.63 6.43  0.617 292.18 0.21 6.38 

CMCP 1.838 272.68 0.78 6.25  0.541 286.32 0.34 6.19 

 
Table 2. Estimates by method factor 
表 2. 各方法系数估计值 

  Group Lasso Group SCAD Group Bridge Composite MCP 

 截距 −0.5512 −0.2625 −0.5174 −0.1281 

x1 成本因素 

x11 曝光数 0.4012 0.3258 0.2982 0.3215 

x12 平均点击价格 1.1531 1.0246 1.1428 1.1433 

x13 平均转化成本 0.0327 0.0436 0 0 

x14 平均位置排名 2.4502 2.3125 2.2985 3.0136 

x2 广告性质 

x21 关键词个数 −0.0325 −0.1001 −0.0958 −0.1032 

x22 是否含商标 0.2018 0.2249 0.2014 0.2257 

x23 是否含动词 −0.0362 −0.0237 0 0 

x24 是否包含价格 0.1028 0.1671 0.2749 0.3518 

x25 是否涉及地域信息 −0.1335 −0.1264 −0.2071 −0.2403 

x26 是否为特定产品 0.1243 0.1127 0.2180 −0.2349 

x3 访问数据 

x31 平均访问页数 1.0028 1.1025 1.1079 1.4513 

x32 访问次数 1.2407 0.9678 1.1009 1.0005 

x33 平均访问时长 −0.8721 −0.9124 −0.7149 −0.7706 

x34 跳出率 −0.1035 −0.1257 −0.1795 −0.1628 
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Continued 

x4 历史数据 

x41 历史点击率 0 0 0 0 

x42 历史转化率 0 0 0.0641 0.0776 

x43 转化次数 0 0 0.0103 0 

x5 浏览数据 
x51 展现量 0 0 0 0 

x52 浏览量 0 0 0 0 

x6 点击数据 
x61 点击量 0.0125 0 0 0 

x62 点击率 0.0317 0 0 0.0742 

 
Table 3. Model comparison 
表 3. 模型比较 

 AUC RMSE 

Group Lasso 0.803 0.032 

Group SCAD 0.809 0.032 

Group Bridge 0.826 0.030 

Composite MCP 0.858 0.029 

 
从表 1 可得：Group Lasso 方法选择了 4 组 17 个变量，表示转化价格、广告性质、访问数据、点击

数据是影响广告转化的组变量，而 Group SCAD 选择方法把点击数据这一组变量系数都压缩为 0，该方

法认为这一组变量对广告转化影响不大。Group Bridge 和 Composite MCP 都保留了 15 个变量，但是

Composite MCP 保留了更多的组内信息。 
从表 2 可得：Group Lasso 方法选择了 4 组 17 个变量，表示转化价格、广告性质、访问数据、点击

数据是影响广告转化的组变量。而 Group SCAD 选择方法把点击数据这一组变量系数都压缩为 0 ，该方

法认为这一组变量对广告转化影响不大。Group Bridge 和 Composite MCP 都保留了 15 个变量，但是

Composite MCP 保留了更多的组内信息。 
表 3 可得：几种方法的均方误差都比较小，表明几种方法在该问题上都表现良好，而 Composite MCP

的均方误差相对最小，并且 Composite MCP 的 AUC 值为 0.858，相对其他方法数值偏大。因此可认为在

几种组变量选择方法中，Composite MCP 方法表现最佳。 
投放广告者目的就是想让广告转化成为公司的盈利，不转化的广告是没有意义的。在 Composite MCP

加载到 Logistic 回归模型中，该方法所选取的变量以及系数估计结果显示，影响 x1 成本因素的变量有三

个，把不显著的平均转化成本压缩为 0，x14 平均位置排名的系数为 3.0136，表明位置排名对广告转化的

影响很大，越靠前越容易转化。据调查不管是广告或者搜索引擎，浏览者往往更倾向与点击排名靠前的

广告或者推送。而 x12 平均点击价格和 x11 曝光数对广告转化都有积极的影响。 
广告的关键词是吸引顾客的关键，研究结果表明关键词中包含商标以及价格会促进广告的转化，关

键词个数、设计地域信息、特定产品和是否包含动词对广告转化是有消极的作用。关键词个数越多则包

含的信息更加丰富，但是重点不突出反而会影响广告的转化。涉及地域信息会影响广告的转化，热门地

区的广告显然更加容易转化。平均访问页数越多、访问次数频繁是对广告转化是有积极影响的。平均访

问时长和跳出率对广告转化是有消极的影响，同时在另外两个组变量中选择了历史转化率和点击率，即

表明这两个变量对广告转化有一定的影响。 
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6. 结语 

文章研究了四种群组变量选择方法及块坐标下降算法，模拟验证了四种方法的模型选择优良性，结

果表明了无论是在模型误差、正确选择 0 个数还是组数的选取上，Composite MCP 惩罚方法均比其他方

法表现更好，因此不管在预测能力还是在变量选择上，Composite MCP 都是表现最优，并将几种方法运

用到广告数据的实例中，在广告转化的研究中有实际的意义。 
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