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Abstract 

First, the system gives 
′ 

 
 2

G
G

-expansion method, F-expansion method, ( )exp -expansion method, 

improved Kudryashov method, direct truncation method, to construct the literature review of the 
origin and research status of the exact solutions of partial differential equations. Next, the steps of 
constructing the exact solutions of the partial differential equations by the above five generalized 
function expansion methods are given in comparison. Finally, through the above five generalized 

′ 
 
 2

G
G

-expansion method, ( )exp -expansion method in the function expansion method constructs 

the exact solution of the (2 + 1)-dimensional Boiti-Leon-Pempinelli equation. The control variable 
method is used to analyze the influence of three variables on the exact solution in the (2 + 
1)-dimensional Boiti-Leon-Pempinelli equation. 
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摘  要 

首先，系统给出
′ 

 
 2

G
G

-展开法、F-展开法、 ( )exp -展开法、改进的Kudryashov方法、直接截断法，构

建偏微分方程的精确解的起源与研究现状的文献综述。接下来，采用对比方式给出上述五种广义的函数

展开法在构建偏微分方程精确解的步骤。最后，通过上述五种广义的函数展开法中的
′ 

 
 2

G
G

-展开法、

( )exp -展开法构建(2 + 1)维Boiti-Leon-Pempinelli方程的精确解，并使用控制变量法进行数学实验分析

了(2 + 1)维Boiti-Leon-Pempinelli方程中三个变量对于精确解的影响。 
 

关键词 

′ 
 
 2

G
G

-展开法，F-展开法， ( )exp -展开法，改进的Kudryashov方法，直接截断法， 

(2 + 1)维Boiti-Leon-Pempinelli方程，精确解，数学实验 

 
 

Copyright © 2019 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

偏微分方程精确解可以很好的描述物理、工程等方面的各种模型，因此，偏微分方程精确解的构建问
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题一直都是热点问题，偏微分方程精确解的构建目前有很多方法。如，Bäcklund 变换[1] [2] [3] [4] [5]，
Darboux 变换[6] [7] [8] [9] [10]，齐次平衡法[11] [12] [13] [14] [15]，首次积分法[16] [17] [18] [19]以及各种

广义的函数展开法。使用函数展开法构建偏微分方程精确解有几十种，本文以(2 + 1)维 Boitl-Leon-Pempinelli 

方程为例，比较分析 2

G
G
′ 

 
 

-展开法、F-展开法、 ( )exp -展开法、Kudryashov 方法、直接截断法在构建偏微

分方程精确解的异同。下面给出上述五种广义的函数展开法，构建偏微分方程的精确解的起源与研究现状

的文献综述。 

2

G
G
′ 

 
 

-展开法，是 Li Wen-An 等借助 Chun Quanbian 在文献[20]提出的基础之上，在文献[21]提出的

( )gω -展开法而形成的，并用
G
G
′
-展开法构建出了 Vakhncnko 方程的精确解，其后在文献[22]-[28]中，

2

G
G
′ 

 
 

-展开法被运用在求解各种方程的精确解中。 

F-展开法，2003 年由 Y.B. Zhou 等在文献[29]中首次提出并构建出了一个耦合 Kdv 方程的精确解，

之后王明亮，斯仁道尔吉在文献 [30] [31] [32] 使用 F- 展开法 KdV 方程的精确解与广义

Nizhnik-Novikov-Veselov 方程组的精确解。 

( )exp -展开法，是由 Ji-Huan He 和 Xu-Hong Wu 在文献[33]首次提出，在文献[34] [35] [36] [37]，分

别使用 ( )exp -展开法构建出了 Konno-Oono 方程，(2 + 1)-维 Sawada-Kotera(SK)方程与(3 + 1)-维非线性

evolution 方程的精确解。 
Kudryashov 方法，由 Kudryashov NA 于 1988 年在文献[38]中提出，之后 Anonymous 在文献中将其

运用到构建偏微分方程的精确解中，之后文献[39] [40] [41]分别使用改进的 Kudryashov 方法构建出了

high-order nonlinear Schrödinger 方程，nonlinear transmission line 方程与 Fractional nonlinear evolution 方程

的一系列精确解。 
直接截断法，由赵等人在文献[42] [43]提出，之后文献[44]提出了离散区间系统降阶的直接截断方法，

董长紫，刘转玲等在文献[45] [46] [47]使用直接截断法构建出了 Klein-Gordon 方程，高次非线性薛定谔方

程与 Burgers 方程的精确解。 
对于如下(2 + 1)维 Boiti-Leon-Pempinelli 方程(1)： 

( )2 2 0,

2 0.

ty x xxxxy

t xx x

u u u v

v v uv

 − − − =


− − =
                                  (1) 

在文献[48]通过 Khater 方法构建出了方程(1)大量三角函数解、双曲函数解，在文献[49]通过动力系

统和数值模拟其不同拓扑结构的相图，通过计算复杂的椭圆积分，获得了方程(1)椭圆函数类型的周期波

解，在文献[50]使用扩展映射方法构建出了方程(1)的精确解，在文献[51]使用 ( )G G′ -展开法构建出了方

程(1)的有理函数解、双曲函数解、三角函数解。在文献[52]使用 Bäcklund 变换，在文献[53]使用广义 Riccati
方程方法，在文献[54]使用扩展的 tanh 方法，在文献[55]使用了进一步扩展 tanh 的方法，获得了方程(1)
的各类精确解。在文献[56] [57]分别使用改进的伯努利子方程函数法与对称约化法构建了方程(1)的大量

精确解。 

在接下来将具体描述 2

G
G
′ 

 
 

-展开法、F-展开法、( )exp -展开法、改进的 Kudryashov 方法、直接截断法、

构建(2 + 1)维偏微分方程精确解的过程结果，同时使用 2

G
G
′ 

 
 

-展开法、 ( )exp -展开法构建(2 + 1)维
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Boiti-Leon-Pempinelli 方程的精确解，并使用控制变量法进行数学实验分析了(2 + 1)维 Boiti-Leon-Pempinelli
方程中三个变量对于精确解的影响。 

2. 方法描述 

考虑含有三个个独立变量 , ,x y t 的时空分数阶偏微分方程如下： 

( ), . , , , , , , 0,x x t xx xy xt ytP u u u u u u u u =                                (2) 

其中 p 是关于 ( ), ,u u x y t= 及其偏导数的多项式。对上述方程(2)作如下的行波变换： 

( ) ( ), , , ,u x y t u kx my tξ ξ ω= = + −                                 (3) 

将(2)转化为常微分方程： 

( ), , , 0,U u u u′ ′′ =                                        (4) 

其中 0ω ≠ ， ,u u′ ′′为 u 关于ξ 的一阶导数，二阶导数。 

2.1. 
′ 

 
 2

G
G

-展开法构建偏微分方程精确解描述 

步骤 1：假设(4)有如下形式的解： 

( ) 2
0

,
in

i
i

Gu a
G

ξ
=

′ =  
 

∑                                       (5) 

其中 ( )G G ξ= 满足： 
2

2 2 ,G G
G G

φ ϕ
′′ ′   = +   

   
                                     (6) 

其中 0 , , , ,na a φ ϕ 为待定常数， 1, 0, mφ ϕ≠ ≠ 通过齐次平衡法确定。 

步骤 2：将(6)代入(5)，合并 2

G
G
′ 

 
 

的同类项，并令各项系数为零求解关于 0 , , , , , , ,na a k cφ ϕ ω 的代数

方程组， , ,ia φ ϕ为待定常数， 1, 0, 0φ ϕ ω≠ ≠ ≠ 。 

步骤 3：结合(5)解关于代数方程组满足： 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )

1 2

2
1 2

1 2

2
1 2

1
2

1 2

cos sin
, 0;

sin cos

sinh cosh
, 0;

cosh sinh

, 0, 0,

c cG
G c c

c cG
G c c

cG
c cG

φϕξ φϕξφ φϕ
ϕ φϕξ φϕξ

φϕ ξ φϕ ξφ φϕ
ϕ φϕ ξ φϕ ξ

φ ϕ
ϕ ξ

 +′ = >
 −

 +′ = < +
 ′ = − = ≠

+

                        (7) 

其中 1 2,c c 是常数。 

步骤 4：将 0 , , na a 和 2

G
G
′ 

 
 

代入(7)得到(1)的精确解。 

2.2. F-展开法构建偏微分方程精确解描述 

步骤 1：假设(4)有如下形式的解： 

( ) ( )
0

, 0,
n

K
k n

k
u a F aξ ξ

=

= ≠∑                                    (8) 
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其中 0 1, , , na a a 为常数， 0na ≠ 。 ( )F ξ 满足： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 4
0 1 2

3
1 2

3
1 2

2
1 2

,

( ) ( ) 2 ,

2 ,

6 .

F q q F q F

F F q F F q F F

F q F q F

F q F q F F

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

 ′ = + +


′ ′′ ′ ′= +


′′ = +
 ′′′ ′ ′= +

                          (9) 

同时系数 0 1 2, ,q q q 和 ( )F ξ 在 ( ) ( ) ( )2 2 4
0 1 2F q q F q Fξ ξ ξ′ = + + 时满足表 1 (参见文献[29])。 

步骤二：将(8)代入(4)通过齐次平衡法确定 n，借助(9)与表 1 得到关于 ( )F ξ 的代数多项式，令 ( )F ξ
的各次项系数为零，得到关于 0 1, , , , , ,na a a k c ω 的代数方程组。 

步骤三：解步骤三获得的代数方程组，使用 0 1, , , , , ,na a a k c ω 解出 0 1 2, ,q q q ，代入(8)就得到方程(1)
的行波解。 

2.3. (exp)-展开法构建偏微分方程精确解描述 

步骤一：假设方程(4)有如下形式的解： 

( ) ( )( )( )
0

exp
N n

n
n

u aξ φ ξ
=

= −∑                                   (10) 

其中， na 是待定常数， 0na ≠ 。 n 通过齐次平衡法确定。 ( )φ ξ 满足： 

( ) ( )( ) ( )( )exp exp ,φ ξ φ ξ µ φ ξ λ′ = − + +                              (11) 

方程(11)有以下形式解： 

( )

( )

( )

( )( ) ( )( )
( )( )
( )

2
2

2

2
2

2

2

2
2

4
4 tanh

2
ln , 4 0, 0,

2

4
4 tanh

2
ln , 4 0, 0,

2

ln , 4 0, 0, 0,
sinh cosh 1

2 2
ln ,

c

c

c c

c
c

λ µ
λ µ ξ λ

λ µ µ
µ

λ µ
µ λ ξ λ

λ µ µ
φ ξ µ

λ λ µ µ λ
λ ξ λ ξ

λ ε
λ

λ ξ

  −  − − + −
    − > ≠ 

 
  
 
  −  − − + −

    − < ≠ 
=  

  
 
 

− > ≠ ≠  + + + − 
 + +
−  + 
( ) 2

4 0, 0, 0,

ln , 4 0, 0, 0,c

µ µ λ

ξ λ µ µ λ























− > = ≠

 + − = = =

               (12) 

步骤二：将(11)代入(10)合并 ( )( ) ( )exp , 1,2,3,
n

nφ ξ− =  相同项的系数，并令相同项系数为零，得到

关于 1 2, , , , , , ,a a k c ω µ λ 的代数方程组，并结合(12)可得方程(1)的精确解。 

2.4. 改进的 Kudryashov 方法构建偏微分方程精确解描述 

步骤一：假设方程(4)有如下形式的解： 
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( ) ( )( )
0

N n
k

n
u aξ φ ξ

=

= ∑                                     (13) 

其中， na 是待定常数， 0na ≠ 。 n 通过齐次平衡法确定。 

( ) ( )
1 ,

1 expc
φ ξ

ξ
=

+
                                     (14) 

( )φ ξ 满足： 

( ) ( ) ( )2 0,φ ξ φ ξ φ ξ′ − + =                                    (15) 

方程(15)有以下解： 

( )

0
0

0
0

ln1 1 tanh , 0,
2 2 2

ln1 1 coth , 0,
2 2 2

ξ ξξ ξ
φ ξ

ξ ξξ ξ

   − − >   
   = 

   − − >     

                            (16) 

由(13)，(15)可得： 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

0

0

1 ,

1 1 .

N n
n

n
N n

n
n

u n a

u n a n n

ξ φ ξ φ ξ

ξ φ ξ φ ξ φ ξ

=

=

 ′ = −  

 ′′ = − + −      

∑

∑
                        (17) 

步骤二：将(16)，(14)和(13)代入(4)合并 ( )( ) , 1, 2,3,
n

nφ ξ− = ，相同项的系数，并令相同项系数为零，

得到关于 1 2, , , , , , ,a a k c ω µ λ 的代数方程组，并结合(12)可得方程(1)的精确解。 

2.5. 直接截断法构建偏微分方程精确解描述 

步骤一：假设方程(4)有如下形式的解： 

( ) ( ) ( )1 1, e ,i k x tu x t ωφ ξ −=                                     (18) 

并且 ( )φ ξ 形式为： 

( )
( ) ( )

( ) ( )( )
0 ,

ji
ij

i j
a f g

qf rg p

τ
ξ

τ

ξ
φ ξ

ξ ξ
+ ==

+ +

∑
                                 (19) 

其中 1 1, , , , ,ijk a p q rω 为待定参数，τ 借助方程(4)由齐次平衡法确定。 

( ) ( ),f gξ ξ 满足以下椭圆函数条件： 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

22

22

1,

1 ,

1 .

f g

g k f f

f k f g

ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

 + =

 ′− =

 ′− − =

                                (20) 

步骤二：将(17)，(18)与(19)代入(4)可得关于 ( ) ( ),f gξ ξ 的多项式，令 ( ) ( )i jf gξ ξ 的系数和常数项为

零，得到一个代数方程组，求解关于参数 1 1, , , , ,ijk a p q rω 的方程组。 
步骤三：根据(17)，(18)得到方程(1)的精确解。 
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3. 应用两种广义的函数展开法构建构建(2 + 1)维 Boiti-Leon-Pempinelli 方程精确解 

下面以上述五种方法中的 2

G
G
′ 

 
 

-展开法与 ( )exp -展开法为例，构建(2 + 1)维 Boiti-Leon-Pempinelli 方

程(1)的精确解。首先将方程(1)进行如下的行波变换： 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , ,u x y t u x y t x y tε ν ν ξ ε ω= = = + −                           (21) 

对方程(1)的第一个方程积分一次并取积分常数为零，代入方程(1)第二式得到常微分方程： 
3 2 22 3 0,u u u uω ω′′ − − − =                                    (22) 

其中ω 为常数。平衡最非线性项 3u 和最高阶导数项 u′′，则有： 2 3m m+ = ，有 1m = 。 

3.1. 
′ 

 
 

G
G2 -展开法构建(2 + 1)维 Boiti-Leon-Pempinelli 方程精确解 

由 1m = 则式(22)有如下形式的解 

( ) 0 1 2

Gu a a
G

ξ
′ = +  

 
                                     (23) 

其中 ( )G ξ 满足式(6)，将(23)代入(22)，由(23)结合(6)可得： 

( )

( )

( )

2
2 2 2

0 1 0 12 2

3
2

1 12 2

3 2
3 3 2 2 3

1 1 0 1 0 02 2 2

2 ,

2 2 ,

3 3 .

G Gu a a a a
G G

G Gu a a
G G

G G Gu a a a a a a
G G G

ξ

ξ ϕ φϕ

ξ

 ′ ′   = + +    
   

 ′ ′    ′′ = +    
   

 ′ ′ ′     = + + +      
     

                        (24) 

将 ( ) ( ) ( ), ,u u uξ ξ ξ′ ′′ 和 ( )3u ξ 代入方程(22)中，并平衡 ( )2 0,1,
iG i

G
′  = 

 
 ，并令各幂次的系数为零，

得到关于 1 0 1, , , , ,a a a ω φ ϕ− 的代数方程组： 
3

2 3
1 12

2
2 2
1 1 02

1
2 2 2
1 1 0 0 1 12

0
2 2 3

0 0 02

: 2 2 0,

: 3 6 0,

: 2 6 6 0,

: 3 2 0.

G a a
G
G a a a
G
G a a a a a a
G
G a a a
G

ϕ

ω

φϕ ω ω

ω ω

 ′  − − = 
 
 ′  − − =  

′  − − − =  
′  − − − =  

                            (25) 

解上述代数方程组，并结合方程(7)，方程(23)作如下讨论： 
情况一： 

0 1, , 2 .a aφϕ ϕ ω φϕ= − = ± =                                 (26) 

当 0φϕ > ，得到三角函数解： 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 2

1,1
1 2

cos sin
.

sin cos

c c
u

c c

φϕξ φϕξφξ φϕ ϕ
ϕ φϕξ φϕξ

 +
 = − ±
 − 

                      (27) 

当 0φϕ < ，得到双曲函数解： 
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( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 2

1,2

1 2

sinh cosh
.

cosh sinh

c c
u

c c

φϕ ξ φϕ ξφξ φϕ ϕ
ϕ φϕ ξ φϕ ξ

 +
 = − ±  +  

                    (28) 

当 0, 0φ ϕ= ≠ ，得到有理函数解： 

( ) ( ) ( )
1

1,3
1 2

.
cu

c c
ξ φϕ ϕ

ϕ ξ
 

= −  
+  

                                (29) 

情况二： 

0 1, , 2 .a aφϕ ϕ ω φϕ= = ± = −                                  (30) 

当 0φϕ > ，得到三角函数解： 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 2

1,4
1 2

cos sin
.

sin cos

c c
u

c c

φϕξ φϕξφξ φϕ ϕ
ϕ φϕξ φϕξ

 +
 = ±
 − 

                      (31) 

当 0φϕ < ，得到双曲函数解： 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 2

1,5

1 2

sinh cosh
.

cosh sinh

c c
u

c c

φϕ ξ φϕ ξφξ φϕ ϕ
ϕ φϕ ξ φϕ ξ

 +
 = ±  +  

                    (32) 

当 0, 0φ ϕ= ≠ ，得到有理函数解： 

( ) ( ) ( )
1

1,6
1 2

.
cu

c c
ξ φϕ ϕ

ϕ ξ
 

=  
+  

                                (33) 

其中 x y tε ω= + − ， 1 2,c c 为积分常数， ,φ ϕ 为实数， 0, 0ϕ ω≠ ≠ 。 

3.2. (exp)-展开法构建(2 + 1)维 Boiti-Leon-Pempinelli 方程精确解 

下面应用 ( )exp -展开法来构建(2 + 1)维 Boiti-Leon-Pempinelli 方程(1)精确解。由 1m = 结合(10)式知方

程(1)如下形式的解 

( ) ( )( )0 1 expu a aξ φ ξ= + −                                    (34) 

由方程(10)，(34)，可得： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

22 2 2
0 1 0 1

2
1 1

3 23 3
0 1

3
0

2 2
1 1 0

2 ,
2 e e e e ,

e 3 e 3 e .

u a a e a a e
u a a

u a a a a a a

φ ξ φ ξ

φ ξ φ ξ φ ξ φ ξ

φ ξ φ ξ φ ξ

ξ

ξ λ µ λ

ξ

− −

− − −

− − −

 = + +
    ′′ = + + +    


= + + +

                        (35) 

将 ( ) ( ) ( )2, ,u u uξ ξ ξ′′ 和 ( )3u ξ 代入方程(22)中，并合并 ( )( ) ( )exp , 0,1,2,3,
n

nφ ξ− =  相同项的系数，

并令相同项系数为零，得到关于 0 1, , , , ,a a µ λ ω 的代数方程组： 
( )( )
( )( )
( )( )

( )

3 3
1 1

2 2 2
1 1 0 1

1 2 2 2
1 1 1 0 0 1 1

0
0 2 2 3

0 0 0 12

e : 2 2 0,

e : 3 6 3 0,

e : 2 6 6 0,

e : : 3 2 0.

a a

a a a a

a a a a a a a

G a a a a
G

φ ξ

φ ξ

φ ξ

ω λ

µ λ ω ω

ω ω λµ

−

−

−

 − =

 − − + =
 + − − − =
 ′  − − − + =   

                         (36) 
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解上述代数方程组，并结合方程(12)，方程(34)作如下讨论： 
情况一： 

0 1, 1, 2 .a aµ ω µ= − = ± =                                   (37) 

当
2 4 0, 0λ µ µ− > ≠  

( ) ( )
( )

2
2

2,1

4
4 tanh

2
ln .

2

c

u

λ µ
λ µ ξ λ

ξ µ
µ

 −
 

 
 
 
 
 
  
 

− − + −
 
 = − ±                     (40) 

当
2 4 0, 0λ µ µ− < ≠  

( ) ( )
( )

2
2

2,2

4
4 tanh

2
ln .

2

c

u

λ µ
µ λ ξ λ

ξ µ
µ

  −  − − + −
   = − ±  

 
  
 

                   (41) 

当 0, 0µ λ≠ ≠  

( ) ( )
( )( ) ( )( )2,3 ln .

sinh cosh 1
u

c c
λξ µ

λ ξ λ ξ

 
= −   + + + − 

                      (42) 

当
2 4 0, 0, 0λ µ µ λ− > = ≠  

( ) ( )
( )( )
( )2,4 2

2 2
ln .

c
u

c
λ ε

ξ µ
λ ξ

 + +
= − ± −  + 

                             (43) 

当
2 4 0, 0, 0λ µ µ λ− = = =  

( ) ( ) ( )2,5 ln .u cξ µ ξ= − ± +                                   (44) 

情况二： 

0 1, 1, 2 .a aµ ω µ= = ± = −                                   (45) 

当
2 4 0, 0λ µ µ− > ≠  

( ) ( )
( )

2
2

2,6

4
4 tanh

2
ln .

2

c

u

λ µ
λ µ ξ λ

ξ µ
µ

  −  − − + −
   = ±  

 
  
 

                    (46) 

当
2 4 0, 0λ µ µ− < ≠  

( ) ( )
( )

2
2

2,7

4
4 tanh

2
ln .

2

c

u

λ µ
µ λ ξ λ

ξ µ
µ

  −  − − + −
   = ±  

 
  
 

                    (47) 
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当 0, 0µ λ≠ ≠  

( ) ( )
( )( ) ( )( )2,8 ln .

sinh cosh 1
u

c c
λξ µ

λ ξ λ ξ

 
=   + + + − 

                       (48) 

当
2 4 0, 0, 0λ µ µ λ− > = ≠  

( ) ( )
( )( )
( )2,9 2

2 2
ln .

c
u

c
λ ε

ξ µ
λ ξ

 + +
= ± −  + 

                              (49) 

当
2 4 0, 0, 0λ µ µ λ− = = =  

( ) ( ) ( )2,10 ln .u cξ µ ξ= ± +                                   (50) 

其中 x y tε ω= + − ，c 为积分常数， ,µ λ实数， 0ω ≠ 。 

4. 数学实验与精确解的图形 

下面使用控制变量法，以解 ( ) ( )1,1u ξ 为例，做出 ( ) ( )1,1u ξ 取 1 23, 4, 5, 1, 2c cφ ϕ ω= = = = = 在 x-y-t 坐标

系下的 3D 图形如图(1)。 
 

 

Figure 1. ( ) ( )1,1u ξ the x-y-t of 3D figures 

图 1. ( ) ( )1,1u ξ 在 x-y-t 的 3D 图形 

 

( ) ( )1,1u ξ 取 1 23, 4, 5, 1, 2c cφ ϕ ω= = = = = 在 x-o-t 坐标系下(取 1y = )的图形如图(2)，在 x-o-y 坐标系下

(取 1t = )的图形如图(3)。 

( ) ( )1,1u ξ 取 1 23, 4, 5, 1, 2c cφ ϕ ω= = = = = 在 y-o-t 坐标系下(取 1x = )的图形如图(4)，在 x-y 坐标系下(取
1t = )的图形如图(5)。 

( ) ( )1,1u ξ 取 1 23, 4, 5, 1, 2c cφ ϕ ω= = = = = 在 x-t 坐标系下(取 1y = )的图形如图(6)，在 y-t 坐标系下(取
1x = )的图形如图(7)。 
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Figure 2. ( ) ( )1,1u ξ  the x-o-t (t = 1) of 3D figures 

图 2. ( ) ( )1,1u ξ 在 x-o-t (t = 1)的 3D 图形 
 

 

Figure 3. ( ) ( )1,1u ξ  the x-o-y (t = 1) of 3D figures 

图 3. ( ) ( )1,1u ξ 在 x-o-y (t = 1)的 3D 图形 
 

 

Figure 4. ( ) ( )1,1u ξ  the y-o-t (t = 1) of 3D figures 

图 4. ( ) ( )1,1u ξ 在 y-o-t (t = 1)的 3D 图形  
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Figure 5. ( ) ( )1,1u ξ  the x-y (t = 1) of figures 

图 5. ( ) ( )1,1u ξ 在 x-y (t = 1)的 3D 图形 
 

 

Figure 6. ( ) ( )1,1u ξ  the x-t (t = 1) of figures  

图 6. ( ) ( )1,1u ξ 在 x-t (t = 1)的图形  
 

 

Figure 7. ( ) ( )1,1u ξ  the x-t (t = 1) of figures 

图 7. ( ) ( )1,1u ξ 在 x-t (t = 1)的图形 
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实验结论：通过上述实验比较图(2)与图(4)，图(6)与图(7)发现(2 + 1)维 Boiti-Leon-Pempinelli 方程(1)
中三个变量 ,x y 对于精确解结构的影响一致，这也就是(1 + 1)维 Boiti-Leon-Pempinelli 方程被广泛研究的

原因。比较图(3)与图(2)、图(4)或者比较图(5)与图(6)、图(7)知道(2 + 1)维 Boiti-Leon-Pempinelli 方程(1)
变量 t 与变量 ,x t 对于精确解结构的影响不一致。因此，就可以在下一步的工作中对 (2 + 1)维
Boiti-Leon-Pempinelli 方程进行降低维数或者增加维数进行研究。 

5. 结论 

本文，给出 2

G
G
′ 

 
 

-展开法、F-展开法、 ( )exp -展开法、改进的 Kudryashov 方法、直接截断法，构建

偏微分方程的精确解文献综述共有 57 篇文献，同时给出了上述五种方法构建偏微分方程精确解的过程与

结果，另外使用 2

G
G
′ 

 
 

-展开法构建出了(2 + 1)维 Boiti-Leon-Pempinelli 方程的精确解 ( ) ( ) ( ) ( )1,1 1,6~u uξ ξ ，

这些解包括三角函数解，双曲函数解，有理函数解。使用 ( )exp -展开法构建出了 (2 + 1)维

Boiti-Leon-Pempinelli 方程的精确解 ( ) ( ) ( ) ( )2,1 2,10~u uξ ξ ，极大地丰富了(2 + 1)维 Boiti-Leon-Pempinelli 方程

的精确解。 
通过数学实验得到(2 + 1)维 Boiti-Leon-Pempinelli 方程中三个变量 ,x y 对于精确解结构的影响一致，

而变量 t 与变量 ,x y 对于精确解结构的影响不一致。下一步的工作将继续使用这些广义的函数展开法构

建分数阶偏微分方程或者随机偏微分方程的精确解。 
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