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Abstract 
For the homogeneous time fractional diffusion equation, the accuracy of the numerical method 
will decrease when the exact solution is not smooth enough. In this case, we consider a weighted 
Crank-Nicolson scheme (masked as weighted C-N scheme) and its correction. After correcting the 
first step of the weighted C-N scheme, the second-order time accuracy can be restored. Then we 
give the detailed convergence analysis, and numerical examples verify the effectiveness of the 
scheme. 
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摘  要 

对于齐次时间分数阶扩散方程，在精确解不光滑时，数值方法精度会下降。针对这种情况，本文提出加

权Crank-Nicolson格式(简记为加权C-N格式)及其修正格式，在精确解不光滑时，修正原格式的第1步后，
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可恢复方法的时间2阶精度。本文接着给出详细的收敛性分析，并且数值算例验证了方法的有效性。 
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1. 引言 

分数阶微分方程的数值方法的精度常依赖于精确解的光滑性。针对精确解不光滑的情况，许多学者

开始研究数值方法的修正格式，以保持离散格式的高精度。例如，Lubich [1] [2] [3]给出基于 1 阶和 2 阶

向后差分格式的两种修正方法，并给出收敛性分析。Yan [4] [5]考虑 L1 格式的修正格式，并提出基于分

段 2 次插值的新型离散格式，然后给出其修正格式。Tadjeran [6]提出分数阶扩散方程的 2 阶 C-N 格式，

Jin [7]接着考虑分数阶 C-N 格式的修正。在本文中，我们考虑齐次分数阶扩散方程的加权 C-N 格式，并

针对精确解不光滑的情况提出比较简单的修正方法，只需修正原格式的第 1 步，即可保持格式的 2 阶时

间精度。本文接着给出修正格式的收敛性分析，最后通过数值算例验证方法的有效性。 
本文考虑如下齐次分数阶扩散方程： 

( ) ( )
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( ) ( ) ( ) ( )
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其中 0 1α< ≤ ， ( )0 ,C
tD u x tα 是 Caputo 时间分数阶导数，其定义为： 
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算子 A 表示有界正则区域上的自伴正定二阶椭圆偏微分算子[4]，满足 

( ) { }11 ,    0 : arg ,  ,
2

z A C z z z zω ω ω−− π − ≤ ∀ ∈Σ = ≠ < ∈ π 
 

                    (3) 

其中

表示 2L 范数，记 ( )0 ,R

tD u x tα 为 Riemman-Liouville 导数，则有 ( )( ) ( )0 0 0, ,R C
tt

D u x t u D u x t
α α− = 。 

2. 加权 C-N 格式及其修正格式 

令 ( ) ( ) 0V t u t u= − ，则方程(1)可表示为： 

( ) ( )0 0, ,C
tD V x t AV x t Auα − =                                   (4) 

令τ 为时间步长， , 0,1, 2, , , 0n nt n n N t Tτ= = ≤ ≤ ，h 为空间步长， , 0,1, , ,i ix L ih i M L x R= + = ≤ ≤ 。

( )
0

:
n

j
t n n j

j
V t b Vα ατ −

−
=

∂ = ∑ 表示 ( )0 ,R
tD u x tα 的向后 Euler 卷积逼近，其生成函数为： 
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( ) ( )
0

1j
j

j
b b αξ ξ ξ

∞

=

= = −∑                                     (5) 

分数阶导数的逼近格式在 nt 时刻的时间精度为 1 阶，在
2nt
α τ− 时刻的时间精度为 2 阶，对 ( )AV t 在

nt 时刻和 1nt − 时刻作线性拉格朗日插值，可得
2nt
α τ− 时刻的逼近格式 11

2 2
n nAV AVα α − − + 

 
。带入方程

(4)，可得加权 C-N 格式： 

1
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0
1 ,   1, 2, ,

2 2

n
j n n

n j
j

b V AV AV Au n Nα α ατ − −
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∑                       (6) 

在精确解不光滑的情况下，加权 C-N 格式达不到 2 阶时间精度。我们对加权 C-N 格式(6)的第 1 步得

初值条件添加一个权系数 0c ，适当选取 0c 可使离散格式保持 2 阶精度，加权 C-N 修正格式如下： 
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                  (7) 

3. 加权 C-N 修正格式的收敛性分析 

为了证明加权 C-N 修正格式的收敛性分析，我们先给出 3 个引理。 
引理 1：定义式子： 
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                             (8) 

本文统一令 z τ∈Γ ， :z zτ ωτ
π Γ = ∈Γ ℑ ≤ ⊆ Σ 

 
 [1]，当权系数 0

1
2

c α−
= 时，则有： 

( ) 221z C zµ τ− ≤                                       (9) 

其中 C 为正常数。 

证明：令 w zτ= ， ( ) ( ) 1f w zµ= − ，则 ( )
0

lim 0
x

f w
→

= ， ( ) 00

1lim 0
2x

f w c α
→

−′ = + = ， ( )
0

lim 0
x

f w
→

′′ ≠ ，所

以 ( ) ( )21w O wµ − = ，即可证得 ( ) 221z C zµ τ− ≤ 。 

引理 2：定义式子： 

( ) ( ) 11K z z z A Aα −−= −                                    (10) 

1

1 e

1 e
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z

z

z
τ

τ
ατα α
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−

−
=
 − + 
 

                                   (11) 

则下式成立： 

( ) 1K z C z −≤                                        (12) 

( ) 1K z C zτ
−≤                                        (13) 
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其中

表示 2L 范数，C 为正常数。 

证明：令 w zτ= ，则 0w → 时， ( )z O wττ = ，所以 c z z C zττ τ τ≤ ≤ ，即 c z z C zτ≤ ≤ 。 
由引理 1 可得 ,z zαω ω∈Σ ∈Σ ，将 ,z zα 带入式(3)可得： 

( ) 1
z A C z αα − −− ≤                                      (14) 

( ) 1
z A C z αα
τ

− −− ≤                                      (15) 

且下式成立： 

( ) ( )1 1
z A A z z A Iα α α− −

− = − −                                 (16) 

带入式(10)即可证得式(12)和(13)： 

( ) ( ) 11 1K z z z z A I C zα α −− −= − − ≤                              (17) 

( ) ( ) 11 1K z z z z A I C zα α
τ τ τ τ

−− −= − − ≤                             (18) 

引理 3： ,z zα 分别由引理 1 和引理 2 定义，则下式成立： 

( ) ( ) 2K z K z C zτ τ− ≤                                    (19) 

证明：令 w zτ= ， ( ) ( )g w z zττ= − ，则 ( ) ( ) ( )
0 0 0

lim lim lim 0
x x x

g w g w g w
→ → →

′ ′′= = = ， ( )
0

lim 0
x

g w
→

′′′ ≠ ，( )0 1α< < ，

所以可得 ( ) ( )3g w O w= ，即： 

2 3z z C zτ τ− ≤                                        (20) 

由
1 22z z C z z z C zα αα α

τ τ τ− +− ≤ − ≤  ([8]引理 B.1)，且由式(16)及可得： 
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其中 ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 1
z A z A z z z A z Aα α α α α α
τ τ τ

− − − −
− − − = − − − ，即证得引理 3。 

为了给出收敛性分析，接下来我们分别借助 Laplace 变换和 Cauchy 积分公式，给出齐次分数阶扩散

方程(4)的精确解和加权 C-N 修正格式(7)的数值解。对方程(4)作 Laplace 变换可得： 

( ) ( ) 11
0V̂ z z z A Auα −−= −                                    (22) 

对式(21)作 Laplace 逆变换可得方程(4)的精确解： 

( ) ( ) ( )
11
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1 1e d e d

2 2
tz tzV t z z A Au z K z u z

i i
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Γ Γ
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π π∫ ∫                       (23) 
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其中 { }: argz z ωθΓ = = ⊆ Σ ， ,
2 1
α αθ

α
 ∈ + 

 [4]。 

考虑加权 C-N 修正格式(7)，式子两边同乘 nξ ，并关于 n 求和， 1, 2,n = ，令 ( )
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令 e zτξ −= ，由 Cauchy 积分公式及式(8)、(10)和(11)可得加权 C-N 修正格式的数值解： 
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定理 1  ( ) , n
nV t V 分别为 nt t= 时刻方程(4)的精确解和加权 C-N 修正格式(7)的数值解，则下式成立： 
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则可证得 ( ) 2 2
0

n
n nV t V C t uτ −− ≤ ，即权系数取 0

1
2

c α−
= 时，加权 C-N 修正格式为时间 2 阶精度。 
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4. 数值算例 

数值算例 1：考虑如下齐次分数阶扩散方程： 

( )

( ) ( )
( ) ( )
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0 2 2

1, 0,        0 1,   0
4

,0 sin 2 ,                   0 1

0, 1, 0,                   0

C
t
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u x x x

u t u t t T

α ∂
− = < < < ≤ π ∂

 = π < <
 = = < ≤

                        (31) 

该方程的精确解为 ( )
( )
( ) ( )

0
, sin 2

1

k

k

t
u x t x

k

α

α

∞

=

−
= π

Γ +∑ ，u 在 0t = 时不光滑。不同时间步长的误差如表 1

所示，不同α 下的误差与对应步长的对数关系如图 1 所示，其中空间步长取 410 , 1h T−= = ，统一取离散

误差为 2L 误差 ( ) N
NV t V− 。 

 
Table 1. 2L  error of weighted C-N scheme (6) and weighted C-N modified scheme (7) 
表 1. 加权 C-N 格式(6)和加权 C-N 修正格式(7)的 2L 误差 

τ  
0.1α =  0.5α =  0.8α =  

(a) (b) (a) (b) (a) (b) 

1/10 8.0376e−04 7.7824e−05 0.0023 3.0382e−04 0.0016 3.3967e−04 

1/20 4.0058e−04 1.8380e−05 0.0012 7.3746e−05 8.5045e−04 8.4019e−05 

1/40 1.9993e−04 4.4646e−06 5.9778e−04 1.8159e−05 4.3870e−04 2.0892e−05 

1/80 9.9870e−05 1.0964e−06 3.0039e−04 4.5010e−06 2.2271e−04 5.2043e−06 

1/160 4.9913e−05 2.6781e−07 1.5057e−04 1.1162e−06 1.1219e−04 1.2938e−06 

 
表 1 给出不同α 及不同时间步长取值下，两种方法所得的误差。方法(a)为加权 C-N 格式离散，方法(b)

为加权 C-N 修正格式离散，由表 1 可以看出，两种格式误差均收敛，且修正后的误差更小，方法更精确。 
 

 
 
Figure 1. The relationship between error and time step 
图 1. 误差与时间步长的关系 
 

图 1 给出不同 下误差与时间步长的关系，两坐标均为对数坐标，其中图 1(a)为加权 C-N 格式，图
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1(b)为加权 C-N 修正格式。正如理论证明的结果一样，加权 C-N 格式只有 1 阶时间精度，而修正后的格

式可达到 2 阶时间精度。 
数值算例 2：考虑如下齐次分数阶扩散方程： 

( )

( ) ( )
( ) ( )

2

0 2 2

1, 0,        0 1,   0
4

,0 1 ,                     0 1

0, 1, 0,                   0

C
t

uD u x t x t T
t

u x x x x

u t u t t T

α ∂
− = < < < ≤ π ∂

 = − < <
 = = < ≤

                        (32) 

该方程的精确解为 ( )
( )

( )( ) ( )( )2 2
3 3

1

8 1, 2 1 sin 2 1
2 1n

u x t E n t n x
n

α
α

∞

=

= − + π + π
π +
∑ ，u 在 0t = 时不光滑。取

0.1α = ，不同时间步长下的两种格式的误差和精度如表 2 所示。 
 
Table 2. Error and time accuracy of weighted C-N scheme (6) and weighted C-N modified scheme (7) 
表 2. 加权 C-N 格式(6)和加权 C-N 修正格式(7)的误差和时间精度 

  error(a) error(b) rate(a) rate(b) 

1/10 6.5328e−05 7.1457e−06 —— —— 

1/20 3.2639e−05 1.6780e−06 1.0011 2.0903 

1/40 1.6311e−05 3.9876e−07 1.0001 2.0732 

1/80 8.1575e−06 8.9321e−08 0.9996 2.1584 

1/160 4.0836e−06 1.3228e−08 0.9983 2.7554 

 

由表 2 可以看出，随着时间步长减小，两方法的误差均减小，但加权 C-N 格式只有 1 阶时间精度，

而修正格式的精度可达到 2 阶。 
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