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Abstract 

Based on the problem of tensor nuclear norm, a new robust principal component analysis model is 
established by substituting truncated nuclear norm for nuclear norm, and the convex optimization 
problem is solved by augmented Lagrange multiplier method. In the experiment of image denois-
ing, the robust principal component analysis model with truncated unclear norm has good denos-
ing effect. 
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摘  要 

基于张量核范数问题，用截断核范数代替核范数，建立一个新的截断核范数鲁棒主成分分析(Truncated 
Nuclear Norm Robust Principal Component Analysis, TNNRPCA)模型，并使用增广拉格朗日乘子法对

这个凸优化问题求解。在图像去噪的实验过程中，截断核范数的鲁棒主成分分析模型去噪效果好。 
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1. 引言 

随着稀疏与低秩知识的深入，主成分分析模型[1]对于低秩矩阵恢复潜力巨大，但由于主成分分析模

型中的特征值分解有一些局限性，并且在非高斯分布情况下，主成分分析模型得出结果可能并不是最优的。

Candès 等[2]将主成分分析推广到了鲁棒主成分分析(Robust Principal Component Analysis, RPCA) [3]模型。 
由于矩阵的秩非凸，且函数不连续，RPCA 构建的模型为一个 NP-Hard 的优化问题，不易求解。所

以引入核范数鲁棒主成分分析[4]，该算法对矩阵中的不同奇异值求和，优化时有相同的惩罚力度。但在

不同大小的奇异值中，前 r 个较大的奇异值在核范数中起了主要作用，所以核范数在图像去噪方面效果

仍不是特别理想，导致实际问题中求出的模型的次优解。为更精确刻画低秩的部分，Hu [5]等人提出截断

核范数的概念，构建截断核范数优化模型，弥补了核范数的不足，使求解后的张量数据恢复的更好。在

现有文献基础上，将矩阵鲁棒主成分分析方法运用于高维数据去噪，这种基于矩阵鲁棒主成分分析模型

的方法对于结构简单的高维数据，具有较好的去噪效果。因此我们在张量中的模型是基于张量奇异值分

解(Tensor Singular Value Decomposition, t-SVD) [6]和张量截断核范数的鲁棒主成分分析，它的目的是通过

求解一个目标为张量截断核范数与 1 范数加权组合的模型，可以精确地恢复一个被稀疏误差损坏的低秩

张量。 

2. 预备知识 

定义 1 [7] 张量 1 2 3n n n× ×∈ 的核范数记为
∗

 ，表示所有正面切片核范数的平均值，即： 

( )3
1

3

1: n i
i A

n =∗ ∗
= ∑                                   (1) 

定义 2 [8] 张量 1 2 3n n n× ×∈ 的截断核范数记为 r ，被定义为： 

( )
T

T

maxr tr
∗ ∗ =

∗ =

= − ∗ ∗
  
  

                                  (2) 

其中 1 3n r n× ×∈ ， 2 3n r n× ×∈ 是由 t-SVD 生成的，其中和分别为 t-SVD 中的  和 在第二维度中

的前 r 列。 
定义 3 [7] 已知 1 2 3

0
n n n× ×∈ 可以进行 t-SVD，要使得 0 满足带有参数 µ 的张量非相干条件，则需

满足： 
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和 

3
1 2 2

r
n n n
µ∗

∞
∗ ≤                                    (5) 

定理 1 [1] 设 1 2 3n n n× ×∈ 的 t-SVD 为： 
∗= ∗ ∗                                        (6) 

1 1 3 2 2 3,n n n n n n× × × ×∈ ∈   是正交的， 1 2 3n n n× ×∈ 是 f-对角张量。 
引理 1 [8]已知张量 1 2 3n n n× ×∈ 的 t-SVD 为 ∗∗ ∗   ，奇异阈值算子定义为： 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) { }( ) 31

, ifft ,

max ,0 , 1,2, ,t t r
diag i n

τ τ τ τ

τ σ τ
≤ ≤

= ∗ ∗ =
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                       (7) 

3. 截断核范数的鲁棒主成分分析 

3.1. 模型的建立 

已知一个数据张量 1 2 3n n n× ×∈ ，假设张量可以通过 t-SVD 分解成低秩分量 1 2 3
0

n n n× ×∈ 和稀疏分量

1 2 3
0

n n n× ×∈ ，核范数鲁棒主成分分析模型如下式所示： 

1,
min , s.t.λ

∗
+ = +

 
                                 (8) 

其中 ( )1 2 31 max ,n n nλ = 。 

式(8)中，
∗

 为张量的核范数，根据张量的奇异值分解，在核范数最小化问题中，所有的奇异值

同时被最小化，这样不能对原始张量进行很好地秩估计。为了保证数据不被过多丢失，增强模型鲁棒性，

用截断式核范数代替核范数，构建了基于张量截断核范数与 1 范数的鲁棒主成分分析模型，如式(9)所示： 

1,
min , s.t.r λ+ = +
 

                                 (9) 

3.2. 模型的求解 

根据定义 2 且引入辅助变量 1 2 3n n n× ×∈ ，得到优化问题(9)的如下形式： 

( )T
1min s.t. ,l lX

X Tr λ
∗
− + = = +                         (10) 

对式(10)构建增广拉格朗日函数： 
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其中张量 1 2,  为拉格朗日乘子，惩罚系数 0µ > 。 
使用交替方向法迭代更新张量 1 2, , , ,     和惩罚系数 µ 。求解目标函数的详细流程如下： 
固定 1, 2,, , ,k k k k    ，更新 1k+ ： 
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根据引理 1，(12)式可以化简为： 

( )1 1 1 2
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k k k k k
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                                  (13) 

固定 1 1, 2,, , ,k k k k+    ，更新 1k+ ： 
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通过软阈值收缩算子，可以转化为： 

1 1 1,
1

k

k k kλ
µ µ+ +
 

= − − 
 

                                    (15) 

固定 1 1 1, 2,, , ,k k k k+ +    ，更新 1k+ ： 

( ) 2T
1 2 1 1arg min ,

2k l l k k k FTr µ
+ + += − + − + −


                        (16) 

(16)式为关于的二次项，令其导数为 0，可得到闭式解。去掉无关项得： 

( ) 2T
1 2 1arg min , ,
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                      (17) 

求导： 
T

2 1 0l l k kµ µ +− + − − =                                   (18) 
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更新 1 1k+ ， 2 1k+ ：  
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4. 实验 

实验将本文模型与 TRPCA、TNNR、SNN 这 3 个模型作比较，选取图片大小 321 481 3× × ，椒盐噪

声为 20%的彩色图片。通过对比彩色图片的恢复情况，得到张量去噪模型的恢复效果。下面列出在单张

彩色图片上这四种模型恢复上的效果，如图 1 所示。同时为了准确评估算法之间恢复的效果，采用峰值

信噪比(Peak Signal-to-Noise Ratio, PSNR)来衡量四种模型在相同噪声情况下数据的高低，其中 PSNR 越

高，噪声数据恢复的效果越好，数据如表 1 所示。 
 

 
原始图片           噪声图片            TRPCA             TNNR              SNN            TNNRPCA 

Figure 1. Comparison of denoising effects of different methods 
图 1. 不同方法去噪效果对比 
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Table 1. Data denoised by each algorithm 
表 1. 各算法去噪后的数据 

算法 PSNR Time(s) Iteration Error 

TRPCA 22.09 364.42 463 0.16 

TNNR 23.60 170.42 432 0.14 

SNN 26.40 86.51 213 0.12 

TNNRPCA 30.87 43.13 142 0.11 

5. 结论 

当初始条件相同时，通过图 1 得出，TRPCA、TNNR、SNN 模型恢复出来的彩色图片与原始彩色图

片有一定区别。而本文模型对张量数据的恢复更接近于原始彩色图片，即说明使用截断核范数的方法可

以有效去除较大奇异值对于噪声产生的不良影响。通过表 1 数据显示，在相同噪声情况下，本模型 PSNR
要高于其他模型，同时在迭代次数以及迭代时间上都优于其他模型，实验结果证明本文所建模型的有效

性和可行性。总体上来说，TNNRPCA 能够比较准确地恢复出彩色图片。 
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