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Abstract 
In this paper, we discuss the stability for a class of nonlinear differential systems by using integral 
inequalities. 
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摘  要 

由一类积分不等式推导给出一类非线性时滞微分系统Lipschitz稳定性判断准则。 
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1. 准备工作 

定义 1 [1]：若时滞微分方程中未知函数的最高阶导数含有两个不同的变元值，称之为中立型时滞微

分方程； 

考虑时滞微分系统： ( ) ( ) ( )( )d , , ,
d
x f t x t x t x t
t

τ τ= − −                                       (1.1) 

其中 nx R∈ ， ( )1 2, , , my col x x x=  ， ( )1 2, , ,m m nz col x x x+ +=  ， ( ),x col y z= ， ( ),0,0,0 0f t ≡ ， 0τ ≥ 为常

数，给定初始函数： 

( ) ( )x t tϕ= ， ( ) ( )x t tϕ=    [ ]
0 0 0,tt E t tτ∀ ∈ = − 连续可微                  (1.2) 

我们总假定(1.1)满足初始条件(1.2)的解存在唯一，并用 ( )0, ,x t t ϕ 表示(1.1)满足条件(1.2)的解。 
定义 2 [2]：称(1.1)的平凡解关于部分变元 y 是 Lipschitz 稳定的，如果存在常数 ( )0 0M t > 和 ( )0 0tδ > ，

使当 ϕ ϕ δ+ <  (对
0t

t E∀ ∈ )时，有： ( ) ( ) ( )( )0 0 0; , ; ,y t t y t t M tϕ ϕ ϕ ϕ+ ≤ +  于 0 0t t≥ ≥ 成立，简记

为 LS； 
定义 3 [3] [4]：称(1.1)的平凡解关于部分变元 y 是一致 Lipschitz 稳定的，若定义 2 中的 M 和δ 均与 0t

无关，简记为 ULS； 
引理 1：设如下条件于 0t ≥ 成立 
(I)：常数 0c > ； 

(II)：

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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0 0
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I Mt s
i m m

i m
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+

=

=
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= =

≤ + +
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 +   
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∑∫ ∫

∑∫ ∫

∑∫ ∫

∑ ∑∫ ∫ ∫

∑ ∑∫ ∫ ∫

 

其中： ( )u t ， ( )a t ， ( ) ( )1,2, ,ib t i I=  ， ( ) ( ) ( ), 1, 2, ,j jc t d t j J=  ， 

( ) ( ) ( ), 1, 2, ,k ke t f t k K=  ， ( ) ( ) ( ), 1, 2, ,l lg t h t l L=  ， 

( ) ( ) ( ), 1, 2, ,m mp t q t m M=  均为 R+ 上非负连续函数， 

且： ( )1,2, ,i i Iα =  ， ( )1,2, ,k k Kβ =  ， ( )1,2, ,m m Mγ =  均为大于 1 的常数， 1 21 Iα α α≤ ≤ ≤ ≤ ，

1 21 Kβ β β≤ ≤ ≤ ≤ ， 1 21 Mγ γ γ≤ ≤ ≤ ≤  
令： ( )max , ,I K Mα α β γ= ， ( )1 1 1min , ,α α β γ=  
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(III) 设
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0
1 1 1

0 0 0 0
1 1 1 1

d 2 d

d d d d

I J Kt t
i j j k k

i j k

I L I Mt s t s
i l l i m m

i l i m

A t a t b t c t d s s e t f s s

b t g s h s b t p s q sσ σ σ σ

= = =

= = = =

= + + +

+ +

∑ ∑ ∑∫ ∫

∑ ∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0 0
1 1 1 1

0 0
1 1

d d d

2 d d

I K I Lt t s
i k k i l l

i k i l
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σ σ

σ σ

= = = =
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+

∑ ∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫

∑ ∑∫ ∫
 

( ) ( ) ( )
0 0

1
d d

Mt s
m m

m
C t p s q sσ σ

=

= ∑∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )( )1 0 0
1 exp d d

t
E t c B C A

ταα τ τ α σ σ τ= − +  ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )
0

1
d

J t
j j

j
F t a t c t d s s

=

= +∑ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0
1 1

0 0
1 1

Щ Щ d

d

i k

i

I K t
i k k
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I Lt s
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G t b t e t f s s

b t N g s h

α α β α

α α σ σ

− −

= =

−

= =

= +

+

∑ ∑ ∫

∑ ∑∫ ∫
 

( ) ( ) ( )
0

1
Щ dm

M t
m m

m
H t p t q s sγ α−

=

= ∑ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )( )2 0 0
1 exp d d

t
E t c G H F

ταα τ τ α σ σ τ= − +  ∫ ∫  

且 ( )
0

dA s s
+∞

< +∞∫ ， 

( )1 0E t > ， ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

10 0
1 1 exp d d 0

t s
c B s E s A sα αα α τ τ

− 
− − > 

 
∫ ∫  

( )2 0E t > ， ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

20 0
1 1 exp d d 0

t s
c G s E s F sα αα α τ τ

− 
− − > 

  
∫ ∫  

则有： ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1 1

20 0 0
exp d 1 1 exp d d

t t s
u t c F s s c G s E s F s

α
α αα α τ τ

−
−− 

≤ ⋅ − − 
  

∫ ∫ ∫  

注：该引理已在文献[5]中证明。 

2. 一类非线性时滞微分系统的稳定性 

考虑如下微分系统： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }( )0 0

d , , , , , d d
d

t sx A t x t f t x t t h s x s s g x s
t

δ δ σ σ δ σ σ = + − − − ∫ ∫       (2.1) 

其中： ( ) ( )( )ij n n
A t a t

×
= ， ,n n n nf C I R R R R ∈ × × ×   

,n n n nh C I R R R R ∈ × × × ， ,n n ng C I R R R ∈ × ×   
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( )00 tδ δ δ< ≤ ≤ ， ( )A t 有界， ( ),0,0,0 0f t = ， ( ) ( )x t tϕ= ，于 0tδ− ≤ ≤  
由引理 1，可得与系统(2.1)的解等价的积分系统的解： 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }( )0 0 0

,0 0

, , , , , , d d d
t s

x t Y t

Y t s f s x s s h x g x s
τ

ϕ

δ τ τ δ τ σ σ δ σ σ τ

=

 + − − − ∫ ∫ ∫
        (2.2) 

主要结论：对于系统(2.1)而言，假设下列条件于 0t ≥ 时成立： 
1) ( ) ( )( ), expY t s r t s≤ − ， ( )0t s≥ ≥ ， 0r ≤  

2) 

( )( ) ( )( ) ( )( ){ }( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )
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i
i
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a t x t t b t x t t

c t r t s d s x s s s
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β
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α
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δ

δ

δ σ σ δ σ σ

δ

+

=

=

+
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= =

=

 − − − 

≤ − + −

+ − −
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+ − −

∫ ∫

∑

∑ ∫

∑ ∫

∑ ∑∫ ∫

∑ ( ) ( ) ( )( ) 1

0 0
1

d dm
Mt s

m m
m

p s q x s
γ

σ σ δ σ σ
+

=

−∑∫ ∫

 

3) 其中 ( )a t ， ( ) ( )1,2, ,ib t i I=  ， ( ) ( ) ( ), 1, 2, ,j jc t d t j J=   

( ) ( ) ( ), 1, 2, ,k ke t f t k K=  ， ( ) ( ) ( ), 1, 2, ,l lg t h t l L=  ， 

( ) ( ) ( ), 1, 2, ,m mp t q t m M=  如[6]中定理 3.1.1 所设，且单调不增。 

4) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 0
1

d
J t

j j
j

F t M a t M c t d t t
=

= + ∑ ∫ 且 ( )
0

dF s s
+∞

< +∞∫  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 0
1 1

2 0 0
1 1

e Щ e Щ d

e d

i i k k

i i

I K trt rs
i k k

i k
I Lt srt

i l l
i l

G t M b t M e t f s s

M b t N g s h

α α α β β α

α α α σ σ

− −

= =

−

= =

= +

+

∑ ∑ ∫

∑ ∑∫ ∫
 

( ) ( ) ( )2 0
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m m
m

H t M p t q s sγ γ α−

=

= ∑ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )( )0 0
1 exp d d

t
E t c G H F

ταα τ τ α σ σ τ= − +  ∫ ∫  

( ) 0E t > ，且， ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

0 0
1 1 exp d d 0

t s
c G s E s F sα αα α τ τ

− 
− − > 

  
∫ ∫  

( ) ( ) ( )( )
1

0 0
exp d d

s
G s E s F sα α τ τ

−∞
< ∞∫ ∫  其中Щ如[7] [8] [9]中引理所设 

则系统(2.1)的零解在 1C 中一致 Lipschitz 渐近稳定。 
证明：由系统(2.1)的等价系统(2.2)： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }( )0 0 0
,0 0 , , , , , , d d d

t s
x t Y t Y t s f s x s s h x g x s

τ
ϕ δ τ τ δ τ σ σ δ σ σ τ = + − − − ∫ ∫ ∫  
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由条件 1)，2)，得到： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
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δ
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+
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               (2.3) 

于是有： 
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令 ( ) ( ) e rtu t x t −= ，由
( )( ) ( )e e er t t r trt δ δ− − −− = ⋅ ，注意到 ( )tδ δ≤ ，故可设 ( )

1
0
sup e r t

t
Mδ−

≤ <+∞
= < +∞，由此

可得： 
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令： ( )1
0

sup
t

t
δ

ϕ ϕ
− ≤ ≤

= ， ( ) 1
2

0
sup i

t
t

α

δ
ϕ ϕ

+

− ≤ ≤
=  
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( ) 1
3

0
sup k

t
t

β

δ
ϕ ϕ

+

− ≤ ≤
= ， ( ) 1

4
0

sup m

t
t

γ

δ
ϕ ϕ

+

− ≤ ≤
=  

{ }1 2 3 4 2 4max , , , ,ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ=  

令： ( ) ( )( ){ }1

1

max ,max , 0

0

u t
u t

t

ϕ ξ ξ

ϕ δ

 ≤ ≤= 
− ≤ ≤

 

显然 ( )u t 单调不减，且由 ( )u t 的定义，有 ( )( ) 1u t tδ ϕ− ≤ ，因此： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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         (2.6) 

其中 { }1 1 1 1
2 1 1 1 1 1max , , , ,i k m i mM M M M M Mα β γ α γ+ + + + +=  

注意到定理条件，由引理可得; 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1 1

0 0 0
exp d 1 1 exp d d

t t s
u t c F s s c G s E s F s

α
α αα α τ τ

−
−− 

≤ ⋅ − − 
  

∫ ∫ ∫  

其中： c ϕ= ，注意到 ( )u t 的定义，可得： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1 1
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e exp d 1 1 exp d d

t t srtx t F s s c G s E s F s
α

α αϕ α α τ τ
−

−− 
≤ − − 

  
∫ ∫ ∫  

注意到定理的条件，有如下事实： 

0r < ， ( )
0

dF s s
+∞

< +∞∫ ， ( ) 0E t > ， 1α ≥  

( ) ( ) ( ) ( )( )
1

0 0
1 1 exp d d 0

t s
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− 
− − > 

  
∫ ∫ ，且有： 

( ) ( ) ( ) ( )( )
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− − < 

  
∫ ∫ ，于是令： 
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1
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0
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α
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−
−− 
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≤

∫ ∫ ∫

∫

 

于是，对一切 0t ≥ 时，有 ( )0lim , 0
t

M t t
→∞

= 一致的成立。于是，可得结论成立。 
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