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Abstract 
In this paper, the stochastic SIQS model with saturating contact rate is characterized and dis-
cussed. The study shows that the dynamics of the model can be determined by a threshold para-
meter SR0 . Moreover, by constructing suitable Lyapunov functions, we prove that the disease will 

die out when SR0 1< ; while SR0 1> , the disease will be persistent. At the same time, a sufficient 
condition for the existence of stationary distribution is obtained. Finally, the reasonability of the 
theoretical results is confirmed by numerical simulations. 

 
Keywords 
SIQS Epidemic Model, Saturating Contact Rate, Extinction, Persistence, Stationary Solution 

 
 

具有饱和接触率的随机SIQS流行病模型的阈值

动力学 

许  洁，张天四 

上海理工大学理学院，上海 
 

 
收稿日期：2019年11月10日；录用日期：2019年11月15日；发布日期：2019年11月22日 

 
 

 
摘  要 

本文描述和讨论了具有饱和接触率的随机SIQS模型。研究表明，可以通过一个阈值参数 SR0 来确定模型
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的动力学。并且通过建立合适的李雅普诺夫函数，我们证明了当 SR0 1< ，疾病将灭绝；而 SR0 1> ，疾病

将持续存在。同时得到了平稳分布存在的一个充分条件。最后，数值模拟被用来阐述理论结果的合理性。 
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1. 引言 

传染病不仅严重威胁人类健康，还给人们带来身体上的痛苦。因此，了解它们的传播机制对控制或

根除流行病来说至关重要。自从 Kermack 和 Mckendrick 提出 SIR 流行病模型[1]以来，许多学者就其理

论研究了各种流行病模型[2] [3] [4] [5]。他们的基本思想是将人群分为易感，感染和康复个体三部分，在

t 时间的数量分别用 ( ) ( ),S t I t 和 ( )R t 表示，然后通过建立仓室数学模型对传染病进行定性分析。我们知

道没有一种模型是能解决所有问题的，具体问题需要具体分析。隔离是控制霍乱，斑疹伤寒，黄热病，

结核病，麻疹，腮腺炎，口蹄疫等疾病传播的最有效方法之一。特别地，对于某些病毒性疾病和细菌性

疾病，康复后的人们是没有永久性免疫力的。因此，研究 SIQS (易感–感染–隔离–易感)传染病模型[6]
很有意义。 

在建立模型时，我们需要认真考虑影响模型动态行为的因素，例如媒体报道，信息干预，发病率和

环境干扰等。其中，发病率函数是医务人员单位时间内监测新增病例数的指标，在疾病研究中很值得重

视。1993 年，Heesterbeek 和 Metz 推导了以下饱和接触率[7] 

( ) ,
1 1 2

bNC N
bN bN

=
+ + +

 

容易看出 ( )C N 是关于 N 的非递减函数，而
( )C N
N

是关于 N 的非递增函数。与双线性和标准发病率 

相比，该发病率函数的优势在于考虑了总人口的行为变化、避免了无限的接触率，同时它也被广泛用于

研究疾病。例如，马知恩等人[8]研究了具有饱和接触率的 SEIR 流行病模型的全局动力学，他们证明了

平衡解的全局稳定性；蓝桂杰等人[9]考虑了具有饱和接触率的 SIS 流行病模型，并显示了确定性模型的

动力学以及随机解的平稳分布和灭绝。受以上文章的启发，本文考虑具有上述定义的饱和接触率的 SIQS
模型： 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )
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( )( ) ( ) ( )
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µ γ ρ
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δ µ µ ρ


= − − + +
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这里 ( ) 1 1 2h N bN bN= + + + ，总人口 N 被分为三类且 N S I Q= + + 。S 是易感人群的数量，I 是受感染

人群的数量，Q 是被隔离人群的数量。A 是由于出生或移民等原因导致的招募率； µ 是人口的自然死亡

率；β 表示单位时间内由于人与人接触造成的感染率；γ 和 ρ 分别是 ( )I t 和 ( )Q t 恢复并重新进入 ( )S t 的

速率； 1µ 和 2µ 分别是感染和隔离个体的因病死亡率；δ 是 ( )I t 中直接被隔离进入 ( )Q t 的隔离率。通常

假定模型中所有参数均为非负数。我们利用再生矩阵[10]的方法可以推出系统(1)的基本再生数为 

( )
0

1+

AR
Ah

β

µ µ µ δ γ
µ

=
 

+ +  
 

，再根据[9]中的理论可知系统(1)具有以下特性：当 0 1R < ，无病平衡点

0 ,0,0AE
µ

 
=  
 

是全局渐近稳定的；否则无病平衡点不稳定。此外，当且仅当 0 1R > 时，系统有唯一的地

方病平衡点 *E 且是局部渐近稳定的。 
实际上，任何系统都不可避免地会受到环境白噪声的影响。因此，研究随机流行病模型比单纯地研

究确定性模型更可靠。作为模型(1)的扩展，我们通过用 ( )dB tβ σ+ 替换参数 β 来引入随机效应，其中 ( )B t
定义在全概率空间 ( ), ,FΩ Ρ 上，其过滤子{ } 0t t

F
≥
满足通常条件(即它不断增加且右连续， 0F 包含 P 中所有

空集)， 2σ 是环境白噪声的强度。故随机 SIQS 模型描述如下： 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

1

2

d d d ,

d d d ,

d d .  

S t I t S t I t
S t A S t I t Q t t B t

h N t h N t

S t I t S t I t
I t I t t B t

h N t h N t

Q t I t Q t t

β σ
µ γ ρ

β σ
µ µ δ γ

δ µ µ ρ

  
 = − − + + −    

   = − + + + +   

 

 = − + +

           (2) 

2. 预备知识 

在本节中，我们介绍一些已知的符号、定义、引理和关于随机微分方程的一些基本理论，用于后面

解决问题。首先，我们定义 { }3 0,  1, 2,3ix i+ = > = 和 ( )0,+ = ∞ 。对于 [ )0,+∞ 上的可积函数 χ ，令 

( ) ( )
0

1 d
t

t s s
t

χ χ= ∫ 。 

定义 2.1 如果 ( )liminf 0 a.s.
t

I t
→∞

> ，则系统(2)被认为具有持久性。 

引理 2.2 令 [ )( )+0, ,g C∈ ∞ ×Ω  和 [ )( )0, ,G C∈ ∞ ×Ω  。如果对于所有 0t ≥ ，存在两个实数 0 0λ ≥ 和

0λ > 使得 

( ) ( ) ( )0 0
ln d

t
g t t g s s G tλ λ≥ − +∫ 和

( )
lim 0  a.s.
t

G t
t→∞

= , 

则 ( ) 0liminf  a.s.
t

g t
λ
λ→∞

≥ 。 

接下来，我们介绍一些与平稳马尔可夫过程有关的内容。通常，考虑 n 维随机微分方程 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) 0
1

d , d , d ,   ,
n

r r
r

x t f x t t t g x t t B t t t
=

= + ∀ ≥∑                      (3) 

初始值为 ( )0 0
nx t x= ∈ 。 ( )B t 是定义在全概率空间 ( ), ,FΩ Ρ 上的 n 维标准布朗运动。根据随机微分方
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程的定义，方程(3)等效于以下随机积分方程 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
0 0

0 0
1

, d , d ,   .
nt t

r rt t
r

x t x f x s s s g x s s B s t t
=

= + + ∀ ≥∑∫ ∫                  (4) 

引理 2.3 假设向量 ( ) ( ) ( )1, , , , , ,nf x t g x t g x t  ( )0 , nt t x≥ ∈ 是 ( ),x t 的连续函数，并且是独立的，则

对于某些常数 B，以下条件在 GU ( )0G∀ > 中均成立： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

1

i   , , , , ;

ii   , , 1 ;

n

r r
r

n

r
r

f x t f y t g x t g y t B x y

f x t g x t B x

=

=

− + − ≤ −

+ ≤ +

∑

∑
                   (5) 

并且在 n
 中存在具有以下性质的函数 ( ) 2V x C∈ ， 

( ) 0V x ≥ 和 ( )sup    asG
x G

LV x M G
>

= − → −∞ →∞，                     (6) 

其中 2C 表示 n
 中关于 x 是两次连续可微的函数类。进一步假设至少有一个 nx∈ 使得过程 ( )xX t 是正

规的，则系统(4)存在一个解是平稳马尔可夫过程。 
注 1. 条件(5)可以由系统(4)解的全局存在来代替(根据[11]的注释 5)。 
注 2. 条件(6)可以用较弱的条件 ( ) 1LV x ≤ − 来代替(请参见[12]的第 4 章)。 

3. 全局正解的存在唯一性 

定理 3.1 对于任何给定的初始值 ( ) ( ) ( ) ( )( ) 30 0 , 0 , 0X S I Q += ∈ ，当 0t ≥ 时，模型(2)存在唯一解

( ) ( ) ( ) ( )( ), ,X t S t I t Q t= 并且该解以 1 为概率存在于 3
+ 中。 

证明：由于系统(2)的系数满足局部 Lipschitz 条件，那么对于任何初始值 ( ) 30X R+∈ ，系统(2)在 [ )0, eτ

上具有唯一的局部解 ( )X t ，其中 eτ 是爆破时间。为了验证这个解是全局的，我们只需要证明  a.s.eτ = ∞ 。 

现在让 0 0k > 足够大使得 ( )X t 属于区间

3

0
0

1 , k
k
 
 
 

内。对于每个 0k k≥ 的整数，将停时 kτ 定义为 

[ ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }1inf 0, : min , , ,  max , ,k et S t I t Q t S t I t Q t k
k

τ τ = ∈ ≤ ≥ 
 

。 

令 inf ∅ = ∞  (∅表示空集)。显然 kτ 随着 k 的增加是递增的。令 lim kk
τ τ∞ →∞

= ，则 kτ τ∞ ≤ 。如果  a.s.τ∞ = ∞  

是合理的，那么  a.s.eτ = ∞ 。假设这个陈述是假的，那么存在一对常数 0T > 和 ( )0,1ε ∈ 使得 ( )Tτ ε∞ ≤ > 。

因此，存在一个整数 1 0k k≥ 使得 ( ) 1,k T k kτ ε≤ > ∀ ≥ 。 
定义 2C 函数 V： 3

+ → 为 

( ) ( ) ( ) ( ), , 1 ln 1 ln 1 ln .V S I Q S S I I Q Q= − − + − − + − −  

运用伊藤公式，我们可得 

( ) ( )
( )

d , , d d ,
S I

V S I Q LV t B
h N

σ −
−  

这里 
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( ) ( ) ( ) ( )
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≤ + + + + + + + + +

≤ + + + + + + + + +

≤ + + +
2

1 2 2

.
b

K

σδ γ µ ρ+ + + + +



 

并且 K 是一个正常数。从而， 

( ) ( )
( )

d , , d d .
S I

V S I Q K t B
h N

σ −
≤ −  

对于任何 0k k≥ ，将上述不等式两边分别从 0 到 k Tτ ∧ 进行积分并取期望值 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

0

, ,

0 , 0 , 0 d

0 , 0 , 0

.

k

k k k

T

EV S T I T Q T

V S I Q K t

V S I Q KT

τ

τ τ τ
∧

∧ ∧ ∧

≤ +

≤ +

< ∞

∫  

设 { }k k TτΩ = ≤ ，则 ( )k εΩ ≥ 。注意，对于每个 kω∈Ω ， ( ) ( ) ( ), , , , ,k k kS I Qτ ω τ ω τ ω 中至少有一个等于 

k 或
1
k
，因此 

( ) ( ) ( )( )

( )

0 , 0 , 0

1 1min 1 ln , 1 ln

1 1min 1 ln , 1 ln .

k

V S I Q KT

T k k
k k

k k
k k

τ

ε

+

 ≥ ≤ − − − − 
 

 ≥ − − − − 
 

  

让 k →∞，则 

( ) ( ) ( )( )0 , 0 , 0 .V S I Q KT∞ > + = ∞  

这是矛盾的，因此我们有τ∞ = ∞，即证。 
注 3. 由于模型(2)具有唯一的全局正解,且总人口满足 ( )( ) ( )1 2 d d dA N t N A N tµ µ µ µ− + + ≤ ≤ − 。 

这表明 ( ) 3

1 2

, , : A AS I Q N
µ µ µ µ+

 
Γ = ∈ ≤ ≤ 

+ + 
 是系统(2)的正不变集，即如果 ( )0X ∈Γ，那么对于 

任意 0t ≥ ， ( )  a.s.X t ∈Γ 。从生物意义上讲，我们只考虑有界集 Γ中系统(2)的疾病动态行为。 

4. 疾病的灭绝及持续存在 

随机模型中，我们关注的是噪声扰动下的灭绝与持久。在确定模型中，我们知道基本再生数 0R 是确
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定疾病状态的阈值。自然地，联想到随机模型的动态行为可以用某个阈值控制吗？下面我们就讨论这个

问题并定义相应的随机阈值如下所示： 

0

2 2

1
2 2

.

2

s AR

A Ah
Ah

β

σµ µ µ δ γ
µ

µ
µ

=
 
    + + + +      
  

  

 

定理 4.1 对任意 ( )0X ∈Γ，令系统(2)的一个解为 ( ) ( ) ( ) ( )( ), ,X t S t I t Q t= ，则 

(I) 当 0 1sR < 且 2

Ah

A

βµ
µ

σ

 
 
 ≤ 时，则 

( ) ( )
2 2

1 0
2 2

ln
limsup 1 0  a.s.,

2

s

t

I t A R
t Ah

σµ µ δ γ
µ

µ

→∞

 
 
 ≤ + + + + − <
  
  

  

 

(II) 当
( )

2
2

1

max ,
2

Ah

A

βµ
µ βσ

µ µ δ γ

  
    >  

+ + + 
  

，则 

( ) ( )
2

12

ln
limsup 0  a.s.,

2t

I t
t

β µ µ δ γ
σ→∞

≤ − + + + <  

这意味着 ( )I t 将指数趋于零，即疾病会消失。此外， 

( )

( )

lim     a.s.,

lim 0     a.s..

t

t

AS t

Q t
µ→∞

→∞

=

=  

证明：由题意可知 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

1 2d ln d d
2

d d ,

S S SI t t B
h N h Nh N

S St B
h N h N

β σ σµ µ δ γ

σϕ

 
= − + + + − + 
  
 

= +  
 

               (7) 

这里 ( ) ( )
2 2

12
xx xσϕ β µ µ δ γ= − + − + + + 。

 假设(I)成立。注意 ( )xϕ 在 20,x β
σ

 ∈   
上是单调递增的并且 2

Ah

A

βµ
µ

σ

 
 
 ≤ ，我们可得 

( ) ( ) 20 S N A
h N h N Ah

β
σµ

µ

< ≤ ≤ ≤
 
 
 

. 
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那么， 

( ) ( )
d ln d d .A SI t t B

h NAh

σϕ
µ

µ

 
 
 ≤ +
  
  

  

 

上述不等式两边同时从 0 到 t 积分并除 t 得
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∫                         (8) 

这里 ( ) ( )
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0
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t S
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θ
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θ

= ∫ 。通过局部鞅的强大数定律，我们推出
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t
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t→∞

= 。因为 0 1sR < ， 

不等式(8)变为 
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A A
Ah

A Ah
Ah

β σϕ µ µ δ γ
µ µ µ
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 + + + − <
  
  

  

 

假设(II)成立，由等式(7)我们得到 
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( ) ( )

( )
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2 2
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2
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12 20

2
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ln ln 01 d
2
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S I M t
t t th N
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β σµ µ δ γ θ
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σ σθ
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∫

∫
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       (9) 
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因为
( )

2
2

1

max ,
2

Ah

A

βµ
µ βσ

µ µ δ γ

  
    >  

+ + + 
  

，不等式(9)变为 

( ) ( )
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β µ µ δ γ
σ→∞

≤ − + + + <  

而且 

( )lim 0  a.s..
t

I t
→∞

=
 

由系统(2)的前两个方程可得 
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µ µ ρ µ µ ρ

+ = − − + + +

 
= −  + + + + 

 

因此 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2

1
0 0 0

2

1
2

2
1

2

0 0 0

d d d

.

t t t

S t S I t I Q t Q
t t t

A S I I
t t t

A S t I t

A S t I t

ρ
µ µ ρ

µ µ δµ ρδθ θ θ θ θ θ
µ µ ρ

ρδµ µ µ δ
µ µ ρ

δ µ µ
µ µ µ

µ µ ρ

− − −
+ +

+ +

+ +
= − − +

+ +

 
= − − + + −  + + 

 +
= − − + +  + + 

∫ ∫ ∫
 

且 

( ) ( )
( ) ( ) ( )21

2

,
tAS t I t

t
δ µ µ ψµ µ

µ µ µ µ µ ρ
 ++

= − + +  + + 
                    (10) 

这里
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )

2

0 0 01 S t S I t I Q t Qt
t t t t

ψ ρ
µ µ µ ρ

 − − −
= − − − 

+ +  
。显然，

( )
lim 0 a.s.
t

t
t

ψ
→∞

= 。故 

( )lim    a.s..
t

AS t
µ→∞

=
 

 

同理 

( ) ( )( ) ( ) ( )2
0 0

0
d d .

t tQ t Q
I Q

t t t
µ µ ρδ θ θ θ θ

− + +
= −∫ ∫  

且 

( ) ( )
( ) ( )( )

( )2 2

0
.

Q t Q
Q t I t

t
δ

µ µ ρ µ µ ρ
−

= −
+ + + +

                      (11) 

我们得到 
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( )lim 0   a.s..
t

Q t
→∞

=  

定理 4.2 如果 0 1sR > ，对任意 ( )0X ∈Γ，系统(2)的解 ( ) ( ) ( ) ( )( ), ,X t S t I t Q t=  是平均持久的。同时，

我们可得 

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

*

21
*

2

*
2

liminf 0,

liminf 0,

liminf 0,

t

t

t

I t I

A S t I

Q t I

δ µ µµ µ
µ µ µ µ µ ρ

δ
µ µ ρ

→∞

→∞

→∞

≥ >

 ++
− ≥ + >  + + 

≥ >
+ +

 

这里 

( ) ( )

( )( ) ( )

2 2

2 1 0
2 2

*
1 2 2

1
2

.

sA Ah R
Ah

I

σµ µ µ ρ µ µ δ γ
µ

µ
µ

β µ µ µ µ ρ δ µ µ

 
    + + + + + + −     
  

  =
+ + + + +  

 

证明：因为 X ∈Γ，由(7)可得 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

2 2

10 0
2 2

ln ln 0 d d .
2

t t SAI t I S t B
h NA Ah h

σ θβ σθ θ µ µ δ γ θ
θµ

µ µ

 
 
 − ≥ − + + + + +
    
    

    

∫ ∫  

结合(10)得到 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

( )( ) ( )

( )
( ) ( )

1 2 2
0

2

2 2

1
2 2

2 2

1 0
2 2

1 2 2

0

2

ln d

2

1
2

d ,

t

s

t

AI t t I
Ah

A t t
Ah

A R t
Ah

I t
Ah

µ µ µ µ ρ δ µ µβ θ θ
µ µ µ µ ρ

µ

σµ µ δ γ φ
µ

µ

σµ µ δ γ
µ

µ

β µ µ µ µ ρ δ µ µ
θ θ φ

µ µ µ ρ
µ

 + + + + +
≥ − 

+ +     
 
 
 
 − + + + + +
  
  

  
 
 
 = + + + + −
  
  

  
+ + + + +  − +

 
+ +  

 

∫

∫

 

这里 ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

0
ln 0 d

t S t
t I B

h N Ah

σ θ βψ
φ θ

θ
µ

= + +
 
 
 

∫ 。显然
( )

lim 0 a.s..
t

t
t

φ
→∞

= 由引理 2.2 推出 
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( )

( ) ( )

( )( ) ( )

2 2

2 1 0
2 2

*
1 2 2

1
2

liminf 0  a.s..

s

t

A Ah R
Ah

I t I

σµ µ µ ρ µ µ δ γ
µ

µ
µ

β µ µ µ µ ρ δ µ µ→∞

 
    + + + + + + −     
  

  ≥ = >
+ + + + +    

根据(10)和(11)，我们可得 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 21 1
*

2 2

*
2 2

liminf liminf 0,

liminf liminf 0.

t t

t t

A S t I t I

Q t I t I

δ µ µ δ µ µµ µ µ µ
µ µ µ µ µ ρ µ µ µ µ ρ

δ δ
µ µ ρ µ µ ρ

→∞ →∞

→∞ →∞

   + ++ +
− = + ≥ + >      + + + +   

= ≥ >
+ + + +

 

5. 平稳解的存在 

定理 5.1 对任意 ( )0X ∈Γ，如果 0 1sR > ，系统(2)的解 ( ) ( ) ( )( ), ,S t I t Q t 是 3
+ 上的一个平稳解。 

证明：现在我们构建一个 2C 函数 :H Γ → 如下 

( ) ( )
2 2

2
1 2

2

1 2

1 2 3 4 5

4
, , ln ln ln ln

ln ln

,

Abl h
H S I Q M I l S l h N Q S Q

A AN N

MV V V V V

µ
µ

µ µ ρ

µ µ µ µ

  
  

  = − − − + − −
 + +
 
 
   − − − −  + +   

= + + + +

 

这里 ( )
2 2

2
1 1 2

2

4
ln ln

Abl h
V I l S l h N Q

µ
µ

µ µ ρ

 
 
 = − − − +

+ +
， 2 lnV S= − ， 3 lnV Q= − ， 4

1 2
ln AV N

µ µ µ
 = − − + + 

， 

5 ln AV N
µ

 = − − 
 

，

2 2

1
2 2

1

2

A
Ah

l

σµ µ δ γ
µ

µ
µ

+ + + +
 
 
 = ，

2 2

1
2 2

2

2

2

A
Ah

l
AAbh

σµ µ δ γ
µ

µ

µ

+ + + +
 
 
 =

 
 
 

并且正常数 M 满足以

下条件 

( )
2 2 2 2

3
1 0

2 2 2 2

2 1 2

3 1
2 2

2.

SA A AM R
A A Ah h h

σ β σµ µ δ γ µ
µ µ µ

µ µ µ

µ µ ρ µ µ µ µ

 
 
 − + + + + − + + +
      
      

      
+ + + + + + + ≤ −

 

很容易看出 ( ), ,H S I Q 是一个连续函数并且有最小值 ( )ˆ ˆˆ, ,H S I Q 。那么我们定义一个非负 2C 函数V如下： 

( ) ( ) ( )ˆ ˆˆ, , , , , , .L S I Q H S I Q H S I Q= −  

当 , ,x y z 大于零时，利用不等式 33x y z xyz+ + ≥ 以及伊藤公式，我们得到 

https://doi.org/10.12677/aam.2019.811213


许洁，张天四 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2019.811213 1837 应用数学进展 
 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

2 22 2
1 1

1 1 2 2

2 2

2 1 2 2
2

2 2
1

2 1
2 2

1
2 2

4
12 1  

1 2

2
2

l l ISI S SILV I A S I Q
I h N S h Nh N h N

Abl h
bl h N A N I Q I Q

bN

l AS AAbl h N
h N S Ah

σβ σ βµ µ δ γ µ γ ρ

µ
µ

µ µ µ δ µ µ ρ
µ µ ρ

β σµ µ δ γ
µ

µ

   
= − − + + + + − − − + + +      

   

 
    − + − − − + − + +  + ++ 

 
 
 ≤ − − − + + + + +
  
  

  

( ) ( )

2 2
1 1

1 2
2

1 2 1 2

2 1 2 2

2 2

2 2
2

2
2

1 12 1 2 1
1 2 1 2

4
4

l I l I Al Abl h
A Ah h

bl h N I bl h N Q
bN bN

Ab l h
AI bl h Q

β σ
µ

µ
µ µ µ µ µ µ

µ µ

δ µ
µ

µ
µ µ ρ µ




 
+ + + +       

   + + + +   

   
+ + + +   

+ +   

 
    + −  + +  

 

( )

2 2
23

1 2 1
2 2

2 2 2
21 1

2 1
2 2

1 2 1 2

2 2
3

1 0
2 2

1

3 2 3
2

4
4

2

3 1
2

S

AA b l l
Ah

Ab l h
l lAbl h I I

A Ah h

A R
Ah

l

σβ µ µ δ γ
µ

µ

δ µ
µβ σ

µ
µ µ µ ρ

µ µ µ µ µ µ

σµ µ δ γ
µ

µ

 
 
 ≤ − + + + + +
  
  

  

  
      + + + +  + +         + + + +    

 
 
 = − + + + + −
  
  

  

+ 2
2 1

2

1 2

2
21

2

1 2

4

.
2

Abl h I
Ah

l I
Ah

β δµ
µ

µ µ µ ρ
µ µ µ

σ

µ µ µ

 
 

   + +   + +       + +  

+
 
 + + 

 

同理， 
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( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2

2 2
2 2

3 2

1 21 2
4 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2
5

,
2 2

,

,

.

A I I Q I A A ALV
S h N S S Sh N A Ah h

ILV
Q

S Q S IA N I QLV
A AN N

A N I Q I QLV
A AN N

β σ β σµ γ ρ µ
µ µ

µ µ

δ µ µ ρ

µ µµ µ µ
µ µ µ

µ µ µ µ µ µ

µ µ µ µ µ
µ

µ µ

= − + + − − + ≤ − + + +
   
   
   

= − + + +

+ + +− − −
= − = + + −

− −
+ + + +

− − − +
= = −

− −

 

因此， 

( )
2 2

1 23
1 0 2 1

2 2 2

1 2

2 2 2
21

2
2 22

1 2

3 1 4
2

         
22

S lA ALV M R M bl h I
A Ah h

Ml A A A II
S QA AA h hh

β δµσµ µ δ γ µ
µ µ µ ρ

µ
µ µ µ µ

σ β σµ δ µ µ ρ µ
µ µ

µ µµ µ µ

  
       ≤ − + + + + − + + +     + +            + +     

+ − + + + − + + + +
     
     + +     

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2 1 2

1 2

2
21 2 1

2 1
2 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

        

      2 4  
2

         

S Q S I I Q
A AN N

l MlA A IM bl h I I
S QA Ah h

S Q S I I Q
A AN

µ µ

µ µ µ µ
µ

µ µ µ µ

β δµ σ
µ δ

µ µ µ ρ
µ µ µ µ µ µ

µ µ µ µ

µ µ µ µ

+ +

+ + + +
− + −

− −
+ +

 
 

   ≤ − + + + + − −   + +          + + + +    

+ + + +
− −

−
+ +

.
N−  

下面考虑一个有界闭集 

( ) 2 3 3

1 2
, , : , , , ,A A A A AD S I Q S I Q Qε ε ε ε ε ε

µ µ µ µ µ µ µ
 = ∈Γ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ + ≤ ≤ − + + 

 

这里 0 1ε< < 是使得以下不等式均成立的一个充分小的正常数。 

22
1 2 1

2 1
2 2

1 2 1 2

2 4 1,
2

l MlA A A AM l bh
A Ah h

β δµ σ
µ

µ µ µ ρ µ µ ε
µ µ µ µ µ µ

 
 

     − + + + + − ≤ −     + +            + + + +    

     (12) 
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2
21 2 1

2 1
2 2

1 2 1 2

2 4 1,
2

l MlAM l bh
A Ah h

β δµ σ
µ ε ε

µ µ µ ρ
µ µ µ µ µ µ

 
 

   − + + + + ≤ −   + +          + + + +    

            (13) 

22
1 2 1

2 1
2 2

1 2 1 2

2 4 1,
2

l MlA A AM l bh
A Ah h

β δµ σ δµ
µ µ µ ρ µ µ ε

µ µ µ µ µ µ

 
 

     − + + + + − ≤ −     + +            + + + +    

        (14) 

1 2
2 1

2

1 2

22 2
1 1 2

3
2

1 2

2 4

1,
2

l A AM l bh
Ah

Ml A
Ah

β δµ
µ

µ µ µ ρ µ
µ µ µ

σ µ ε µ ε
µ ε

µ µ µ

 
 

   − + + +   + +       + +  

+ 
+ − ≤ −    

 + + 

                     (15) 

( ) ( )

1 2
2 1

2

1 2

222
1 21

3
2

1 2

2 4

1.
2

l A AM l bh
Ah

Ml A
Ah

β δµ
µ

µ µ µ ρ µ
µ µ µ

µ ε ε µ ε εσ
µ ε

µ µ µ

 
 

   − + + +   + +       + +  

+ + + 
+ − ≤ −    

 + + 

                     (16) 

为了方便，我们将 \ DεΓ 分为五个区域 

( ){ } ( ){ }

( ){ } ( )

( )

1 2

2 2 3
3 4

2 3
5

1 2 1 2

, , ,0 ,                , , ,0 ,

, , , ,0 ,    , , , , , , ,

, , , , , , .

D S I Q S D S I Q I

A AD S I Q I Q D S I Q S I Q N

A AD S I Q S I Q N

ε ε

ε ε ε ε ε ε
µ µ

ε ε ε ε
µ µ µ µ µ µ

= ∈Γ < < = ∈Γ < <

 
= ∈Γ ≥ < < = ∈Γ ≥ ≥ ≥ − < < 

 
 

= ∈Γ ≥ ≥ ≥ < < + 
+ + + + 

 

显然 1 5\ D D DεΓ =  。接下来我们将证明对任意 ( ), , \S I Q Dε∈Γ ，都有 ( ), , 1LV S I Q ≤ − 。 
Case 1: 如果 ( ) 1, ,S I Q D∈ ，从(12)可知 

2
21 2 1

2 1
2 2

1 2 1 2

2
1 2 1

2 1
2 2

1 2 1 2

2 4
2

2 4
2

l MlA ALV M bl h I I
SA Ah h

l MlA A AM l bh
A Ah h

β δµ σ
µ

µ µ µ ρ
µ µ µ µ µ µ

β δµ σ
µ

µ µ µ ρ µ µ
µ µ µ µ µ µ

 
 

   ≤ − + + + + −   + +          + + + +    
 
 

     ≤ − + + + +    + +           + + + +    

2

1.

A
ε

−


≤ −
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Case 2: 如果 ( ) 2, ,S I Q D∈ ，(13)表示 

2
21 2 1

2 1
2 2

1 2 1 2

2
21 2 1

2 1
2 2

1 2 1 2

2 4
2

2 4
2

1.

l MlALV M bl h I I
A Ah h

l MlAM l bh
A Ah h

β δµ σ
µ

µ µ µ ρ
µ µ µ µ µ µ

β δµ σ
µ ε ε

µ µ µ ρ
µ µ µ µ µ µ

 
 

   ≤ − + + + +   + +          + + + +    
 
 

   ≤ − + + + +   + +          + + + +    
≤ −

 

Case 3: 如果 ( ) 3, ,S I Q D∈ ，则有 

2
21 2 1

2 1
2 2

1 2 1 2

2
1 2 1

2 1
2 2

1 2 1 2

2 4
2

2 4
2

l MlA ILV M bl h I I
QA Ah h

l MlA A AM l bh
A Ah h

β δµ σ
µ δ

µ µ µ ρ
µ µ µ µ µ µ

β δµ σ
µ

µ µ µ ρ µ µ
µ µ µ µ µ µ

 
 

   ≤ − + + + + −   + +          + + + +    
 
 

    ≤ − + + + +    + +           + + + +    

2

1.

δ
ε


−



≤ −

 

Case 4: 如果 ( ) 4, ,S I Q D∈ ，可得 

1 2
2 1

2

1 2

2
21 1 2

2

1 2

1 2
2 1

2

1 2

2
1

2

1 2

2 4

2

2 4

2

l ALV M bl h I
Ah

Ml I QI
AA Nh

l A AM l bh
Ah

Ml
Ah

β δµ
µ

µ µ µ ρ
µ µ µ

σ µ µ

µµ µ µ

β δµ
µ

µ µ µ ρ µ
µ µ µ

σ

µ µ µ

 
 

   ≤ − + + +   + +       + +  

+
+ −

  −
 + + 

 
 

   ≤ − + + +   + +       + +  

+

 + +

2 2
1 2

3

1.

A µ ε µ ε
µ ε

+ 
−   




≤ −

 

Case 5: 如果 ( ) 5, ,S I Q D∈ ，则有 

https://doi.org/10.12677/aam.2019.811213


许洁，张天四 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2019.811213 1841 应用数学进展 
 

( ) ( )

1 2
2 1

2

1 2
2

1 221

2
1 2

1 2

1 2
2 1

2

1 2

2
1

2

2 4

2

2 4

2

l ALV M bl h I
Ah

S Q S IMl I
AA Nh

l A AM l bh
Ah

Ml
Ah

β δµ
µ

µ µ µ ρ
µ µ µ

µ µσ

µ µ µµ µ µ

β δµ
µ

µ µ µ ρ µ
µ µ µ

σ

 
 

   ≤ − + + +   + +       + +  
+ + +

+ −
  −

+ + + + 
 
 

   ≤ − + + +   + +       + +  

+
( ) ( )22

1 2

3

1 2

1.

A µ ε ε µ ε ε

µ ε
µ µ µ

+ + + 
−    

 + + 
≤ −

 

综上所述 
( ) ( ), , 1 for , , \ ,LV S I Q S I Q Dε≤ − ∀ ∈Γ  

根据引理 2.3，我们可以得到系统(2)的解是平稳马尔可夫过程。 

6. 数值模拟 

模型动态行为的理论研究已经完成了。为了说明理论结果的有效性，我们使用 Milstein 方法[13]对模

型进行数值模拟。 
例 6.1 在图 1 中，我们假设 0.9A = ， 0.5β = ， 0.5b = ， 0.1γ = ， 0.2ρ = ， 1 0.2µ = ， 0.15δ = ， 2 0.15µ = ，

( ) ( ) ( )( ) ( )0 , 0 , 0 3,3,3S I Q = 。以下情况的差异在于参数 µ 和白噪声强度 σ 的不同。首先，我们选择

0.09µ = 和 0σ = 使得 0 0.9938 1R = < ，故无病平衡点 0E 是全局渐近稳定的，这一点可由(a)支撑。然后我 

们将白噪声的强度增加到 0.3σ = ，在这种情况下， 0 0.9488 1SR = < 且 2 0.3758 0

Ah

A

βµ
µ

σ

 
 
 − = − < ，根据 

定理 4.1 的条件(I)，我们知道被感染的种群 ( )I t 灭绝，这与模拟结果(b)一致。最后，我们选择 0.05µ = 和 

0.7σ = ，计算得 2 0.0911 0

Ah

A

βµ
µ

σ

 
 
 − = > ，

( )
2

2

1

0.4275 0
2

βσ
µ µ δ γ

− = >
+ + +

。根据定理 4.1 的条件(II)， 

疾病灭绝，请参阅(c)。 
例 6.2 在图 2 中，我们选择 0.9A = ， 0.05µ = ， 0.5β = ， 0.5b = ， 0.1γ = ， 0.3ρ = ， 1 0.15µ = ， 0.1δ = ，

2 0.1µ = ， ( ) ( ) ( )( ) ( )0 , 0 , 0 4,1,1S I Q = 并以环境噪声强度 0.05σ = 开始我们的数值模拟。容易验证

0 1.5670 1R = >  和 0 1.5649 1SR = > ，由此可知疾病将流行，模拟运行的结果在(a)中显示。然后我们将σ 增

加到 0.1 ( 0 1.5670 1R = > 以及 0 1.5588 1SR = > )，在(b)中给出仿真。与(a)相比，随着噪声变大，模型(2)的
随机解的波动越来越大。 

例 6.3 在保持图 2 中参数不变的情况下，很容易知道满足平稳分布的存在条件。图 3 和图 4 分别给

出了 0.05σ = ， 0.1σ = 下易感，感染和隔离人群的概率密度分布直方图。正如我们所见，随着σ 的增加，

正态分布曲线变得更平坦并且数据分布更加分散。也就是说，噪声强度对平稳分布的统计影响很大。 
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(a)                                                   (b) 

 
(c) 

Figure 1. (a) is the path of ( ) ( ) ( ), ,S t I t Q t  for deterministic model (1) when 0 1R < . (b) and (c) are the paths 

of ( ) ( ) ( ), ,S t I t Q t  for stochastic model (2) with sufficiently small or large enough noise, respectively 

图 1. (a)是当 0 1R < 时，确定模型(1)中 ( ) ( ) ( ), ,S t I t Q t 的路径。(b)和(c)分别是针对具有足够小或足够大噪声

的随机模型(2)中 ( ) ( ) ( ), ,S t I t Q t 的路径 
 

      
(a)                                                        (b) 

Figure 2. (a) and (b) are the asymptotic behavior of the solution of stochastic model (2) around the endemic equilibrium *E  
of model (1) under different noise intensities 
图 2. (a)和(b)是在不同噪声强度下，随机解在确定模型的地方性平衡点 *E 附近的渐近行为 
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(a)                                    (b)                                  (c) 

Figure 3. The path of ( ) ( ) ( ), ,S t I t Q t  for the histogram of the probability density function with the parameter 0.05σ =  

图 3. 在参数 0.05σ = 时， ( ) ( ) ( ), ,S t I t Q t 的概率密度函数分布直方图 
 

 
(a)                                    (b)                                  (c) 

Figure 4. The path of ( ) ( ) ( ), ,S t I t Q t  for the histogram of the probability density function with the parameter 0.1σ =  

图 4. 在参数 0.1σ = 时， ( ) ( ) ( ), ,S t I t Q t 的概率密度函数分布直方图 

7. 总结 

在这项工作中，我们研究了没有永久免疫力随机 SIQS 流行病模型的动态行为。该模型吸引人的一个

特点是引入了饱和接触率，意味着考虑了总人口随时间的变化，这比仅考虑疾病传播中常用的双线性形

式和标准形式的发病率更真实，也更有趣。我们首先使用李雅普诺夫函数的方法来证明全局正解的存在

性和唯一性。其次，通过建立一个重要参数 0
SR 来研究随机阈值的动力学，包括疾病在人群中的灭绝和持

久性。最后，证明系统存在平稳分布，这又间接地表明该疾病将流行。 
还有一些有趣的问题值得进一步研究，例如，媒体报道和电报噪音可能会影响疾病的传播。我们将

这些问题留给以后的工作。 
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